































































































CAPITULO 3

INTERACCION COHERENTE DE UN CAMPO DE RADIACION Y UN SISTEMA
ATOMICO

3.1.- INTRODUCCION

En este capitulo, se establecen las bases para el estudio
de la propagacién de pulsos coherentes en medios resonantes
(absorbentes y amplificadores). El material de este capitulo
junto con el anterior completan una descripcidén semiclasica de
la interaccién radiacién materia y ademds permite mostrar que
las ecuaciones de Maxwell-Bloch son auto-consistentes en los

estudios de propagacidn.
En situaciones que involucran campos intensos y/o tiempos

de relajacién grandes, nos interesa la respuesta atémica al

campo en escalas de tiempo mads cortos que los tiempos de
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colisién. En tales casos, la polarizacién atémica no es una
funcién explicita del campo eléctrico instantdneo, haciendo

necesario una nueva manera para calcular la polarizacidn.

Un nGmero de nuevos fendémenos ocurren en este régimen y su
estudio requiere nuevas herramientas analiticas. E1 método
seguido aqui, supone gque el campo eléctrico es dado
inicialmente, entonces se encuentra la polarizacién de un
sistema de dos niveles mediante la ecuacidén de Schrodinger en
la formulacién de la matriz de densidad. Después, se resuelve
el campo eléctrico a través de la ecuacién de onda generado por
la polarizacién del medio. De esta manera, el conjunto de
ecuaciones es auto-consistente (Vease Fig.3.1). Esto nos da la
solucién buscada para la forma del pulso, energia y velocidad

del mismo.

3.2.~- TEOREMA DEL AREA

Como se sefiald en el capitulo II, la polarizacidén de un
medio no lineal dopado se puede escribir como una parte lineal,
una no lineal resonante y otra no resonante. Cuando los efectos .
son resonantes, la expresién para la polarizacién Ec.(2.4)
puede no ser valida, porque términos de orden arbitrariamente

mAs alto pueden ser significativos. El tratamiento adecuado de

tal sistema, involucra resolver las ecuaciones dindmicas de
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movimiento del material. Una representacién mas adecuada para
la polarizacién del medio a la frecuencia w se escribe como

[McCall y Hahn, 1969],
P(z,t) = Nd(u(z,t) + iv(z,t)) (3.1}

donde N es la densidad dipolar y d es el vector del momento
dipolar. En general el valor medio de los dipolos no sera el
mismo para todos los &tomos, en virtud de que cada atomo puede
tener una frecuencia de transicién efectiva diferente de los
demias, debido tanto a impurezas del medio, como a efectos
térmicos. Para considerar esta idea, supondremos que las
frecuencias de transicién atémicas estan distribuidas alrededor
de la frecuencia del campo de excitacién, segin la funcién
normalizada g(Aw). Por 1lo tanto 1la polarizacién se debe
promediar sobre sobre esta distribucién de frecuencias, asi la

Ec.(3.1) se escribe como

P(z,t) = NdJ g(Aw) (u(z,t) + iv(z,t))dAw. (3:2)

-0

Ahora estamos en posibilidad de acoplar las ecuaciones de
Maxwell y las ecuaciones de Bloch. De las Ecs. (2.1)-(2.4) y

(3.2), se obtiene la ecuacidén de onda
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la primera ecuacién es una forma linearizada que nos describe
la propagacién del pulso y su analisis se encuentra en la
siguiente seccién. La segunda sefiala a un aspecto
crecientemente importante en los fenémenos no lineales, a una

velocidad carateristica de propagacién.

Usando la conservacién de probabilidad y resolviendo las
Ecs.(1.29), (1.30) y (1.31), se obtienen las correspondientes

soluciones no lineales a la dinamica &tomica,

v(z,t,0) -v, sen e(z,t) (3.7)

w(z,t,0) —wW cos eé(z,t) (3.8)

aqui se ha supuesto que el campo esta en resonancia con el
medio y que el ancho temporal del pulso es mucho menor dgue
cualquiera de los tiempos de amortiguamiento. El angulo de 6
llamado de inclinacién (representa la rotacién del vector de

Bloch respecto a su posicién original), esta dado por

t

e(z,t) = k j&’(z,t’)dt’, (3.9)

«© ’

en el caso limite cuando t » ®w, la Ec.(3.9) es idéntica al area

del pulso. Notemos que la diferencia de una no linealidad
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polinomial, cuyo efecto se encontraria en las amplitudes, en
cambio en resonancia la forma funcional de la no linealidad

modifica la dindmica intima de los materiales.

Analizemos el caso a un tiempo t, después de que el pulso
ha pasado por el punto de observacién z, esto no necesariamente
significa que las componentes individuales de la polarizacién
hallan desaparecido, sino gque mutuamente interfieren, . dando
como resultado que la polarizacién neta sea nula, debido al
rango espectral dado en la Ec.(3.2). Tomemos la Ee.(3.8) e

integrémosla desde menos infinito hasta el tiempo t,

2,2 -] _t_
6652;2) i HNSEJC j g(Aw)dAw [ v(z,t;A). (3.10)
- 00 -00

Usando la Ec.(3.7) en el caso resonante, y tomando el
limite cuando t » », en la Ec.(3.10), el resultado es conocido
como el "Teorema del Area" (TA) de McCall y Hahn, que expresa
la dindmica de la propagacién en medios resonantes, en lugar
del campo mismo como pardmetro de propagacién,

de(z,t 1
——§2L=l = - ; o sen e(z,t) (3,11)

donde o es el coeficiente de absorcidén, el cual es el

coeficiente de absorcién de la ley de Beer,
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o nthzkz

sk 9(0). {(3.:1:2)

donde g(0) es el perfil de linea en resonancia. Es comtn llamar
a o el reciproco de la longitud de absorcién de Beer. En el
limite de campos débiles ( &reas pequefias ), el teorema del
Area se convierte en una relacién lineal, es decir, que el area
del pulso decae exponencialmente, al mismo tiempo, en el limite
de campos débiles, el &atomo no es excitado significativamente,
por lo que un &tomo cerca de su estado base obedece ecuaciones
puramente clasicas. Asi, en el limite el coeficiente « cuadntico

debe coincidir con el coeficiente « clasico.

La solucién general de la Ec.(3.11) es conocida como el
Teorema del area y constituye una herramienta fundamental en la

practica de propagacién de pulsos, dado por la expresioén
e(z) = 2 atan[tan(so)exp(- % oz)] (3.13)
la cual define 6, como el A&angulo de rotacién del vector

ficticio P(0,0,t) para los dipolos con Aw = 0 y z = 0, es

decir, en la cara de entrada del material.
La solucién analitica obtenida es para 6(z), pero en
general no proporciona soluciones analiticas para &(z,t), ver

Ec. (3.9), excepto en el caso limite estacionario cuando
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80/d8z = 0, como se mostrard en la siguiente seccién.

La solucién grafica de la Ec.(3.13) es mostrada en la
Fig.3.2. Nétese que el &rea del pulso tiende hacia cero para
valores iniciales del area 6 < m, (a0 positivo). Si la muestra
inicialmente esta excitada (a negativo), 6(z) crece conforme el
pulso se propaga y se estabiliza para distancias mucho mayores

que la distancia de absorcién.

El Teorema del Area exhibe explicitamente la forma en que
duracién e intensidad estan estrechamiento relacionados en la
dinamica coherente no lineal, 1lo cual tiene importantes
aplicaciones practicas. Por ejemplo, Gibbs y Slusher [Gibbs,
1971], usaron exitésamente las implicaciones de la tercera rama
de la curva de la Fig.3.2, para comprimir y amplificar pulsos
intensos propagédndolos en medios absorbentes. Si un pulso con 8
= 37, se propaga en el medio, tendera hacia un pulso cuya &area
es 8@ = 2n. Si el pulso es m&s corto que 10 nseg, casi no hay
pérdidas energéticas, es decir, el pulso prédcticamente no
interactua con ningGn grupo de &tomos y por lo tanto conserva
su energia sin importar el &rea. Una justificacién para esta
aproximacién viene de la simulacién numérica de McCall y Hahn
[McCall y Hahn, 1965] que muestran que la razén de pérdida de

energia de un pulso de 3nm es aproximadamente 0.1 de la razén o,

la cual entra en la ecuacién de la Ley de Beer. Como
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consecuencia, es cierto que la energia del pulso de entrada 3m
es igual a la energia del pulso sucesor 2n. Para pulsos

cuadrados se tiene que 3né_ = 2n82n, de aqui que,

(3.14)

o
Il
Qe
3!

2T an

lo cual muestra que el pulso 3m se ha vuelto sensiblemente méas
delgado tanto como mads intenso en su evolucién hacia un pulso

Ian (Fig.3.3).

Puesto que el &rea del pulso y el angulo de rotaciﬁn del
dipolo son idénticos, Ec.(3.9), es claro que un pulso de &rea
2nnt regresard al dipolo a su estado original, es decir, el
dipolo no puede tomar energia del pulso, lo que origina el
rompimiento del pulso en n pulsos de area 2n. De los mismos
resultados, McCall y Hahn se dieron cuenta que no solamente el
drea del pulso es estable, sino también su forma, después de
haber viajado varias longitudes de absorcién en el medio. Estos
pulsos se comportan como si el medio fuera transparente, por lo
gue McCall y Hahn 1llamaron a este fenémeno Transparencia
Auto-Inducida ( SIT ), el efecto es mostrado graficamente en la
Fig. 3.4. SIT fué propuesta como un sistema de transportg
eficiente de energia en comunicaciones antes del presente auge
de las fibras opticas, donde otro fendmeno no lineal 1las

suplanté. Por esta razén, es conveniente determinar la forma
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analitica de tales soluciones.
3.3.- SOLUCIONES DEL CAMPO EN EL CASO ESTACIONARIO,

Un pulso estacionario a parte de presentar un area
constante (86/8z = 0), debe también presentar el mismo perfil a
cualquier observador. La fGnica manera de asegurar el estado
estacionario, es pedir que las envolventes del campo y el
dipolo dependan del tiempo y del espacio sblo a través del
tiempo local, { = t - z/V, donde V es la velocidad del pulso.

Aplicando esta condicién a las Ec.(3.4) y (3.5) se tiene,

2[ S-x ]e - -2nk2NdJ g (Aw) vdAw © (3.15)

-00

2e]
(x* - ¥°)8 = 2nk2NdJ g (Aw) udAw. (3.16)

- 00

Las Ec. (3.15) y (3.16) han sido resueltas por Matulic y
Eberly [Matulic, 1972] usando el teorema de la factorizaciodn,
cuyas soluciones establecen una relacidén entre la inversién
atémica, el flujo de energia del pulso, el campo y la amplitud

del dipolo en fase:

w(gid) = w (A) + 3 u’F(A)E°(L) (3.17)
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u(Cih) = u (8) + g HF(A)E(L) (3.18)

donde wO(A) y uo(A) representan la inversidén de poblacién y el
dipolo en equilibrio respectivamente, F(A) es la funcidén de la

respuesta espectral del dipolo y u esta dada por,

1 _ n(w/c 2N(d K) P
;2 K/V)— k/{: [_mg(bw)vdAw (3.19)

De la Ec.(3.17) se observa que la inversidn de poblacién
practicamente tiene la misma forma temporal que la del cuadrado
pulso. El préximo paso es obtener una ecuacién para la
envolvente del pulso mismo, la cual puede obtenerse de la

Ec. (3.18) a saber,

5 k)2 2 2 2

g = [—] E° [M° - &) (3.20)
donde M esta dada por

2[L2—A2]. (3.21)

De la Ec.(3.21), se observa que, para que & > 0; €° debe
estar restringido en el intervalo [0, Maj y que M es el valor
maximo de €. Ademds, para el caso de campos débiles la

Ec.(3.20) predice un crecimiento exponencial a una razén de
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(1-2)kM. Asi, M a parte de fijar el miaximo valor de €&, controla
la razén a la cual este maximo es alcanzado. Este doble juego
de M, es equivalente a una restriccién del A&rea del pulso

[Allen, 1985].

Por convencién, para pulsos débiles el crecimiento de la
envolvente del campo se denota por 1/t (llamado factor de

forma), de aqui que M = 4/(K2t2). Da  la Bes(3.21) & de la

condicién F(0) = 1, se encuentra una expresidén para F(A) y u’s
N 1
F(4) = ——— (3.22)
1 + (AT)
4
p® = k?c? (3.23)

es decir, la respuesta espectral dipolar es una lorentziana.
Finalmente integrando la Ec.(3.20) se obtiene la forma temporal
de la envolvente del campo, esta solucién representa a un
solitén gque se propaga en el medio, es decir, un pulso que
conserva tanto su energia como su forma,

E(L) = = sech( % A (3.24)

Usualmente la amplitud del solitédén, :rconoce como el orden

del solitén. Sustituyendo este resultado en 1la Ec.(3.9) e
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integrando desde menos a mas infinito se observa que el area de

€ es 2n, e independiente de kK y T.

3.4.- VELOCIDAD DEL PULSO EN EL REGIMEN ESTACIONARIO.

La presencia de no linealidades afectara la velocidad del
pulso en el medio resonante, 1lo cual puede verse de las

Ecs. (3.19) y (3.23)

(3.25)

nNhwk j i g(Aw)dAw
o (Aw) *+ (1/7)°

aqui hemos usado la aproximacién K & k = w/c. Usualmente es mas
conveniente usar el coeficiente de absorcién dado por Ila
Ec.(3.12), cuando la longitud del pulso es sustancialmenﬁe mas
largo que el tiempo de desfasamiento Tz, la integral en 1la
Ec.(3.25) puede aproximarse suponiendo que g(Aw) es lo
suficientemente suave y ancho para ser evaluada en el origen y

removerla de la integral, asi
c/V =1 + 172 actT {3.26)

es decir, que 1la velocidad del pulso es directamente
proporcional su ancho temporal, este resultado no tiene andlogo
cldsico y revela nuevas implicaciones en la propagacién de

pulsos. Puesto que ct puede ser del orden de varios metros y
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«! es del orden de centimetros, la velocidad del pulso en el

medio puede ser considerablemente mas pequefia que c. Esto
significa que un pulso de salida sufre un retardo temporal
respecto al pulso de entrada. Esté es una de las
caracteristicas distintivas de SIT. Valores tipicos de V,

pueden llegar a ser hasta c¢/1500 o mas [Slusher, 1972].
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E'(z,t)

dp‘l ~b
b ik [H, P]ij

E'(z,)

P(Aw, z, t) = Np;(Aw, z, t) + c.c.

P(Aw, z, t)

P(z,0) o [P(Aw, 7, HgAw)d(Aw)

=D

P(z, t)

d’E 1 ’E_ 4= d’P
dz? " ¢? de? . ¢ dt?

E(z, t)

E(z, 1)

Figura 3.1.- Esquema mostrando la auto-consistencia de las
soluciones gque describen el acoplamiento de radiacidn con un
absorbedor resonante. Este esquema es usado para estudiar la
SIT y propagacién de pulsos en fibras épticas.
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Figura 3.2.- Teorema del Area de McCall y Hahn. Se muestran
varias ramas de la solucién a la Ec.(3.11), graficando el drea
en funcién de la distancia de penetracién. El valor de z que
corresponde a la cara de entrada, esta determinada por el area
de entrada. En este caso, la cara de entrada esta sefialada por
los circulos pequefios sobre las curvas del primer punto de
ramificacién.
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Figura 3.3. Compresién y amplificacién de pulso por propagacién
en un absorbedor pasivo. La 1linea sbélida y 1la rayada
corresponden a los pulsos de salida, mientras que la linea
punteada, representa un pulso de entrada de area 3.5m.
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Figura 3.4.- Area del pulso mostrando un comportamiento andémalo
predicho por el TA. Un pulso con &rea ligeramente menor que m
es rapidamente atenuado hasta que eventualmente se absorve
totalmente, mientras gque un pulso con é&rea ligeramente mayor
que m, es ligeramente absorbido mientras evoluciona hacia un
pulso "Sech" de area 2m.
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CAPITULO IV

EFECTO DE LA DIFUSION EN LA PROPAGACION RESONANTE DE PULSOS

4,1.- INTRODUCCION.

Resolver las ecuaciones de Bloch en condiciones generales
y sin aproximaciones es practicamente imposible como hemos
detallado en el capitulo anterior. E1 método de solucidén de las
ecuaciones de Bloch con difusién para resonancia magnética no
considera la riqueza de fenémenos que hemos analizado en el
capitulo anterior en la propagacién de pulsos ©6pticos. Esto
resulta de la consideracién implicita de linealidad en la forma
del dipolo presupuesto como solucién en el caso magnético, pero
que sin embargo, resultaria inadecuada en el régimen &ptico
donde las distancias de propagacién son extremadamente largas.

La base de la solucidn presentada por Slichter [Slichter, 1980]
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esta basada en la suposicién de que el dipolo magnético ¢ en

la presencia de difusién esta dada por

o, = A(t) ettt (4.1)
donde A(t) es la solucién perturbativa de las ecuaciones de
Bloch con difusién. De nuestra discusién anterior podemos

reconocer claramente dos aproximaciones:

a).- Se esta suponiendo que el dipolo se encuentra en el
dominio lineal, i. e. ~ elwt, sin ninguna dependencia de

la amplitud del pulso.

b) .- La descripcién de la propagacién del pulso corresponde al
orden mAs basico de las ecuaciones de onda, i.e. una onda
plana, implicando una jerarquizacién en la solucién de las
ecuaciones acopladas Maxwell-Bloch.

La primera suposicién no considera la estrecha é
inseparable simbiosis entre 1la duracién del pulso y su
intensidad, caracteristica de 1los problemas no lineales
resonantes, y que se encuentra plasmada en el teorema del area.
La segunda suposicién constituye una metodologia practica que
no esta restringida por la primera y que es adecuada para

aquellos procesos en los que la difusién es un proceso
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perturbativo. Sin embargo, y como es frecuente en procesos de
evolucién dinédmica, su efecto en la evolucién a tiempos

largos, o distancias, es significativo.

Suponer que es posible resolver en forma integral y al
mismo nivel las ecuaciones de Maxwell y Bloch esta mas alla de
cualquier expectativa real actual, y por otra parte de dudable
importancia. En este capitulo se supone un método para resolver
las ecuaciones de Bloch con difusién, en su régimen no lineal,
acopladas a las ecuaciones de Maxwell para describir la
propagacién del pulso. Esquemdticamente esto corresponde a
proponer gue la solucién tenga la forma,

o = P(e) ¢V (4.2)

donde P(t) es la solucién al sistema de ecuaciones Maxwell
Bloch acoplado. Suponer que la aproximacién para P(t), sin

ninguna condicién adicional, tiene la forma,

P(t) ~ A(t) p(t) (4.3)
donde p(t) es la solucién de las ecuaciones de Bloch, sin
embargo abandoria el acoplamiento y los efectos no lineales

sobre el perfil transversal del pulso. De agqui que propongamos

resolver en forma perturbativa pero integral este sistema y
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hacerlo por otra técnica que la gque agqui proponemos implica
varias y complejas metodologias cuya exploracién por si mismas

estan mas allid de los objetivos de esta tesis.

4.2.- DESCRIPCION DEL METODO

En este trabajo se propone un método para resolver las
ecuaciones de Bloch-Maxwell con difusién mediante una técnica
perturbativa que mantiene estrechamente relacionada la duracién
e intensidad del pulso, al sustentarse en el teorema del &rea y
sus modificaciones por difusién para integrar en este nuevo
proceso los efectos transversales. Como resultado, se obtiene
en forma inmediata informacién de interés practico sobre 1la
distribucién transversal del TA y la modulacién de la energla y
la polarizacién. Las caracteristicas de transportabilidad de
este método a otros muchos problemas donde atomos dopantes con
difusién tienen especial importancia requieren de un mejor
anadlisis, sin embargo la sencillez de usar técnicas
perturbativas sobre el teorema del areai le da una gran
potencialidad a este método como ya ha sido remarcado [N.
Bloembergen, 1991] En la fig.4.1 se muestra esguemdticamente el

método.
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4,3,~- EFECTOS TRANSVERSALES EN EL TEOREMA DEL AREA.

Las ecuaciones de Bloch permiten explicar una gran
variedad de fenémenos cuanticos sumamente interesantes, tales
como nutacioén éptica, eco de fotones, transparencia
auto-inducida y conjugacién de fase entre otros. En todos estos
efectos se ha supuesto que el campo eléctrico esta formado de
ondas planas. En condiciones mas reales, se trabaja en la
regién paraxial del haz, como una aproximacién a ondas planas,
sin embargo, cuando el haz se deja pasar completo surgen varios
fenémenos que dependen de la naturaleza transversal del campo,
como autoenfocamiento, desenfocamiento y autoatrapamiento en

medios resonantes [McCall y Hahn, 1969, Grischkowsky, 1970].

McCall y Hahn fueron los primeros en estudiar los efectos
del perfil radial en la propagacién de pulsos resonantes
manifestada a través del TA, también explicaron los efectos de
auto-atrapamiento y auto-enfocamiento en medios resonantes como
resultado de tal dependencia [McCall y Hahn, 1969]. McCall y
Hahn encontraron que el TA se modifica dependiendo de la forma
del pulso, en particular, para perfiles Gaussianos el TA se

escribe como

E‘E"—'a—-—"é—""—-sae, (4-4)
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donde o es un factor de pérdidas y o es el coeficiente de
absorcién. Si bien, la difusién no es un fendémeno de pérdidas,
en un punto fijo del pulso, puede verse como tal, por lo que la
Ec.(4.4) predice un decaimiento exponencial en el area del
pulso en presencia de difusién, si bien hasta el momento no
existe ninguna evidencia experimental de tal afirmacidén. Esta
expresién se dedujo promediando el valor del dipolo en todo el
perfil, por 1lo que la expresién resultante no depende
explicitamente de r. En el caso de &rea pequefias, el pulso es
absorbido a una razén que depende del tipo de pérdidas del
medio. Para Areas mas grandes, el punto de estabilidad cambia,
dependiendo de la razén de pérdidas o/a, siendo menor cuando
o/oa crece, y originando que un pulso .9n se absorba méas

rapidamente, en consecuencia, se genera una asimetria en el TA.

Nuestro interés se centra en los efectos transversales de
la propagacién resonante de pulsos, pero como resultado de la
difusién, fenémeno inherentemente radial. El1 modelo que .
seguimos para describir 1la difusién es el propuesto por
Wherrett [Wherrett, 1983). Dicho modelo propone difusién en la
inversién de poblacién, es decir, variaciones espaciales en la
inversién de poblacién, y no en el dipolo como lo propuso
Torrey [Torrey, 1954], ya gque en el caso Optico es mas
importante la inversién de poblacidén que el dipolo magnético,

contrastando en este punto con el modelo de difusién propuesto

50



por Torrey.

4.4,- SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE BLOCH CON DIFUSION.

Antes de empezar a resolver las ecuaciones de Bloch
empezaremos definiendo nuestro sistema de coordenadas. La
seleccién de coordenadas cilindricas es natural, ya que la
mayoria de los laseres trabajan en el modo TE , cuya
distribucién de intensidad radial presenta simetria azimutal.
En particular, nuestros resultados numéricos se presentaran

para perfiles transversales Gaussianos.

Supondremos que la dependencia radial del campo estara
dada por una funcién R(r) que no presenta cambios bruscos y
que el campo esta dado por,

& (r,z,t) = R(r)€(z,t) (4.5)

donde E(z,t) es la envolvente del campo dada por la Ec.(3.24).

De acuerdo a la definicién del &rea del pulso, Ec.(3.9), f
la forma del campo, se encuentra que el &rea @(r,z), soélo
estarad escalada por el perfil transversal del campo

8(r,z) = R(r)e(z), (4.6)
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donde @ esta dado por la Ec.(3.11). Esto significa que el TA es
vdlido en cada punto del perfil radial (Vease la Fig. 4.2), lo
gque nos permite wusar la Ec.(4.6) como argumento en las

ecuaciones de Bloch sin difusién. Nétese que en el centro del

perfil, se recuperan las Ec.(3.7)-(3.8). Por otro lado,
definiendo @ = w + 1iv y sumando 1las Ec.(3.7)-(3.8) se
encuentra,

%% = —if g Vw )q (4.7)
donde q = g(r,z,t) y Q es la frecuencia de Rabi, cuya

dependencia radial se da través del campo. Esta ecuacién
constituye el punto clave de este trabajo, ya que contiene la
informacidén sobre 1la variacién espacial y temporal de la
inversién de poblacién, la cual se resolverd siguiendo el
método planteado en la seccién 4.2. La solucién a la ecuacidn
Ec.(4.7) sdélo puede hallarse numéricamente, sin embargo,
mediante técnicas perturbativas es posible eneontrar soluciones
analiticas en base a soluciones analiticas sin difusién, siendo

esto la base del método que presentamos.

Para resolver la Ec.(4.7), nos colocaremos en el frente de
un pulso viajero, donde existe una equivalencia

espacio-temporal, es decir, 1la distancia de propagacién es
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equivalente al tiempo de propagacién, z = Vt, donde V es la
velocidad del frente del pulso en el medio en esa posicién

radial. Asi, integrando la Ec.(4.7) desde el tiempo t, al cual

asignaremos arbitrariamente como nuestro origen, hasta un
tiempo t, resulta en una representacién formal del dipolo de la

forma

q(r,t) = q(0)A(r,t)exp(-i(6(t) - s6(r,t))) (4.8)

donde q(0) es el valor de g en t = 0, 8 es el &rea dada por la

Ec.(3.11), y

2
A(t) = exp( D J YT Y gtr) (4.9)
s lql
vV 2w
se(t) =D Y at’. (4.10)
, lal

Si expandemos la Ec.(4.5) y separamos en parte real y
parte imaginaria, obtenemos un par de ecuaciones similares a

las Ecs.(3-7) y (3.8), esto es,

w = q(0)A(t)cos( 6 - 38(t) ) (4.11)
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v = q(0)A(t)sen( 68 - 86(t) ), (4.12)

inmediatamente, podemos darnos cuenta que el efecto de la
difusién se presenta como un efecto modulador en las Ec.(3.7) ¥y
(3.8) y no como un simple producto de soluciones no
perturbadas. Estos resultados apuntan al resultado mas
importante que se obtiene por este método: una modificacién al
TA de McCall y Hahn con todas sus implicaciones, es decir, una
alteracién transversal de la dindmica atémica que gobierna la
evolucién del pulso mismo. Notemos que si el pulso es muy débil
(6 « m ), A(t) corresponde a la solucién de la amplitud de

difusién obtenidad por Slichter.

Las condiciones iniciales en las Ecs.(4.11)-(4.12) permiten
determinar g(0). En la entrada del material (t = 0), se cumple
que A(t) = 1 y 88 = 0, entonces comparando las Ec.(4.11) y

(4.12) con las Ec.(3.7) y (3.8), se concluye gue gq(0) = =1.

Por otro lado, la solucidén de las Ec.(4.9) y (4.10), no
son muy complicadas de obtener, pero si muy tediosas debido a
los largos célculos algebraicos - para mds detalles vease el
apéndice A - involucrados. Por conveniencia, en esta seccién
Gnicamente presentaremos las soluciones de las Ecs.(4.9) vy
(4.10). Por comodidad, empecemos con la solucién de 1la

Ec.(4.9), que nos proporciona la variacién de la amplitud del
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dipolo debida a la difusién;

A(r,z) = exp[—D {g1 arctan(y) + g, ___X_E + o RVaRGIN £ EIRaTH

1 +y 7 L
Y x 1
_g +g -
4 (1+yz)3 51+y2 6 (1+y2)2
z
*97“‘—1—2—5}] {4283
(L & §7) 0
donde y = tan( R(r)%eo )e’af/z. Las funciones g, Gnicamente
dependen del radio y del &rea pulso inicial , las cuales estan
dadas por las Ecs. (A.28) - (A.35).

La forma de 1la Ec.(4.13) es bastante compleja; sin
embargo, para varias distancias de absorcién, fGnicamente
sobrevive el primer término de la Ec.(4.13), es decir, el
argumento de la Ec.(4.13) queda determinada por una funcién muy
similar al teorema del &rea en el estado estacionario, en
consecuencia A depende de las condiciones de un punto de
estable, dependiente del radio y del coeficiente de difusidén, y
gque discutiremos a continuacién. Cuando hagamos referencia a
los valores del coeficiente de difusién, diremos que un medio
de baja difusién serdan aquellos donde los A&tomos presentan poca
movilidad (el caso limite D » 0, corresponde a sdlidos a bajas

temperaturas), mientras que medios de alta difusién seran’
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aquellos donde los atomos presentan alta movilidad
(equivalentemente, el caso D »* w., corresponde a gases a baja

presién) .

En la Fig.4.3 se muestra el comportamiento de la Ec.(4.13)
para varios valores del radio con pulsos de area inicial .9m y
1.1m en el centro del perfil (en este caso de un perfil
Gaussiano) para medios de baja difusién (D =0.0001). Notese que
en ambos casos A(r,z) alcanza un valor estacionario alrededor
de az = 1, siendo menor esta distancia, cuanto mayor se este
alejado del centro del perfil. Noétese ademas, qﬁe las
variaciones en A(r,z) son muy pequefias, una buena aproximacidén
en este caso, es tomar A(r,z) constante, reduciendo el efecto
de la difusién a una modificacién del TA. Sin embargo, para
sistemas mas difusores, el efecto modulador de la Ec.(4.13) se
hace mé&s patente como puede verse en la Fig.4.4, gue sin
embargo, exhibe un comportamiento idéntico al de la Fig.4.3,
como puede verse de la Ec.(4.13), fGnicamente escalado en D.
Esto significa que los Atomos excitados se redistribuyen méas
rdpidamente, en consecuencia 1la inversién de poblacién vy
dipolos encontrados por el pulso serdn menores que W, conforme_
el pulso se propaga. En el caso limite, cuando D » =, A =+ 0, é
por lo tanto el pulso, es absorbido. Obsérvese que en el centro
del perfil, el pulso sufre una brusca modulacién cerca de la

cara de entrada, mientras que para radios mayores que cero, el
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efecto modulador de la difusién disminuye, estabilizandose para
distancias de propagacién menores que 1, con un valor minimo
para A(r,z) en r = .3. En el limite, cuando r » o, A ~» 1, es
decir, no existe modulacién en A(r,z) para puntos muy alejados
del centro del perfil del pulso , como es de esperarse para
pulsos débiles. Nbétese que existe una diferencia entre las
curvas de la Fig.4.3, pués mientras que la Fig.4.3a, tiene un
minimo y un maximo absoluto, la Fig.4.3b, tiene un minimo y un
maximo local, ademd&s de un minimo absoluto. Puesto que A esta
asociada con la amplitud del pulso, pulsos con 6 = .97,
presentardn un hueco alrededor del centro perfil, mientras que
pulsos con 6 = 1l.1m, presentardn un pico alrededor de 1a:misma
regién, que para medios con coeficiente de difusidén pequefio no
seran apreciables. Sin embargo, como se muestra en la Fig.4.4,
el pulso se dispersa y puede llegar a romperse después de unas

pocas distancias de propagacién (az =~ 1 - 2).
En el caso de la Ec.(4.10), su solucién corresponde a
las modificaciones del &area del pulso y esta dada por, (vease

Apéndice A)

86 = D{— paarctan (3 P, —Y—2

1 +y
y y 1 1
+p2 22_p3 23+p 2+6 2,2
¢ S Sy {1 +¥) 104 3 B R
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l z

+ P i } (4.14)
B D 0

donde y esta dada igual que en (4.13) y las funciones p, son

similares a las funciones 9y las cuales estan dadas por las

Ecs.(A.19)- (A.25). Usando el argumento de la Ec.(3.8) o (3.9),

se encuentra que el teorema del &rea modificado por difusién

esta dado por,

@ = 2(1 - x )arctan ) *+ Dp.R 25 #.D El.___X__
" 2 Py (y P 3 8

g
y 1 1
+p —4—-p —¥ _+p —=— +p ————
2 (l i yz)z 3 (l & y2)3 5 1+ y2 6 (1 + y2)2
z
(1L = yo) 0 :

Nétese que, esta expresién es bastante compleja también, sin
embargo, su comportamiento es muy similar al caso anterior. Por
ejemplo, para ' varias distancias de absorcién, Gnicamente
sobreviven los dos primeros términos de la derecha de 1la
Ec.(4.15) y la Ec.(4.15), en este caso toma una forma muy

parecida al TA sin difusién en el estado estacionario.

A diferencia de la amplitud dipolar A, el &rea de un pulso
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es posiblemente el parametro mads importante de la din&mica de
la propagacién no lineal coherente, por lo que le daremos un
cuidadoso analisis. Los conceptos méas importantes de
estabilidad y sus trayectorias que surgen del teorema del area
son tres, todos ellos estrechamente relacionados. De acuerdo
con esto, existen &reas estables que corresponden a pulsos de
&rea nula o absorcién, o bien pulsos de area estable que bien
pueden conducirnos a la existencia de pulsos estables; areas de
inestabilidad donde se definen las trayectorias de estabilidad
y finalmente las trayectorias que unen &reas inestables vy
estables en forma simétrica y que corresponden a la propagacién
misma. Esperamos que esto tenga una dependencia transversal
como funcién del coeficiente de difusidén, por 1lo que.en un
pulso de A&rea grande podemos, a través de su perfil, recorrer
todos los posible casos del teorema del &rea sin difusién, que

en el caso lineal corresponderia a valores 0 y 2m.

Primero analizaremos los puntos de estabilidad y sus
trayectorias en forma grafica, ya que como nos demuestra la
experiencia préactica, es la forma mas Gtil de visualizar el TA.
Los resultados se mostrardn en el siguiente orden: se
presentard el TA con difusidén para radios pequefios y areas
grandes con el fin de comparar los resultados con el TA sin

difusién de McCall y Hahn, y posteriormente para radios més

grandes, donde eventualmente se alcanza un punto de transicién,
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i el Area inicial del pulso es mayor que T.

En la Fig.4.5 se muestra el TA (en r = 0) como funcidén de
la difusién y se compara con el TA original sin difusidn.
Observese la similitud entre ambas curvas. En particular, en la
Fig.4.5 se muestra que el TA con difusién coincide con el TA
original para un amplio intervalo de D. En particular para D =
0.1 ambas curvas (con y sin difusién) difieren muy poco.Notese
gue en el centro del perfil, el TA con difusién grande, tiene
la misma forma que el TA original, modificandose ligeramente el
punto de estabilidad, pero conservando su simétria,
reproduciendo el TA sin difusién en el centro del perfil. Sin
embargo, fuera del centro del perfil, para un r £ijo {r = 2},
se observa una clara modificacién de los puntos de estabilidad
y una pérdida de la simetria del TA, como se muestra en la
Fig.4.6. Obsérvese que el punto de estabilidad es menor que 2mw,
conforme D crece, pero el TA conserva su forma, pero no su
simetria, en concordancia con los resultados de McCall y Hahn.
Sin embargo, para pulsos con &area inicial menor que T, el
efecto de la difusién no es apreciable, ya que el pulso se
absorbe préacticamente a la misma razdén con difusién que sin
difusién, como puede observarse en la parte inferior de L4

Fig.4:.6.
En la Fig.4.7, se muestra graficamente la Ec.(4.15), para
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dreas grandes en sistemas de baja difusién (D = 0.0001) Yy
radios pequefios, en la que ya se muestra una sensitiva, aunque
aGn no drastica variacién con respecto al TA sin difusién. En
la misma figura se muestran varios curvas del Area alrededor de
m, para valores pequefios de r, pero no significativamente
cercanas al punto de inestabilidad. La simetria del teorema del
Area sin difusién se pierde en este caso, sin embargo no es muy
diferente del TA original, contrariamente a lo que pasa en la
Fig.4.8, donde se ha aumentado el coeficiente de difusidén y
donde la modificacién del punto de estabilidad es mas notoria,
ya que este, se modifica también en funcién de r. Se observa
gue conforme r aumenta, un pulso con drea .om (en r = 0) se
absorbe mis rapidamente, mientras que un pulso de area 1.1m (en
r = 0) necesita una mayor distancia propagacién para
amplificarse y alcanzar su punto de estabillidad. Debemos notar
aqui, que existe una dependencia radial en el a&rea de
estabilidad, siendo menor conforme aumenta r. Esto indica

claramente que durante la propagacidén, el Area del pulso

adquiere un perfil estable, no constante, como funcion de r.

Por otro lado, pulsos con &area menof que m, se absorben
pradcticamente a la misma razén con difusidén que sin ella, como
se muestra en las Fig.4.7 y 4.8.. Esta es una importante
diferencia que junto con la Fig. 4.6, enfatiza las cuidadosas -

diferencias gque se deben hacer en los tratamientos
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perturbativos para pulsos de &reas grandes Yy pequefias en otros
problemas donde se espera difusidén durante la propagacién.
Claramente esto apunta a un reandlisis del tratamiento

promediado de McCall y Hahn [1969].

El comportamiento del A&rea dada por la Ec.(4.13) en
funcién del radio, sugiere un desplazamiento de 1la parte
inferior al punto de inestabilidad hacia la izquierda y la
parte superior a la derecha. Mostrando gran sensibilidad a
cambios en r, en el caso de pulsos de &rea mayor que T, aln
para medios con baja difusién, mientras que en el caso de
pulsos menores que m (en r = 0), conservan su forma para todo
r, Gnicamente se desplazan a la entrada del medio, de acuerdo
al perfil radial, como puede verse en la parte inferior de la
Fig.4.7- 4.8. Comparando nuestros resultados con los obtenidos
por McCall y Hahn (Ec.(4.3)), observamos una gran similtud. A
diferencia de MccCall y Hahn obtenemos un TA en funcién del
radio y obtenemos una modificacién del punto de estabilidad, en
funcién tanto de D como de r. Esta Gltima dependencia, es
equivalente en nuestro caso a tener un coeficiente de absorcién
dependiente del radio. En cierta manera, esto es equivalente a

modificar la razdén de pérdidas o/a de McCall y Hahn.

La Fig.4.9 - 4.10, presentamos un caso andlogo al de la

Fig. 4.7, para radios mayores, tales que permitan analizar el
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punto de transicién m, radialmente alcanzado. Para pulsos de
Area menor a 7w, observamos el esperado comportamiento de
absorcién con escasa influencia de 1la difusidén en ambas
figuras. Sin embargo, observamos que cuando un pulso 1.17n (en
r = 0) tiende hacia mn radialmente, se espera dque nos
aproximemos a un punto de transicidén o de inestabilidad, en los
que habra de especificar su comportamiento. En la Fig.4.9 (D =
0.0001), se observa un transicién mondétona, para r en
[.28,.31]. Observese que para r = .28, la ganancia en la
energia del pulso es pequefia hasta az ~ 5, después adquiere una
ganancia lineal y finalmente cerca de oz = 10 el pulso alcanza
su punto de estabilidad; esta misma situacién se presenté en ;a
Fig.4.10. Sin embargo, en este figura, se observa que para r =
.31 el &rea pulso cruza el punto de inestabilidad m en az = 5.7
y después se amplifica ligeramente. Asi, en la presencia de
difusién, el pulso se vuelve cuasi estable y no mondtono, sin
apuntar a puntos de estabilidad preestablecidos. Esta
cuasiestabilidad es un resultado poco usual no considerado
previamente. Al aumentar r a .33, el pulso adquiere un area
ligeramente menor que m, y por lo tanto se absorbe, después de

este punto en la forma esperada.

El TA muestra inestabilidades mas pronunciadas si el
coeficiente de difusidn es mayor, como era de esperarse ya que

tales perturbaciones se hacen mas significativas. Sin embargo,
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igual que antes el TA se recupera para r pequefios dentro de
[0,28], aun para un rango grandes de valores del coeficiente de

difusién, como se mostrdé en la Fig.4.6.

En resumen, el pulso se comporta como el TA original s6lo
en el caso de radios pequefios, r € [0,25] y un amplio rango de
valores del coeficiente de difusién. Sin embargo, para r fuera
de este intervalo, en medios con coeficiente de difusién
menores gue 0.0001, pulsos con 6 = 1.1m (en r,z = 0), cruzan el
punto de inestabilidad monétonamente, mientras que pulsos con
la misma area inicial, en medios mas difusivos ( D > 0.0001),
después de ciertos valores de r (alrededor de r & .31}, &k
pulso se vuelve inestable y empieza a oscilar ligeramente
alrededor del punto de transicién. Para r > .31, el pulso se
comporta y absorbe como lo predice el TA sin difusién. Esto
significa que la parte central se propaga normalmente y que el
resto del pulso de absorbe, con 1la aparicién de "alas"
alrededor del punto central, originando que el pulso se cuadre,
a partir de r > .31, esto es algo experimentalmente reportado
[Fill, 1984] y tedricamente explicado en base a un simple
modelo fenomenolégico, si bien en este modelo no se han
considerado efectos coherentes[Aboites, 1988]. En medios
altamente difusivos, tales oscilaciones se hacen significativas
y las trayectorias de inestabilidad siguen direcciones no

prestablecidas.
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De esta manera se ha demostrado la viabilidad del método
propuesto para resolver las ecuaciones de Maxwell-Bloch,
introduciendo perturbaciones en el TA, 1lo gque abre la
posibilidad de aplicacién del método en problemas donde atomos

dopantes presentan difusién espacial.

Una aplicacién del TA se obtiene de la equivalecia de a =
a(r), esto implica que diferentes partes del pulso sufren
distintos retardos temporales, lo gque causa un rompimiento
temporal del pulso, lo que dificulta la compresidén de pulsos en

medios difusores.
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m

Figura 4.1.- Diagrama del método propuesto pa
las ecuaciones de Maxwell-Bloch con difusién. Se ha agregado el
TA a las ecuaciones base y la difusién se ha agregado como un

P(z,t)

término perturbativo.
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Figura 4.3.- En (a) se muestra la funcién de modulacidén para

pulsos con 6 = .9m Yy en (b) para pulsos con 6 = 1l.1lm, para
varios radios. El coeficiente de difusién es D = .0001.
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Figura 4.4.- Igual que antes, en (a) se muestra A(r,z) para
pulsos con 6 = .9m Yy en (b) para pulsos con 6 = 1.1n, en el
centro del perfil radial y a la entrada del medio. El
coeficiente de difusién es D = .01l. Notese que las curvas de la

Fig.4.3, son idénticas, sb6lo estan escaladas por el coeficiente
de difusién, como puede verse de la Ec.(4.13).
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Figura 4.5.- Teorema del é&rea sin difusién (a) y Teorema del
Area con difusién (en r = 0) en funcién del coeficiente de

difusién. Nétese que ambas curvas coinciden, excepto D = 0.01.
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Figura 4.6.- Teorema del Area en funcién del coeficiente de
difusién para un r ( = .2) fijo. En este caso, se pierde 1la
simetria del TA original y se da una modificacién del punto de

estabilidad.
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Figura 4.7.- Teorema del Area en funcién de r para D fijo.
En esta grafica se observa una asimetria del TA debido a una
modificacién de los puntos de estabilidad, debido tanto a la

posicién en el perfil como del coeficiente de difusidén. D =
0.0001.
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Figura 4.8.- Igual gque en la Fig.4.7 se presenta el Teorema del
Area en funcién de r para D fijo. En esta grdfica se observa
una asimetria del TA debido a una modificacién mas notable de

los puntos de estabilidad. D = 0.001.
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Figura 4.9.- Area del pulso en funcién del radio, para aquellos
radios tales que, el pulso en r = 0 y a la entrada del medio,
se acerca al punto de transicién. Obsérvese el comportamiento
monétono del &rea del pulso alrededor del punto de transicién.

D = 0.0001.
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Figura 4.10.- Area del pulso en funcién del radio, para
aquellos radios tales que el pulso enr = 0 y a la entrada del
medio, se acerca al punto de transicién. Obsérvese las pequefias

oscilaciones del pulso. D = 0.001.
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CAPITULO IV

EFECTO DE LA DIFUSION EN LA PROPAGACION RESONANTE DE PULSOS

4,1.- INTRODUCCION.

Resolver las ecuaciones de Bloch en condiciones generales
y sin aproximaciones es practicamente imposible como hemos
detallado en el capitulo anterior. E1 método de solucidén de las
ecuaciones de Bloch con difusién para resonancia magnética no
considera la riqueza de fenémenos que hemos analizado en el
capitulo anterior en la propagacién de pulsos ©6pticos. Esto
resulta de la consideracién implicita de linealidad en la forma
del dipolo presupuesto como solucién en el caso magnético, pero
que sin embargo, resultaria inadecuada en el régimen &ptico
donde las distancias de propagacién son extremadamente largas.

La base de la solucidn presentada por Slichter [Slichter, 1980]
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esta basada en la suposicién de que el dipolo magnético ¢ en

la presencia de difusién esta dada por

o, = A(t) ettt (4.1)
donde A(t) es la solucién perturbativa de las ecuaciones de
Bloch con difusién. De nuestra discusién anterior podemos

reconocer claramente dos aproximaciones:

a).- Se esta suponiendo que el dipolo se encuentra en el
dominio lineal, i. e. ~ elwt, sin ninguna dependencia de

la amplitud del pulso.

b) .- La descripcién de la propagacién del pulso corresponde al
orden mAs basico de las ecuaciones de onda, i.e. una onda
plana, implicando una jerarquizacién en la solucién de las
ecuaciones acopladas Maxwell-Bloch.

La primera suposicién no considera la estrecha é
inseparable simbiosis entre 1la duracién del pulso y su
intensidad, caracteristica de 1los problemas no lineales
resonantes, y que se encuentra plasmada en el teorema del area.
La segunda suposicién constituye una metodologia practica que
no esta restringida por la primera y que es adecuada para

aquellos procesos en los que la difusién es un proceso
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perturbativo. Sin embargo, y como es frecuente en procesos de
evolucién dinédmica, su efecto en la evolucién a tiempos

largos, o distancias, es significativo.

Suponer que es posible resolver en forma integral y al
mismo nivel las ecuaciones de Maxwell y Bloch esta mas alla de
cualquier expectativa real actual, y por otra parte de dudable
importancia. En este capitulo se supone un método para resolver
las ecuaciones de Bloch con difusién, en su régimen no lineal,
acopladas a las ecuaciones de Maxwell para describir la
propagacién del pulso. Esquemdticamente esto corresponde a
proponer gue la solucién tenga la forma,

o = P(e) ¢V (4.2)

donde P(t) es la solucién al sistema de ecuaciones Maxwell
Bloch acoplado. Suponer que la aproximacién para P(t), sin

ninguna condicién adicional, tiene la forma,

P(t) ~ A(t) p(t) (4.3)
donde p(t) es la solucién de las ecuaciones de Bloch, sin
embargo abandoria el acoplamiento y los efectos no lineales

sobre el perfil transversal del pulso. De agqui que propongamos

resolver en forma perturbativa pero integral este sistema y
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hacerlo por otra técnica que la gque agqui proponemos implica
varias y complejas metodologias cuya exploracién por si mismas

estan mas allid de los objetivos de esta tesis.

4.2.- DESCRIPCION DEL METODO

En este trabajo se propone un método para resolver las
ecuaciones de Bloch-Maxwell con difusién mediante una técnica
perturbativa que mantiene estrechamente relacionada la duracién
e intensidad del pulso, al sustentarse en el teorema del &rea y
sus modificaciones por difusién para integrar en este nuevo
proceso los efectos transversales. Como resultado, se obtiene
en forma inmediata informacién de interés practico sobre 1la
distribucién transversal del TA y la modulacién de la energla y
la polarizacién. Las caracteristicas de transportabilidad de
este método a otros muchos problemas donde atomos dopantes con
difusién tienen especial importancia requieren de un mejor
anadlisis, sin embargo la sencillez de usar técnicas
perturbativas sobre el teorema del areai le da una gran
potencialidad a este método como ya ha sido remarcado [N.
Bloembergen, 1991] En la fig.4.1 se muestra esguemdticamente el

método.
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4,3,~- EFECTOS TRANSVERSALES EN EL TEOREMA DEL AREA.

Las ecuaciones de Bloch permiten explicar una gran
variedad de fenémenos cuanticos sumamente interesantes, tales
como nutacioén éptica, eco de fotones, transparencia
auto-inducida y conjugacién de fase entre otros. En todos estos
efectos se ha supuesto que el campo eléctrico esta formado de
ondas planas. En condiciones mas reales, se trabaja en la
regién paraxial del haz, como una aproximacién a ondas planas,
sin embargo, cuando el haz se deja pasar completo surgen varios
fenémenos que dependen de la naturaleza transversal del campo,
como autoenfocamiento, desenfocamiento y autoatrapamiento en

medios resonantes [McCall y Hahn, 1969, Grischkowsky, 1970].

McCall y Hahn fueron los primeros en estudiar los efectos
del perfil radial en la propagacién de pulsos resonantes
manifestada a través del TA, también explicaron los efectos de
auto-atrapamiento y auto-enfocamiento en medios resonantes como
resultado de tal dependencia [McCall y Hahn, 1969]. McCall y
Hahn encontraron que el TA se modifica dependiendo de la forma
del pulso, en particular, para perfiles Gaussianos el TA se

escribe como

E‘E"—'a—-—"é—""—-sae, (4-4)
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donde o es un factor de pérdidas y o es el coeficiente de
absorcién. Si bien, la difusién no es un fendémeno de pérdidas,
en un punto fijo del pulso, puede verse como tal, por lo que la
Ec.(4.4) predice un decaimiento exponencial en el area del
pulso en presencia de difusién, si bien hasta el momento no
existe ninguna evidencia experimental de tal afirmacidén. Esta
expresién se dedujo promediando el valor del dipolo en todo el
perfil, por 1lo que la expresién resultante no depende
explicitamente de r. En el caso de &rea pequefias, el pulso es
absorbido a una razén que depende del tipo de pérdidas del
medio. Para Areas mas grandes, el punto de estabilidad cambia,
dependiendo de la razén de pérdidas o/a, siendo menor cuando
o/oa crece, y originando que un pulso .9n se absorba méas

rapidamente, en consecuencia, se genera una asimetria en el TA.

Nuestro interés se centra en los efectos transversales de
la propagacién resonante de pulsos, pero como resultado de la
difusién, fenémeno inherentemente radial. El1 modelo que .
seguimos para describir 1la difusién es el propuesto por
Wherrett [Wherrett, 1983). Dicho modelo propone difusién en la
inversién de poblacién, es decir, variaciones espaciales en la
inversién de poblacién, y no en el dipolo como lo propuso
Torrey [Torrey, 1954], ya gque en el caso Optico es mas
importante la inversién de poblacidén que el dipolo magnético,

contrastando en este punto con el modelo de difusién propuesto
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por Torrey.

4.4,- SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE BLOCH CON DIFUSION.

Antes de empezar a resolver las ecuaciones de Bloch
empezaremos definiendo nuestro sistema de coordenadas. La
seleccién de coordenadas cilindricas es natural, ya que la
mayoria de los laseres trabajan en el modo TE , cuya
distribucién de intensidad radial presenta simetria azimutal.
En particular, nuestros resultados numéricos se presentaran

para perfiles transversales Gaussianos.

Supondremos que la dependencia radial del campo estara
dada por una funcién R(r) que no presenta cambios bruscos y
que el campo esta dado por,

& (r,z,t) = R(r)€(z,t) (4.5)

donde E(z,t) es la envolvente del campo dada por la Ec.(3.24).

De acuerdo a la definicién del &rea del pulso, Ec.(3.9), f
la forma del campo, se encuentra que el &rea @(r,z), soélo
estarad escalada por el perfil transversal del campo

8(r,z) = R(r)e(z), (4.6)
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donde @ esta dado por la Ec.(3.11). Esto significa que el TA es
vdlido en cada punto del perfil radial (Vease la Fig. 4.2), lo
gque nos permite wusar la Ec.(4.6) como argumento en las

ecuaciones de Bloch sin difusién. Nétese que en el centro del

perfil, se recuperan las Ec.(3.7)-(3.8). Por otro lado,
definiendo @ = w + 1iv y sumando 1las Ec.(3.7)-(3.8) se
encuentra,

%% = —if g Vw )q (4.7)
donde q = g(r,z,t) y Q es la frecuencia de Rabi, cuya

dependencia radial se da través del campo. Esta ecuacién
constituye el punto clave de este trabajo, ya que contiene la
informacidén sobre 1la variacién espacial y temporal de la
inversién de poblacién, la cual se resolverd siguiendo el
método planteado en la seccién 4.2. La solucién a la ecuacidn
Ec.(4.7) sdélo puede hallarse numéricamente, sin embargo,
mediante técnicas perturbativas es posible eneontrar soluciones
analiticas en base a soluciones analiticas sin difusién, siendo

esto la base del método que presentamos.

Para resolver la Ec.(4.7), nos colocaremos en el frente de
un pulso viajero, donde existe una equivalencia

espacio-temporal, es decir, 1la distancia de propagacién es
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equivalente al tiempo de propagacién, z = Vt, donde V es la
velocidad del frente del pulso en el medio en esa posicién

radial. Asi, integrando la Ec.(4.7) desde el tiempo t, al cual

asignaremos arbitrariamente como nuestro origen, hasta un
tiempo t, resulta en una representacién formal del dipolo de la

forma

q(r,t) = q(0)A(r,t)exp(-i(6(t) - s6(r,t))) (4.8)

donde q(0) es el valor de g en t = 0, 8 es el &rea dada por la

Ec.(3.11), y

2
A(t) = exp( D J YT Y gtr) (4.9)
s lql
vV 2w
se(t) =D Y at’. (4.10)
, lal

Si expandemos la Ec.(4.5) y separamos en parte real y
parte imaginaria, obtenemos un par de ecuaciones similares a

las Ecs.(3-7) y (3.8), esto es,

w = q(0)A(t)cos( 6 - 38(t) ) (4.11)
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v = q(0)A(t)sen( 68 - 86(t) ), (4.12)

inmediatamente, podemos darnos cuenta que el efecto de la
difusién se presenta como un efecto modulador en las Ec.(3.7) ¥y
(3.8) y no como un simple producto de soluciones no
perturbadas. Estos resultados apuntan al resultado mas
importante que se obtiene por este método: una modificacién al
TA de McCall y Hahn con todas sus implicaciones, es decir, una
alteracién transversal de la dindmica atémica que gobierna la
evolucién del pulso mismo. Notemos que si el pulso es muy débil
(6 « m ), A(t) corresponde a la solucién de la amplitud de

difusién obtenidad por Slichter.

Las condiciones iniciales en las Ecs.(4.11)-(4.12) permiten
determinar g(0). En la entrada del material (t = 0), se cumple
que A(t) = 1 y 88 = 0, entonces comparando las Ec.(4.11) y

(4.12) con las Ec.(3.7) y (3.8), se concluye gue gq(0) = =1.

Por otro lado, la solucién de las Ec.(4.9) y (4.10), no
son muy complicadas de obtener, pero si muy tediosas debido a
los largos célculos algebraicos - para mds detalles vease el
apéndice A - involucrados. Por conveniencia, en esta seccién
Gnicamente presentaremos las soluciones de las Ecs.(4.9) vy
(4.10). Por comodidad, empecemos con la solucién de 1la

Ec.(4.9), que nos proporciona la variacién de la amplitud del
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dipolo debida a la difusién;

A(r,z) = exp[—D {g1 arctan(y) + g, ___X_E + 9 KRR £

1 +y 7 L
Y x 1
_g +g -
4 (1+yz)3 51+y2 6 (1+y2)2
z
*97“‘—1—2—5}] {4283
(L & §7) 0
donde y = tan( R(r)%eo )e’af/z. Las funciones g, Gnicamente
dependen del radio y del &rea pulso inicial , las cuales estan
dadas por las Ecs. (A.28) - (A.35).

La forma de 1la Ec.(4.13) es bastante compleja; sin
embargo, para varias distancias de absorcién, fGnicamente
sobrevive el primer término de la Ec.(4.13), es decir, el
argumento de la Ec.(4.13) queda determinada por una funcién muy
similar al teorema del &rea en el estado estacionario, en
consecuencia A depende de las condiciones de un punto de
estable, dependiente del radio y del coeficiente de difusidén, y
gque discutiremos a continuacién. Cuando hagamos referencia a
los valores del coeficiente de difusién, diremos que un medio
de baja difusién serdan aquellos donde los A&tomos presentan poca
movilidad (el caso limite D » 0, corresponde a sdlidos a bajas

temperaturas), mientras que medios de alta difusién seran’
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aquellos donde los atomos presentan alta movilidad
(equivalentemente, el caso D »* w., corresponde a gases a baja

presién) .

En la Fig.4.3 se muestra el comportamiento de la Ec.(4.13)
para varios valores del radio con pulsos de area inicial .9m y
1.1m en el centro del perfil (en este caso de un perfil
Gaussiano) para medios de baja difusién (D =0.0001). Notese que
en ambos casos A(r,z) alcanza un valor estacionario alrededor
de az = 1, siendo menor esta distancia, cuanto mayor se este
alejado del centro del perfil. Noétese ademas, qﬁe las
variaciones en A(r,z) son muy pequefias, una buena aproximacidén
en este caso, es tomar A(r,z) constante, reduciendo el efecto
de la difusién a una modificacién del TA. Sin embargo, para
sistemas mas difusores, el efecto modulador de la Ec.(4.13) se
hace mé&s patente como puede verse en la Fig.4.4, gue sin
embargo, exhibe un comportamiento idéntico al de la Fig.4.3,
como puede verse de la Ec.(4.13), fGnicamente escalado en D.
Esto significa que los Atomos excitados se redistribuyen méas
rdpidamente, en consecuencia 1la inversién de poblacién vy
dipolos encontrados por el pulso serdn menores que W, conforme_
el pulso se propaga. En el caso limite, cuando D » =, A =+ 0, é
por lo tanto el pulso, es absorbido. Obsérvese que en el centro
del perfil, el pulso sufre una brusca modulacién cerca de la

cara de entrada, mientras que para radios mayores que cero, el
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efecto modulador de la difusién disminuye, estabilizandose para
distancias de propagacién menores que 1, con un valor minimo
para A(r,z) en r = .3. En el limite, cuando r » o, A ~» 1, es
decir, no existe modulacién en A(r,z) para puntos muy alejados
del centro del perfil del pulso , como es de esperarse para
pulsos débiles. Nbétese que existe una diferencia entre las
curvas de la Fig.4.3, pués mientras que la Fig.4.3a, tiene un
minimo y un maximo absoluto, la Fig.4.3b, tiene un minimo y un
maximo local, ademd&s de un minimo absoluto. Puesto que A esta
asociada con la amplitud del pulso, pulsos con 6 = .97,
presentardn un hueco alrededor del centro perfil, mientras que
pulsos con 6 = 1l.1m, presentardn un pico alrededor de 1a:misma
regién, que para medios con coeficiente de difusidén pequefio no
seran apreciables. Sin embargo, como se muestra en la Fig.4.4,
el pulso se dispersa y puede llegar a romperse después de unas

pocas distancias de propagacién (az =~ 1 - 2).
En el caso de la Ec.(4.10), su solucién corresponde a
las modificaciones del &area del pulso y esta dada por, (vease

Apéndice A)

86 = D{— paarctan (3 P, —Y—2

1 +y
y y 1 1
pz _pa +p 2+p6 2,2
(1 + y)° (1 +y9)° 104 3 B R
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l z
B A el L (4.14)
P, (1 + Ya)a }o

donde y esta dada igual que en (4.13) y las funciones p, son
similares a las funciones 9y las cuales estan dadas por las
Ecs.(A.19)- (A.25). Usando el argumento de la Ec.(3.8) o (3.9),
se encuentra que el teorema del &rea modificado por difusién

esta dado por,

@ = 2(1 - x )arctan ) *+ Dp.R 25 #.D El.___X__
" 2 Py (y P 3 8

g
y 1 1
+p —Y _-p —Y¥ _4+p —=_+p ————
2 (1 + yz)z 3 (1 + y2)3 S 44 yz 6 (1 + yz)z
z
g bl L (4.15)
7 2,2
(1L = yo) 0 :

Nétese que, esta expresién es bastante compleja también, sin
embargo, su comportamiento es muy similar al caso anterior. Por
ejemplo, para ' varias distancias de absorcién, Gnicamente
sobreviven los dos primeros términos de la derecha de 1la
Ec.(4.15) y la Ec.(4.15), en este caso toma una forma muy

parecida al TA sin difusién en el estado estacionario.

A diferencia de la amplitud dipolar A, el &rea de un pulso
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es posiblemente el parametro mads importante de la din&mica de
la propagacién no lineal coherente, por lo que le daremos un
cuidadoso analisis. Los conceptos méas importantes de
estabilidad y sus trayectorias que surgen del teorema del area
son tres, todos ellos estrechamente relacionados. De acuerdo
con esto, existen &reas estables que corresponden a pulsos de
&rea nula o absorcién, o bien pulsos de area estable que bien
pueden conducirnos a la existencia de pulsos estables; areas de
inestabilidad donde se definen las trayectorias de estabilidad
y finalmente las trayectorias que unen &reas inestables vy
estables en forma simétrica y que corresponden a la propagacién
misma. Esperamos que esto tenga una dependencia transversal
como funcién del coeficiente de difusidén, por 1lo que.en un
pulso de A&rea grande podemos, a través de su perfil, recorrer
todos los posible casos del teorema del &rea sin difusién, que

en el caso lineal corresponderia a valores 0 y 2m.

Primero analizaremos los puntos de estabilidad y sus
trayectorias en forma grafica, ya que como nos demuestra la
experiencia préactica, es la forma mas Gtil de visualizar el TA.
Los resultados se mostrardn en el siguiente orden: se
presentard el TA con difusidén para radios pequefios y areas
grandes con el fin de comparar los resultados con el TA sin

difusién de McCall y Hahn, y posteriormente para radios més

grandes, donde eventualmente se alcanza un punto de transicién,
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i el Area inicial del pulso es mayor que T.

En la Fig.4.5 se muestra el TA (en r = 0) como funcidén de
la difusién y se compara con el TA original sin difusidn.
Observese la similitud entre ambas curvas. En particular, en la
Fig.4.5 se muestra que el TA con difusién coincide con el TA
original para un amplio intervalo de D. En particular para D =
0.1 ambas curvas (con y sin difusién) difieren muy poco.Notese
gue en el centro del perfil, el TA con difusién grande, tiene
la misma forma que el TA original, modificandose ligeramente el
punto de estabilidad, pero conservando su simétria,
reproduciendo el TA sin difusién en el centro del perfil. Sin
embargo, fuera del centro del perfil, para un r £ijo {r = 2},
se observa una clara modificacién de los puntos de estabilidad
y una pérdida de la simetria del TA, como se muestra en la
Fig.4.6. Obsérvese que el punto de estabilidad es menor que 2mw,
conforme D crece, pero el TA conserva su forma, pero no su
simetria, en concordancia con los resultados de McCall y Hahn.
Sin embargo, para pulsos con &area inicial menor que T, el
efecto de la difusién no es apreciable, ya que el pulso se
absorbe préacticamente a la misma razdén con difusién que sin
difusién, como puede observarse en la parte inferior de L4

Fig.4:.6.
En la Fig.4.7, se muestra graficamente la Ec.(4.15), para
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dreas grandes en sistemas de baja difusién (D = 0.0001) Yy
radios pequefios, en la que ya se muestra una sensitiva, aunque
aGn no drastica variacién con respecto al TA sin difusién. En
la misma figura se muestran varios curvas del Area alrededor de
m, para valores pequefios de r, pero no significativamente
cercanas al punto de inestabilidad. La simetria del teorema del
Area sin difusién se pierde en este caso, sin embargo no es muy
diferente del TA original, contrariamente a lo que pasa en la
Fig.4.8, donde se ha aumentado el coeficiente de difusidén y
donde la modificacién del punto de estabilidad es mas notoria,
ya que este, se modifica también en funcién de r. Se observa
gue conforme r aumenta, un pulso con drea .om (en r = 0) se
absorbe mis rapidamente, mientras que un pulso de area 1.1m (en
r = 0) necesita una mayor distancia propagacién para
amplificarse y alcanzar su punto de estabillidad. Debemos notar
aqui, que existe una dependencia radial en el a&rea de
estabilidad, siendo menor conforme aumenta r. Esto indica

claramente que durante la propagacidén, el Area del pulso

adquiere un perfil estable, no constante, como funcion de r.

Por otro lado, pulsos con &area menof que m, se absorben
pradcticamente a la misma razén con difusidén que sin ella, como
se muestra en las Fig.4.7 y 4.8.. Esta es una importante
diferencia que junto con la Fig. 4.6, enfatiza las cuidadosas -

diferencias gque se deben hacer en los tratamientos
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perturbativos para pulsos de &reas grandes Yy pequefias en otros
problemas donde se espera difusidén durante la propagacién.
Claramente esto apunta a un reandlisis del tratamiento

promediado de McCall y Hahn [1969].

El comportamiento del A&rea dada por la Ec.(4.13) en
funcién del radio, sugiere un desplazamiento de 1la parte
inferior al punto de inestabilidad hacia la izquierda y la
parte superior a la derecha. Mostrando gran sensibilidad a
cambios en r, en el caso de pulsos de &rea mayor que T, aln
para medios con baja difusién, mientras que en el caso de
pulsos menores que m (en r = 0), conservan su forma para todo
r, Gnicamente se desplazan a la entrada del medio, de acuerdo
al perfil radial, como puede verse en la parte inferior de la
Fig.4.7- 4.8. Comparando nuestros resultados con los obtenidos
por McCall y Hahn (Ec.(4.3)), observamos una gran similtud. A
diferencia de MccCall y Hahn obtenemos un TA en funcién del
radio y obtenemos una modificacién del punto de estabilidad, en
funcién tanto de D como de r. Esta Gltima dependencia, es
equivalente en nuestro caso a tener un coeficiente de absorcién
dependiente del radio. En cierta manera, esto es equivalente a

modificar la razdén de pérdidas o/a de McCall y Hahn.

La Fig.4.9 - 4.10, presentamos un caso andlogo al de la

Fig. 4.7, para radios mayores, tales que permitan analizar el
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punto de transicién m, radialmente alcanzado. Para pulsos de
4rea menor a m, observamos el esperado comportamiento de
absorcién con escasa influencia de 1la difusidén en ambas
figuras. Sin embargo, observamos que cuando un pulso 1.17n (en
r = 0) tiende hacia mn radialmente, se espera dque nos
aproximemos a un punto de transicidén o de inestabilidad, en los
que habra de especificar su comportamiento. En la Fig.4.9 (D =
0.0001), se observa un transicién mondétona, para r en
[.28,.31]. Observese que para r = .28, la ganancia en la
energia del pulso es pequefia hasta az ~ 5, después adquiere una
ganancia lineal y finalmente cerca de oz = 10 el pulso alcanza
su punto de estabilidad; esta misma situacién se presenté en ;a
Fig.4.10. Sin embargo, en este figura, se observa que para r =
.31 el &rea pulso cruza el punto de inestabilidad m en az = 5.7
y después se amplifica ligeramente. Asi, en la presencia de
difusién, el pulso se vuelve cuasi estable y no mondtono, sin
apuntar a puntos de estabilidad preestablecidos. Esta
cuasiestabilidad es un resultado poco usual no considerado
previamente. Al aumentar r a .33, el pulso adquiere un area
ligeramente menor que m, y por lo tanto se absorbe, después de

este punto en la forma esperada.

El TA muestra inestabilidades mas pronunciadas si el
coeficiente de difusidn es mayor, como era de esperarse ya que

tales perturbaciones se hacen mas significativas. Sin embargo,
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igual que antes el TA se recupera para r pequefios dentro de
[0,28], aun para un rango grandes de valores del coeficiente de

difusién, como se mostrdé en la Fig.4.6.

En resumen, el pulso se comporta como el TA original s6lo
en el caso de radios pequefios, r € [0,25] y un amplio rango de
valores del coeficiente de difusién. Sin embargo, para r fuera
de este intervalo, en medios con coeficiente de difusién
menores que 0.0001, pulsos con € = 1.1n (en r,z = 0), cruzan el
punto de inestabilidad monétonamente, mientras que pulsos con
la misma area inicial, en medios mas difusivos ( D > 0.0001),
después de ciertos valores de r (alrededor de r & .31}, &k
pulso se vuelve inestable y empieza a oscilar ligeramente
alrededor del punto de transicién. Para r > .31, el pulso se
comporta y absorbe como lo predice el TA sin difusién. Esto
significa que la parte central se propaga normalmente y que el
resto del pulso de absorbe, con 1la aparicién de "alas"
alrededor del punto central, originando que el pulso se cuadre,
a partir de r > .31, esto es algo experimentalmente reportado
[Fill, 1984] y tedricamente explicado en base a un simple
modelo fenomenolégico, si bien en este modelo no se han
considerado efectos coherentes[Aboites, 1988]. En medios
altamente difusivos, tales oscilaciones se hacen significativas
y las trayectorias de inestabilidad siguen direcciones no

prestablecidas.
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De esta manera se ha demostrado la viabilidad del método
propuesto para resolver las ecuaciones de Maxwell-Bloch,
introduciendo perturbaciones en el TA, 1lo gque abre la
posibilidad de aplicacién del método en problemas donde atomos

dopantes presentan difusién espacial.

Una aplicacién del TA se obtiene de la equivalecia de a =
a(r), esto implica que diferentes partes del pulso sufren
distintos retardos temporales, lo gque causa un rompimiento
temporal del pulso, lo que dificulta la compresidén de pulsos en

medios difusores.

65



L - [H’ p]ij + DV2p;

Teorema del Area

P(Aw, z, t) = Np;(Aw, z, t) + c.c.

P(z,0) o [P(Aw, z, Dg(Aw)d(Aw)

m

P(z,t)

Figura 4.1.- Diagrama del método propuesto para la solucidén de
las ecuaciones de Maxwell-Bloch con difusién. Se ha agregado el
TA a las ecuaciones base y la difusién se ha agregado como un
término perturbativo.
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Figura 4.3.- En (a) se muestra la funcién de modulacidén para

pulsos con 6 = .9m Yy en (b) para pulsos con 6 = 1l.1lm, para
varios radios. El coeficiente de difusién es D = .0001.
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Figura 4.4.- Igual que antes, en (a) se muestra A(r,z) para
pulsos con 6 = .9m Yy en (b) para pulsos con 6 = 1.1n, en el
centro del perfil radial y a la entrada del medio. El
coeficiente de difusién es D = .01l. Notese que las curvas de la

Fig.4.3, son idénticas, sb6lo estan escaladas por el coeficiente
de difusién, como puede verse de la Ec.(4.13).
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Figura 4.5.- Teorema del é&rea sin difusién (a) y Teorema del
Area con difusién (en r = 0) en funcién del coeficiente de

difusién. Nétese que ambas curvas coinciden, excepto D = 0.01.
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D=0.001,0.01
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Figura 4.6.- Teorema del Area en funcién del coeficiente de
= .,2) fijo. En este caso, se pierde la

difusién para un r ( =
simetria del TA original y se da una modificacién del punto de

estabilidad.
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Figura 4.7.- Teorema del Area en funcién de r para D fijo.
En esta grafica se observa una asimetria del TA debido a una
modificacién de los puntos de estabilidad, debido tanto a la

posicién en el perfil como del coeficiente de difusidén. D =
0.0001.
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Figura 4.8.- Igual gque en la Fig.4.7 se presenta el Teorema del
Area en funcién de r para D fijo. En esta grdfica se observa
una asimetria del TA debido a una modificacién mas notable de

los puntos de estabilidad. D = 0.001.
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r=2
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Figura 4.9.- Area del pulso en funcién del radio, para aquellos
radios tales que, el pulso en r = 0 y a la entrada del medio,
se acerca al punto de transicién. Obsérvese el comportamiento
monétono del &rea del pulso alrededor del punto de transicién.

D = 0.0001.

74



e(r,z)

Area del pulso,

10

0 Distancia de propagacién ( az )

Figura 4.10.- Area del pulso en funcién del radio, para
aquellos radios tales que el pulso enr = 0 y a la entrada del
medio, se acerca al punto de transicién. Obsérvese las pequefias

oscilaciones del pulso. D = 0.001.
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