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Prologo

El desarrollo de numerosos métodos para medir la forma de la cornea, asi como € gran
nimero de patentes sobre topdgrafos corneales a nivel internacional, dan una idea de la
importancia que tiene en optometria y oftalmologia e conocimiento de la forma de la
cornea. Lo anterior se debe a que la cornea es el elemento refractor del ojo que mas
contribuye al enfoque de laluz, por 1o que algunos procedimientos para corregir defectos de
refraccion como miopia, hipermetropia o astigmatismo, se realizan directamente sobre la
superficie anterior de la cornea; por e emplo, € uso de lentes de contacto o cirugia laser. A
pesar de la gran oferta para implementar topografos corneales cada vez méas precisos, son
muy pocos los que se usan en la préctica, debido a la complegjidad de los sistemas y a los
costos. El topografo més simple, e mas empleado en la actuaidad y también € maés
antiguo, es e sistema de anillos de Placido; este topografo da informacion de laforma de la
coérnea sdlo en la direccion radial. Otro sistema que esta en uso, € ORBSCAN |l (una
modificacion de la lampara de rendija), mide la forma de las superficies anterior y posterior
de la cérnea; una de sus desventgjas es su ato costo. Otros sistemas proyectan franjas sobre
la superficie anterior de la cornea. Estos sistemas no son muy utilizados en la préctica, ya
gue requieren modificar la naturaleza especular de la superficie anterior de la cornea para
obtener una superficie difusora; la aplicacion de gotas de una sustancia fluorescente

(Fluoresceina) permite obtener este efecto.

La determinacion de la forma de la cdrnea depende basicamente de dos hechos: @) la
exactitud con que se puede medir laforma de la cdrneay (b) la interpretacion que se hace de
estos resultados, en particular, € uso de los mapas de curvatura. En lugar de utilizar mapas
con zonas de igual atura para describir 1a forma de la cornea, los optometras y oftalmélogos
han introducido mapas de curvatura o potencia refractora, que les permite tener una mejor
visualizacion de los cambios en la forma de la cornea. De hecho, algunos de los topografos
corneales, como €l sistema de anillos de Placido, no miden en realidad la elevacion (sagita)
de la superficie, sino la pendiente de la superficie y de ahi se deduce la curvatura de la
superficie. En la préctica, la descripcion de la forma de la cornea se hace en términos del
aplanamiento de la superficie; una region de una superficie con curvaturas relativamente
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pegueiias, se dice que es una region gque esta mas aplanada con respecto a otras regiones de

la superficie con curvaturas més grandes.

En la literatura se encuentra de manera muy dispersa la descripcion de los principios
Opticos de algunos de los métodos para medir la topografia de la cornea. Por otra parte, poco
se discute sobre la validez de los mapas de curvatura axial, algo que debe ser revisado, pues
la mayor parte de los diagndsticos clinicos se hacen con base en la informacién obtenida de
estos mapas. Como se mostrara mas adelante, el concepto de curvatura axial conduce a
interpretaciones erradas sobre la forma de la cornea. Dos de los objetivos de esta tesis son:
(2) hacer una breve revision de los principios Opticos de algunos de los métodos propuestos
en la literatura cientifica para medir la topografia de la cornea (capitulo 1) y (2) presentar
una descripcion detallada en términos de la geometria diferencial de la representacion de la
forma de la cornea segun los de mapas de curvatura (capitulo 2); en este capitulo se muestra
por que € mapa de curvatura axia conduce a interpretaciones erradas de la forma de la

cornea.

El tercer objetivo de estatesis, € mas relevante, es presentar el disefio y construccion de
un topografo corneal basado en una prueba modificada de Hartmann, que se denominara
TCH (Topdgrafo Corneal tipo Hartmann). Con este topdgrafo se miden directamente las
curvaturas principales de la superficie de la cornea y la elevacion. El TCH, asi como €
sistema de anillos de Placido, tiene la ventgja de ser un sistema sencillo y ademas, permite
medir la curvatura no sblo en la direccion radial, sino en cualquier otra direccién, lo cual
congtituye una informacion mas completa de la forma de la cérnea. En € capitulo 3 se
describe la prueba modificada de Hartmann; la pantalla plana con agujeros de la prueba
tipica de Hartmann en espejos concavos es reemplazada por un elipsoide de revolucion, de
tal manera que su imagen virtual producida por un espejo convexo esférico de referencia sea
plana. También se calcula la posicién de los agujeros en e elipsoide para obtener en el
plano imagen un arreglo cuadriculado de puntos. Cuando se reemplaza € espejo esférico de
referencia por una superficie reflectora de prueba (cornea rea), e arreglo cuadriculado de
puntos se distorsiona, y de esta distorsion, es posible determinar la forma de la superficie.
En e capitulo 4 se describe la construccidén de un prototipo del TCH, en particular se
describe la construccion del eipsoide con los agujeros, € sistema de iluminacion y el

sistema éptico formador de imagen.
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En e capitulo 5 se andlizan agunas imagenes obtenidas con € TCH de algunas
superficies convexas de prueba. Las superficies de prueba son: una superficie esférica
fabricada en vidrio BK7; una lente de contacto pléstica (polymetilmetacrilato) con forma
toroidal en su cara convexa; y dos corneas. El andlisis se hace principalmente en términos
de los mapas de curvatura presentados en €l capitulo 2, pero también se presentan |os mapas
de elevacion o sagita correspondientes. Los resultados obtenidos con € TCH para la lente de
contacto se comparan con los resultados obtenidos con un topdgrafo basado en los anillos de
Pacido.

Finamente, se presentan las conclusiones del trabajo realizado en esta tesis de
doctorado y se discute la poshbilidad de implementar este sistema en optometria y

oftalmologia.

Y obani Mgjia Barbosa
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1. Topégrafos Corneales 1

1.  Topografoscorneales

El 0jo humano es un sistema biolégico-éptico que forma una imagen real en la superficie
concava de la retina. Anatdbmicamente, el globo ocular de un 0jo normal en un adulto es un
ovoide aproximadamente esférico de unos 23 mm de diametro. La luz entra a ojo primero
por la cornea, un tejido transparente que sobresale del globo (figura 1.1). El indice de
refraccion promedio de la cornea es n. = 1.376. La cdrnea tiene la forma de un menisco
convexo-concavo; la superficie anterior tiene un radio medio de 7.8 mm, la superficie
posterior un radio medio de 6.5 mm y la separacion entre sus vértices igual a 0.6 mm,
aproximadamente. El efecto Optico que produce es el de una lente positiva, debido a que €
medio externo en contacto con la superficie anterior de la cornea es €l aire (N, = 1.0000),
mientras que & medio interno en contacto con la superficie posterior de la cérnea es €
humor acuoso (nha = 1.336). La cornea contribuye con cerca de 2/3 de la refraccion de los
rayos luminosos. Inmediatamente detrés de la cornea, esté la camara anterior que contiene al

humor acuoso. Luego se encuentra e iris, que controlala cantidad de luz que entra a ojo.

Ejevisud
Ejeoptico

Punto
ciego

Figura 1.1. Esquema simplificado del ojo humano.

Detras del iris esta la lente del cristalino, con forma de lente biconvexa de 9 mm de
diametro y 4 mm de espesor, aproximadamente. El indice de refraccion del cristalino varia

alrededor de 1.406 en € nucleo interior hasta aproximadamente 1.386 en las zonas externas,
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esto es, produce un efecto en la refraccion de los rayos similar a de un sistema GRIN. El
cristalino puede variar su forma para reaizar un enfoque fino, de modo que la luz que
provenga de cualquier objeto exterior sea enfocada en la superficie de la retina. Detrés del
cristalino hay otra cAmara con una sustancia transparente, denominada €l humor vitreo (Nhy
= 1.337). Findmente, la luz es enfocada en la retina, una superficie concava que contiene
dos clases de células foto-receptoras, 1os conos y los bastones. Una descripcion detallada
sobre la anatomia del ojo y su funcionamiento se puede consultar en las obras de Gullstrand
[1924], Le Grand [1980], Davson [1991], Smith [1997].

Como cualquier otro sistema Optico, la imagen formada por € ojo puede presentar
aberraciones opticas (Le Grand [1980], Smith [1997], Hecht [1998]); algunas de €ellas
debido a deficiencias en el proceso de acomodacion del cristalino y/o a deformaciones del
globo ocular o de la superficie anterior de la cornea, por gemplo, miopia, hipermetropia o
astigmatismo. Para corregir estas aberraciones se suele utilizar anteojos, lentes de contacto o
cirugia correctiva laser para modificar la forma de la superficie anterior de la cornea. Los
procedimientos correctivos que emplean lentes de contacto o cirugia, requieren por lo tanto

de un conocimiento previo de laforma de la superficie anterior de la cornea.

En la literatura cientifica se encuentran numerosos métodos épticos para medir la
topografia de la cdrnea. En este capitulo sdlo se mencionaran unos pocos métodos para dar
una idea de los diferentes enfoques gque se han utilizado para resolver este problema. En €
Apéndice 1 se da unalista de referencias y patentes adicionales a las dadas en este capitulo.

Algunos autores consideran la cérnea como un espego convexo, Otros como una
superficie difusora, para lo cual es necesario aplicar gotas de una sustancia fluorescente
(Fluoresceina) y a menos un método, utiliza € esparcimiento de la luz dentro de la cornea
(Mgjia [2001a]). Entre los métodos que usan la cdérnea como un espegio convexo estan:
anillos de Placido, interferémetro de Twyman-Green y deflectometria de moiré. Algunos de
los métodos que usan la cornea como una superficie difusora son: proyeccion de franjas de
moiré, raster-estereografia y perfilometria de Fourier. Un método que usa el esparcimiento
de luz dentro de la cornea emplea una modificacion de la lampara de rendija; la ventgja de
este método sobre los anteriores es que ademas de medir la forma de la superficie anterior
de la cOrnea, también puede medir simultaneamente la superficie posterior de la cornea. A

continuacion se describen brevemente cada uno de los métodos mencionados anteriormente.
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1.1. Topoégrafos basados en lareflexion especular

1.1.1. Anillosde Placido

El sistema basado en los anillos de Placido es uno de los métodos mas antiguos para medir
la topografia de la cérnea (Gullstrand [1924]) y e més usado en la actualidad debido a su
gran smplicidad. Este sistema consta de una serie de anillos concéntricos sobre una
pantalla. La distorsion de la imagen virtual de estos anillos producida por la cérnea permite
obtener informacién sobre la forma de la superficie anterior de la cérneal en direccién
radial. Con €l propdsito de obtener la imagen de todos los anillos en foco, se han propuesto
diversas formas de la pantalla que contiene a los anillos, por gemplo, hemisférica (Knoll
[1957]), cilindrica (Knoll [1961]) o cénica (Campbell [1997], OPTIKON 2000).

Anillos

Cornea Plano

Pantalla
conica

Figura 1.2. Topografo corneal basado en los anillos de Placido con pantala conica

Lafigura 1.2 muestra un diagrama de uno de los sistemas de Placido usado actualmente
por los optometras y oftalmélogos. El sistema Optico formador de imagen colecta los rayos
de luz emitidos por los anillos y que son reflgados en la cornea pasando por € punto nodal

del sistema. Los anillos sobre la superficie cénica se encuentran distribuidos de tal manera

"Enlo gue sigue del texto, cada vez que se mencione "latopografia o superficie delacornea," quedara
implicito que se estarefiriendo alaforma de la superficie anterior de la cornea.
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gue la imagen de estos anillos generada por un espejo esférico convexo de referencia sea
una distribucién uniforme de anillos, es decir, anillos concéntricos igualmente separados. La
figura 1.3 muestra la geometria bésica de este sistema; P es un punto de uno de los anillos
de donde emerge un rayo gue incide sobre € punto Q de la cérnea; N es el punto nodal
equivalente del sistema dptico formador de imagen; S es el punto imagen correspondiente a

P. Un plano meridional se define como un plano que contiene a ge optico (ge 2).

Plano
Meridional

Figura 1.3. Geometriadel sistema de anillos de Placido.

Si la cornea fuera una superficie con simetria de revolucion, € rayo incidente PQ vy el
rayo reflgiado que sigue e camino QNS serian rayos meridionales, pero en €l caso general,
la cornea no tiene simetria de revolucion, por 1o que € rayo incidente PQ puede ser un rayo
oblicuo (figura 1.3). De la geometria del sistema, se deduce que si se conoce la localizacion
del punto imagen Sy su punto objeto correspondiente P, asi como las direcciones de los
rayos incidente y reflgjado, entonces es posible determinar la ubicacion del punto Q de la

cornea. Sin embargo, en la practica, sdlo es posible determinar la posicion del punto Sy la
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direccion del rayo reflgjado; la ubicacion del punto Py la direccion del rayo incidente son
desconocidas y por lo tanto, no se puede determinar directamente la posicion del punto Q de

lacornea.

El problema de encontrar la posicion del punto Q de la cérnea, se suele resolver de
manera aproximada, empleando algoritmos que hacen una reconstruccion de la forma de la
cornea a lo largo varios meridianos (tipicamente unos 360). Para ello se supone que € rayo
incidente y el punto P estan contenidos en e plano meridional, esto es, e punto P’ de la
figura 1.3 (Mattioli [1997], Brenner [1997], Campbell [1997]). La reconstruccion de una
curva meridional de la cérnea debe iniciarse a partir de un punto cuya posicién se ha
determinado previamente, esto significa que los sistemas de anillos de Placido deben
disponer de un mecanismo para medir la posicién de a menos un punto de la cornea (el
vértice). De esta manera se reconstruye la forma de la cérnea; entre mas cercana a una
superficie de revolucion sea la cornea, mejor sera la aproximacion. El paso siguiente para
mejorar la exactitud de los agoritmos de reconstruccion es afiadir un sistema de lineas
radiales a los anillos, con o que se puede hacer un seguimiento de la trayectoria de algunos
de los rayos incidentes (oblicuos). Algunos autores como Halstead [1995], Barsky [1997],
Campbdll [1997] y Klein [1997], han estudiado €l efecto de omitir € rayo oblicuo y
propuesto nuevos tipos de estructuras luminosas en lugar de los anillos, asi como la megjora
en los agoritmos de reconstrucciéon. Sin embargo, los sistemas de Placido que se usan
actualmente siguen manteniendo los anillos concéntricos para evaluar la topografia de la

cornea.

La precision reportada varia de 0.1 D (Dioptrias) hasta 0.25 D en la potencia refractora,
esto es, de 0.018 mm hasta 0.045 mm en el valor medio del radio, para una region de 6 mm
centrada en € vértice. Una dioptria se define como € inverso de una longitud igual a 1 m,
(1D =21m).

Con e propésito de obtener una reconstrucciéon de la topografia de la cérnea més
precisa, algunos autores han propuesto métodos diferentes, como los que veremos en lo que

sigue; no todos han llegado a tener aplicacion en la practica
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1.1.2. Interferdmetro de Twyman-Green

El interferdmetro de Twyman-Green es un interferdmetro de dos haces obtenidos de una
misma fuente de luz monocromatica, uno de los cuales se usa como referencia (frente de
onda plano) y € otro se usa para evaluar una superficie éptica de prueba, por gemplo,
superficies de lentes y espegios (Malacara [1992a]). Cuando € frente de onda de prueba se
reflgja en la superficie de prueba, se obtiene un frente de onda distorsionado que luego se
superpone al frente de onda de referencia por medio de un divisor de haz. Un patron de
interferencia se puede observar en la region de la superposicion de los dos haces. Las franjas
de interferencia que se obtienen son franjas de igual espesor, por |0 que éstas se interpretan
como curvas de nivel topogréficas con respecto a una superficie de referencia. La distancia
0 elevacion entre dos curvas consecutivas es igua ala mitad de lalongitud de onda de la luz

de la fuente monocromaética.

Qo

7

Laser | ——T— 7

Lc

CCD

Figura 1.4. Interferometro de Twyman-Green para evaluar la forma de la cornea. Las franjas de
interferencia se interpretan como lineas de contorno de elevacion. La distancia entre los planos de
contorno es igua a media longitud de onda de la luz de iluminacién (~ 0.5 mm). El interferograma
simulado muestra una cornea con astigmatismo.
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La figura 1.4 muestra un diagrama de un interferébmetro de Twyman-Green adaptado
para medir la topografia de la cornea. En este caso la cérnea actla como una superficie
reflectora convexa de prueba. La lente Lc¢ se usa para generar un frente de onda plano que
luego es dividido en amplitud por € divisor de haz BS. El frente de onda plano de referencia
se obtiene de la reflexion del haz transmitido por el divisor de haz en e espgjo plano M. La
lente L, transforma el frente de onda plano reflejado por el divisor de haz (frente de onda de
prueba) en un frente de onda esférico convergente que se dirige hacia el centro de la cornea.
Después de la reflexion de este frente de onda en la cornea, se obtiene un frente de onda
divergente distorsionado debido a las desviaciones de la forma de la cornea con respecto ala
esfera de radio promedio de la cornea (esfera de referencia). En la practica, para determinar
el radio promedio de la cornea, la lente L, se mueve a lo largo del €e Optico hasta que se
obtiene & menor nimero de franjas de interferencia (Kasprzak [1995]). Cuando €l frente de
onda divergente distorsionado pasa de regreso por la lente Ly, se obtiene un frente de onda
distorsionado con respecto a un plano, es decir, en este proceso se le ha restado la esfera de
referencia al frente de onda. Finalmente, € frente de onda de referencia es reflejado por €
divisor de haz hacia la lente L1 y €l frente de onda distorsionado es transmitido por el
divisor de haz hacia la lente Ly. La lente Ly proyecta la superposicion de estos dos haces
sobre una camara de video. Las franjas de interferencia daran la descripcion topografica de
la cdrnea con respecto a la esfera de referencia. La forma de la cornea se obtiene al sumar la

esfera de referencia a la topografia obtenida de las franjas de interferencia.

Este método de interferencia, es uno de los métodos de mayor sensibilidad que se han
propuesto para medir la topografia de la cornea, ya que puede evaluar desviaciones en la
elevacion del orden de 0.5 mm. Sin embargo, presenta varios inconvenientes que lo hacen
impréctico, por gemplo, debido a que la separacion entre un par de franjas consecutivas es
del orden de 0.5 mm y que la variacién topogréfica de la cornea con respecto a radio
promedio puede ser del orden de algunas décimas de milimetro, se obtiene un gran niimero
de franjas dificiles de resolver. Por otro lado, € 0jo es un sistema mecanicamente inestable
con movimientos aleatorios e involuntarios, dificultando asi la implementacion de este
sistema interferométrico. En experimentos con corneas reales de bajo astigmatismo (0.5 D),
Kasprzak reporta medidas en la variacion del poder refractor por debajo de 0.1 D (0.018 mm

en € radio medio), para unaregion de 5 mm de diametro centrada en e vértice.
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1.1.3. Deflectometria de moiré (o interferometria Talbot)

R r
C/
I
| f
|
L1 S
-4a G G Lo
| pl g ‘
S B .
|\
| ! n n /
I d
I
Luz colimada

Figura 1.5. Deflectometria de moiré para evauar la horma de la cornea. El patron de moiré
formado por la superposicion de la rgilla G, y la imagen distorsionada de la rgilla G, da
informacion sobre las desviaciones de los rayos reflgjados en la superficie de la cdrnea.

En este método la imagen distorsionada de unarejilla G de Ronchi se superpone sobre otra
rejilla de Ronchi G, la cua esta a una distancia d de la primera, como se muestra en la
figura 1.5. Las lineas de las rgjillas G; y G, son paraéas entre si. Un haz colimado es
enfocado por una lente Ly hacia € centro de curvatura promedio de la cornea. Al igua que
en d interferdmetro de Twyman-Green, la reflexion de este haz en la cornea produce un haz
divergente distorsionado debido a las deformaciones de la cdrnea respecto a la esfera de
radio promedio de la cornea. Nuevamente, cuando este haz pasa de regreso por la lente Ly,
se obtiene un haz distorsionado (con respecto a un plano de referencia) que luego es dirigido
por medio del divisor de haz hacia la rgjilla G. La sombra distorsionada de la rgjilla G, se
superpone a la rejilla G para formar un patron de moiré (Kafri [1981], [1988], Patorski
[1989]). Este patron contiene la informacién de la pendiente de la superficie en la direccion
perpendicular a las lineas de las rejillas. Lo anterior significa que para obtener la pendiente

de la superficie en dos direcciones ortogonales, se debe capturar un segundo patron de moiré
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girando 90 grados las dos regjillas alrededor del ge Optico. La topografia de la cornea se

obtiene integrando las desviaciones en las dos direcciones.

Rottenkolber [1996] propone un sistema de deflectometria de moiré para medir la
topografia de la cornea y reporta una sensibilidad de 0.024 mm (~ 0.13 D) para una region
de 5 mm de didmetro centrada en € vértice. En su experimento utiliza los siguientes
pardmetros. separacion de lasrgjillas, d = 44 mm; periodo de las rgjillas, p = 0.0128 mm (78
lineasmm); distancia focal de lalente L;, f =50 mm; didametro de la apertura efectiva, a =

30 mm.

La region de evaluacion en este método, asi como en € interferdmetro de Tyman-
Green, esta limitada a una regién menor de 5 mm. Debido a que la region Util de la cérnea
se extiende hasta unos 8 mm de didmetro (para vision nocturna) y e radio promedio de la
cornea es 7.8 mm, la lente L; (L2 en € interferbmetro de Twyman-Green) deberia tener un
F/# < 19 sequiere evaluar estaregion til de la cornea. Esto hace que lalente Ly (0 L) sea
algo mas complga que una simple lente; usualmente se usan objetivos fotograficos con un

Flt» 1.7.

1.2. Topégrafos basados en lareflexion difusa

Los siguientes tres métodos, franjas de moiré, raster-estereografia y perfilometria de
Fourier, modifican € estado natural especular de la superficie anterior de la cérnea,
aplicando gotas de una sustancia fluorescente (Fluoresceina) para obtener una superficie que
reflge la luz (ultravioleta) en forma difusa. Una vez que se ha transformado la cornea en
una superficie difusora, agun tipo de luz estructurada, por gemplo, franjas rectas y
paraéas, es proyectada sobre la cornea. Debido a la topografia de la cérnea, s las franjas
son observadas en una direccion diferente a la direccion de proyeccion de las franjas, se
observara un patron de franjas distorsionado. Estos métodos tienen la ventaja respecto a los

métodos de reflexion especular, que pueden evaluar toda la cérnea.

Los tres méodos mencionados, basicamente se distinguen por el procesamiento de la
informacion obtenida de la distorsion de las franjas. Los sistemas épticos en |os tres casos
son similares. El ge Optico del proyector de franjas y € gje Optico del sistema formador de

imagen estan contenidos en un mismo plano y se interceptan en un punto cerca del ojo.
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1.2.1. Franjasde moiré

El efecto de moiré se produce por la superposicion de dos estructuras periddicas similares
(Kafri [1990], Gasvik [1987]). Kawara [1979] utilizé € arreglo optico de la figura 1.6 para
medir la topografia de la cornea usando un patrén de moiré. Una rejilla de Ronchi G se
proyecta sobre la cornea por medio de un sistema telecéntrico (arriba); usando otro sistema
telecéntrico (abajo) se proyecta la sombra distorsionada de las franjas sobre otra rgjilla G
para obtener un patron de moiré. Las franjas que se observan son circularesy al igual que en
d interferometro de Twyman-Green, estas franjas son de igua espesor. Por lo tanto, de las

franjas se puede obtener directamente la topografia de la cérnea.

- Luz colimada

CCD

Figura 1.6. Sistema 6ptico para generar un patrén de moiré de la superficie de la cérnea. El patron
de franjas se interpreta como un mapa de contorno de eevacion, por lo tanto, la forma de la cornea
se puede obtener directamente de las franjas con respecto a un plano de referencia

En € arreglo de Kawara, el dngulo entre los dos sistemas telecéntricos fue gjustado en
29.8° y € periodo de las dos rgjillas de Ronchi igual a p = 0.0847mm (12 lineas/mm). Con
esto la atura correspondiente a dos franjas consecutivas es igual a h = 0.148mm. La
sensibilidad de este método se puede meorar disminuyendo e periodo espacia de las
regjillas de Ronchi 0 aumentando € angulo entre el sistema de proyeccion y e formador de
imagen, sin embargo, a igua que en la deflectometria de moiré, la sensibilidad y la

resolucion estén limitadas por la difraccion.
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1.2.2. Raster-ester eogr afia

Este método de proyeccion de franjas recibe su nombre de la similitud que tiene su sistema
Optico con un sistema de vision estereoscopica. En la raster-estereografia una de las camaras
de vision es reemplazada por e sistema de proyeccion de franjas (también [lamado raster)
como se muestra en lafigura 1.7 (Hierholzer [1982], Warnicki [1988]).

0
o)
8
|
Q

4

0rr——-"—"-"—"—" """ =

[
\/
X

ds S a

Figura 1.7. El sistema de Raster-estereografia se diferencia de un sistema convencional de visiéon
estereoscopica en que una de las camaras se reemplaza por un proyector de franjas. Midiendo las
distancias dsy d; esposible determinar laelevacion z, por medio de triangulacion.

Los ges opticos de los sistemas de proyeccion y formacién de imagen (camara de
video) son coplanares, paralelos y estan separados una distancia s. Nsy N, son los puntos
nodales de los sistemas de proyeccion y formacion de imagen, respectivamente. Ns y N,
estan contenidos en una linea perpendicular a los ges dpticos; esta linea hace € papel del
geX. El punto objeto Sy e punto imagen |, a su vez, estédn contenidos en una linea paralela
a ge x y aunadistancia f. Entonces, € sistema de proyeccién proyecta € punto objeto S

sobre la cornea en € punto Q; | eslaimagen de Q formada por la camara de video. De la
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figura 1.7 se encuentra que la elevacion relativa (0 sagita) de la cornea estd dada por
z, =sf/(ds +d,), dondeds es la distancia de un punto objeto S del sistema de franjas en

el proyector con respecto al origen Os (positivo si S estd a laizquierda de Os), mientras que
d esladistancia entre e punto imagen | (correspondiente a S) con respecto a origen O,
(positivo si | estdaladerechade O)).

Warnicki [1988] reporta una sensibilidad de 0.04 mm en e valor del radio de curvatura

delacornea, lo cua es equivaente a aproximadamente 0.3 D.

1.2.3. Perfilometria de Fourier

En la perfilometria de Fourier la topografia de un objeto con una superficie difusora, se
reconstruye por medio del andlisis espectral de Fourier de las franjas distorsionadas sobre la
superficie del objeto. El andlisis de Fourier se hace tal y como lo mostré Takeda [1982],
[1983].

Tomando la transformada espacial de Fourier del patrén distorsionado de las franjas, se
obtiene la fase f(x, y) del frente de onda que describe la distorsion. Si € ge 6ptico del
sistema proyector forma un éngulo a con e sistema formador de imagen, lafase f (x, y) y la
variacion de la elevacion h(x, y) de la superficie del objeto estdn relacionadas por
h(x,y) =f(xy)/2p f,tan(a), donde f, es la frecuencia espacial de las franjas (no

distorsionadas).

Jongsma [1998] mide la topografia de la cdrnea usando €l método de Takeda. El sistema
optico utilizado es basicamente una modificacion del sistema utilizado por Kawara [1979],
como se muestra en la figura 1.8. Jongsma incluye dos proyectores de franjas colocados
simétricamente con respecto al sistema formador de imagen. La proyeccion de las franjas no
se hace simultaneamente sino de manera alternada, de modo que las lineas impares del
sensor CCD registran la imagen de las franjas distorsionadas generadas por uno de los
proyectores y las lineas pares de sensor CCD registran la imagen de las franjas
distorsionadas generadas por €l otro sistema de proyeccion. Estas imégenes son analizadas
independientemente y luego se combinan sus resultados en el proceso de reconstruccion de
la topografia. De esta manera, la perdida de informacion que se pueda tener con una de las
imégenes es compensada con la informacion de la otra imagen. La sensibilidad en la medida
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del radio de curvatura reportada por Jongsma para una region de 10 mm alrededor del
vértice es 0.015 mm (0.1 D).

Luz colimada

~~  Luz colimada

Figura 1.8. Perfilometria de Fourier. Dos sistemas telecéntricos proyectan dos rejillas senoidales G
y G, sobre la superficie de la cornea. Del andlisis de Fourier de cada uno de los patrones de franjas
se determina laforma de la cérnea

1.3. Topografos basados en el esparcimiento de luz

Cuando la luz entra en un materia transparente, parte de la luz es reflgjada, otra parte se
transmite de acuerdo a la ley de Snell y otra parte es esparcida dentro del material (Hecht
[1998]). El esparcimiento de luz es un fendmeno donde un fotén es absorbido, e
inmediatamente después, se emite otro foton de la misma frecuencia en una direccién
aleatoria. El tgjido de la cérnea actla como medio transparente que esparce parte de la luz.
Parte de esta luz esparcida emerge a través de la superficie anterior de la cérnea, siendo
posible su registro por un sistema éptico formador de imagen. La imagen obtenida aparece
como una banda de luz, cuyos bordes dan informacion sobre la forma de las superficies
anterior y posterior de la cérnea.
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1.3.1. Lalampara derendija

La ldmpara de rendija proyecta una imagen de una rendija luminosa de ancho gjustable
sobre una region deseada del ojo (Le Grant [1980], Buschner [1982]). El sistema Optico
consta de un sistema de proyeccion de la rendijay un sistema Optico formador de imagen.
Ya que este sistema Optico es similar a los sistemas Opticos usados en los métodos de
proyeccion de franjas (81.2), la obtencidn de la forma de las superficies anterior y posterior

de la cérnea se hace por métodos de triangulacion.

El instrumento ORBSCAN 11 [1999], emplea una configuracion similar a la utilizada en
la perfilometria de Fourier, esto es, introduce dos sistemas de proyeccion de multiples
rendijas ubicados simétricamente con respecto a ge Optico del sistema formador de imagen.
La sensibilidad reportada en €l catdlogo de este instrumento es de 0.005 mm en la elevacion
de la cérnea. Este método, al igual que en los métodos de reflexion difusa, puede evaluar el

areatotal delacornea.

Lo mas relevante del capitulo

Los métodos basados en la reflexion especular, como € sistema de anillos de Placido, el
interferédmetro de Twyman-Green y la deflectometria de moiré, determinan la forma de la
cornea con respecto a una esfera de referencia, usuamente de radio 7.8 mm, que
corresponde a radio promedio de corneas normales en adultos. El sistema de anillos de
Placido y la deflectometria de moiré miden la inclinacion del rayo reflejado con respecto a
la esfera de referencia. Lo anterior es equivalente a medir la pendiente de la superficie de
prueba con respecto a la esfera de referencia. El sistema de anillos de Placido, emplea un
algoritmo que usa la informacién de la pendiente para evaluar la curvaturay la elevacion en
la direccion radial (meridional). En la deflectometria de moiré la elevacion de la cérnea se
obtiene integrando los datos de la pendiente de la superficie. El interferdmetro de Twyman-

Green mide directamente la elevacion de la cornea con respecto a la esfera de referencia.

Los métodos basados en la reflexion difusa, como las franjas de moiré€, la perfilometria
de Fourier y laraster-estereografia, proyectan un patron de franjas, usualmente una rejilla de

Ronchi, sobre la cérnea. Para obtener reflexion difusa de las franjas proyectadas se requiere
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aplicar gotas de una sustancia fluorescente (Fluoresceina) sobre la cornea. Estos métodos

miden la elevacion de la cérnea con respecto a un plano de referencia

El método basado en e esparcimiento de la luz, esto es la lampara de rendija, permite
medir la superficie anterior y posterior de la cornea de manera simultanea. Este método

también mide directamente la elevacion de las superficies de la cornea.

Los métodos basados en la reflexion especular, asi como las franjas de moiré, deben
mantener una correcta alineacion del ge optico y e ge visua de ojo. El descentrado de la
cornea produce errores en la medicion de la forma, asi como en la localizacion del vértice.

Los métodos de la reflexidn especular también son sensibles al corrimiento axial (defoco).

En la Tabla 1.1 se resumen algunas de las caracteristicas de los métodos presentados en
este capitulo. En general, ninguno de los autores que reportan los diferentes métodos, dan de
manera simultanea la informacion de la precision del radio de curvatura 'y de la elevacion.
Lo anterior puede ser debido a la dificultad de propagar €l error de una a otra

representacion, ya que la elevacion y e radio de curvatura no son funciones lineales entre si.

Tabla 1.1 Caracteristicas generaes de algunos métodos empleados para medir laforma de la cornea.

de medid Precisién
Parametro Regién de medida
TECNICA METCDO medido Diametro (mm) | Curvatura| Elevacién
(D) (mm)
ANILLOS DE .
PLACIDO Pendiente 7 0.10-0.25 -
REFLEXION INTERFEROMETRIA Elevacion 5 - 0.0005
ESPECULAR
DEFLECTOMETRIA )
Pendiente 5 0.15 -
DE MOIRE
FRANJAS DE MOIRE Elevacion Todalacérnea - 0.100
RASTER- L. .
REFLEXION ESTEREOGRAFIA Elevacion Todalacérnea 0.30 -
DIFUSA _
PERFILOMETRIA .
Elevacion Todalacoérnea 0.10 -
DE FOURIER
LAMPARA DE
ESPASE :_'\CJIZENTO Elevacion Todalacoérnea - 0.005
RENDIJA
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2. Mapasdecurvatura

Varios estudios experimentales que aparecen en la literatura (Humphrey [1983]) han
demostrado que la mayor parte de las cérneas normales, se pueden caracterizar mediante un
modelo elipsoidal con una excentricidad 0.5 y con € vértice descentrado hacia la zona
temporal con respecto a eje optico en 0.4 mm aproximadamente. La superficie anterior de
la cornea tiene un radio promedio igual a 7.80 £ 0.26 mm y un ligero astigmatismo de 0.55
+ 0.35 D con laregla. Se dice que € astigmatismo es con la regla cuando la curvatura del
meridiano vertical en e vértice es mayor que la curvatura del meridiano horizontal en €l
vértice. Teniendo en cuenta estos resultados, introduciremos en este capitulo un modelo
elipsoidal para la superficie de la cornea con €l vértice centrado en e ge dptico. Esta
superficie modelo se usara para evaluar los diferentes tipos de mapas de curvatura que se

desarrollarén en este capitulo.

Una de las dificultades para representar la topografia de la cornea con mapas de
elevacion , y, z= altura), estriba en que las desviaciones de la forma de la cornea con
respecto a una esfera de referencia para una region de 8 mm aproximadamente, pueden ser
del orden de las decenas de micras, por lo que los cambios de elevacion apareceran como
insignificantes para esa region. En lugar de utilizar mapas con zonas de igual altura, los
optometras y oftalmélogos han introducido mapas de curvatura o potencia refractora (x, y, ¢
= curvatura), que les permite tener una mejor visualizacion de los cambios en la forma de la
cornea. Sin embargo, €l concepto de "curvatura axial" comunmente usado en optometria y
oftalmologia conduce a una descripcion errénea de la forma de la cornea, como se vera mas
adelante.

Los conceptos de curvatura y poder de refraccion son empleados en optometria y
oftalmologia para describir: (a) € proceso de formacion de imagenes en la region paraxial
(Pedrotti [1998]) y (b) la topografia de la cornea (Barsky [2000]). En la formacion de
imagenes, la ecuacion de refraccion de Gauss para una superficie esférica de radio r,
suponiendo que la luz vigia de izquierda a derecha de un medio de indice de refraccion n, a
otro de medio de indice de refraccion n, se escribe como U + P =V . Donde U representa la
curvatura del frente de onda en & medio n, que diverge de un punto objeto que esta a una
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distancial del vértice de la superficie esférica, esto es, U =n,/I ; V representa la curvatura

del frente de onda en € medio n, que converge desde la superficie esférica hasta e punto
imagen que esta auna distancia l' del vértice de la superficie esférica, estoes, V =n,/I';y P
es la potencia refractora de la superficie dada por (n, - n)/r. Con esta forma de la
ecuacion de Gauss, se establece que la curvatura del frente de onda objeto es modificada por
la potencia refractora de la superficie para producir € frente de onda imagen. Las unidades
gue se suelen utilizar para la curvatura y la potencia refractora son las dioptrias [D]; una
dioptria es € inverso de una longitud igual a 1 m. En la descripcién de la topografia de la
cornea, se usan los mapas de curvatura en unidades de dioptrias. Esta conversion de
unidades se hace mediante la definicion de potencia refractora P =(n- 1)c, donde n =
1.3375 es d indice efectivo de la corneay c es la curvatura en 1/m. Esta representacion en
dioptrias se Ilama mapas de potencia refractora. EI concepto de mapas de potencia refractora
no es apropiado para representar la forma de la cornea, ya que la potencia de refraccion
describe la desviacion de los rayos luminosos en e proceso de refraccion y no laformade la
cornea. A pesar de lo anterior, y con € propdsito de mantener la notacion usual en
optometria y oftalmologia, en esta tesis se presentaran los mapas de curvatura en unidades
de dioptrias. Graficamente, a la coordenada (X, y) se la asigna un color que equivale a valor
de la curvatura. Con €l propésito de familiarizarse con estas unidades, en el Apéndice 2 se

da unatabla de conversion de la curvatura en dioptrias a radio de curvatura en milimetros.

Este capitulo desarrolla € concepto de curvatura segun la geometria diferencia y
describe varios tipos de curvatura que pueden ser utilizados para representar la forma de la
cornea en términos de mapas de curvatura. La descripcion de los conceptos geométricos
mas relevantes para el desarrollo de esta tesis se hace con cierto detalle, pero se omite la
demostracién matemética, lo cual se puede consultar en Kreyszig [1991] y Weatherburn
[1939]. Se discute el concepto de curvatura axia utilizado en optometria y oftaimologia, y

Se muestra que este concepto conduce a interpretaciones erradas en la forma de la cornea.

2.1. Curvatura en una superficie

Un punto de una superficie S : z= f(x, y) definida en un sistema de coordenadas Cartesiano

tridimensional, se puede describir mediante un vector de posicion r =(X,y,2) . A su vez, las
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coordenadas X, Y, z, se pueden representar como funciones de dos parametros de variable
rea u, v. Por lo tanto, es posible describir l1a superficie S en forma paramétrica por medio

de la funcion vectorial

S:r(uv) ={ xu,v), yu,v), zu,v)} . (2.1)
Por gjemplo, un elipsoide se puede escribir como

S: r(u,v) ={ x, cosusenv, y,senusenv, z, cosv} (2.2)

donde u (0 £ u < 2p) representa el angulo azimutal medido en direccion contraria a las
manecillas del reloj desde el ge x; y @ angulo v (0 £ v < p/2) representa la declinacién
medida desde €l gje z Xo, Yo Y 2 son constantes. La figura 2.1 muestra esta superficie en €

espacio Cartesiano.

[ S T ——

(mm)

Figura 2.1. Superficie dipsoida; X, = 9.00 mm, y, = 8.80 mm, z, =10.40 mm. El radio de curvatura
enladireccion x es R, = 7.79 mmy en la direccion y es R, = 7.45 mm. Esta superficie Smula una
cdrnea con astigmatismo regular con lareglade 2 D.

Unacurva C de la superficie S se obtiene mediante la interseccidn de la superficie con

otra superficie. Mateméicamente, la curva se obtiene mediante la representacion
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paramétrica u =u(t) y v=v(t), sendo t un parametro de valor rea. Asi, la curva C estara

dada por
C:r(t) ={x®, y(),2(t)} . (23

Dos tipos de curvas de la superficie S se obtienen cuando u =cte 6 v=cte (cte °
constante); estas curvas se denominan curvas coordenadas. En € gemplo de la figura 2.1,
las curvas coordenadas u = cte se obtienen de la interseccion entre la superficie y planos
gue contienen a ge z estas curvas se denominan meridianos Las curvas coordenadas
v = cte se obtienen de la interseccidn entre la superficie y planos paralelos a plano xy;

estas curvas se denominan paralelos.

Otro tipo de curvas que se pueden definir en una superficie son las secciones normales.
Una seccion norma es una curva plana de la superficie S que pasa por un punto Py que
resulta de la intersecciéon entre la superficie y un plano que contiene a la norma de la

superficieen P. El vector normal unitario de una superficie S : r(u,Vv) sedeterminacomo

n=——, (2.4

donde r, —ﬂ— yr, —E
fu

v
El vector tangentet de una curva determinaladireccion dela curva en un punto dado y
Se determina por

r.l

t= ,
Is

(2.5)

donde r':ﬂ.
dt
El circulo osculador de una curva en € punto P es € circulo que contiene a punto Py
cuya primeray segunda derivadas en P coinciden con la primera y segunda derivadas de la
curvaen P, respectivamente. Lo anterior significa que la forma de una curva en la vecindad
de un punto P, se puede aproximar hasta el segundo orden mediante un segmento de arco

del circulo osculador de la curva en P. La curva definida por los centros de los circulos
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osculadores se denomina evoluta. El plano que contiene a circulo osculador se denomina

plano osculador.

Lacurvatura c de una curvaen e punto P es e inverso del radio del circulo osculador
delacurvaen Py mide la variacion de la rotacién del vector tangente de la curva. La

curvatura de una curva C se calcula por

(2.6)

2

donde r''= El radio del circulo osculador también se denomina radio de curvatura.

2

El vector normal principal p de una curvaen P es un vector unitario cuya direccion va
del punto P a centro del circulo osculador de la curvaen P. Por lo tanto, € vector normal
principal en P es perpendicular a vector tangente de la curvaen Py estd contenido en el

plano osculador.

Cuando una curva C no es una curva plana (interseccion entre un plano y la superficie
S), sedice que la curva se tuerce en € espacio. Latorsion de unacurvaen el punto P es una

cantidad que mide la variacion del giro del plano osculador en P. En una curva plana la
torsion para cualquier punto es cero, ya que todos los planos osculadores estan contenidos

en un mismo plano.

Cuando una curva C de la superficie S en P es una seccion normal, € vector normal
principal p de la curva coincide con & vector norma n de la superficie. Por o tanto, los
centros de curvatura de todas |as secciones normales de una superficie en P se encuentran a

lo largo de la normal de la superficie. Las curvaturas de las secciones normales se
denominan curvaturas normales.

Para una superficie S : r(u,v) con primera y segunda derivadas parciales continuas

2
dadaspor r, = I , I, = Ir w = Ir , las curvaturas normales ¢, maxima y minima en
fu 1\ Tufiv

el punto P, denominadas curvaturas principales, estan dadas por las raices de la ecuacion
cuadrética
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gcr? - [bUUgW +2buvguv + ngUU]Cn +b = 0 (2'7)

donde Q.y y bag (cON @ =u,v y g=u, V) son las componentes de los tensores de segundo
orden correspondientes a la primera y segunda forma fundamentales de la geometria
diferencial (Kreyszig [1991]), respectivamente. Estas componentes estan definidas como

b,y =Ty Y d,, =T, . El punto (-) denota el producto escalar. Los discriminantes g y

b estén dados por g=g,,9,,- 9, Y b=h,b,, - b,’. Las direcciones (vectores tangente)

de las secciones normales en P para las cuales se obtienen la curvatura maxima 'y minima

son ortogonales entre si 'y se denominan direcciones principales.

Una curva de la superficie cuya direccion en cada uno de sus puntos es una direccion
principal, se denomina linea de curvatura. Las lineas de curvatura congtituyen un sistema

ortogonal de curvas que se pueden obtener del determinante

(dv)® - dudv (du)?
Ju 9w 9w |=0. (2.8)
bUU QJV bW

Las raices (dv/du)i de la Eg. (2.8) permiten encontrar una nueva representacion

paramétrica v =v, (u) . Reemplazando esta representacion en la Eq. (2.1), se obtiene las

lineas de curvatura.

De las curvaturas principales y direcciones principales (lineas de curvatura) de la
superficieen P, es posible determinar la curvatura de cualquier seccion normal que pase por
P de acuerdo a teorema de Euler. Este teorema se puede enunciar asi: sea h el angulo entre

las tangentes de la seccidn principa con curvaturac, y una seccion normal en P, entonces la

curvatura ¢, de la secciéon normal esta dada por
c, =c,cos’h+c,sen’h. (2.9

donde c, esla curvatura de la otra seccion principal. Otro resultado importante esta dado por
el teorema de Meusnier, €l cua se puede enunciar asi: sea rp € radio de curvatura de una
seccion normal de la superficieen Py sea r € radio de curvatura de cualquier otra curva
plana de la superficie en P con la misma tangente de la seccion normal, entonces rp y r

estén relacionados por
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r =r,cosg, (2.10)

donde g es @ angulo entre los planos que contienen las dos curvas. La interseccion de estos

dos planos es precisamente |a tangente que determina la direccién de las dos curvas en P.
2.2. Mapa de curvatura meridional y el concepto de curvatura axial

2.2.1. Curvatura meridional

La curvatura meridional es la curvatura de los meridianos de una superficie. Estos
meridianos se pueden definir para una superficie en genera como las curvas planas
obtenidas mediante la interseccién de planos que contienen al €e z (ge Optico) y a la
superficie. Por ggemplo, para € €elipsoide dado por la Eg. (2.2), los meridianos se obtienen
cuando u =u, = cte y lacurvatura meridional de acuerdo ala Eq. (2.6) esta dada por:

2 20 4 y2 2. |12
. z, |x,” cos’ u, +y,” sen’u,

" T 2 o (2.12)
l(x0 cos’ U, +Y,” sen’u,) cos’ v + z, senva

El mapa de curvatura meridional en dioptrias (P = 337.5¢c con ¢ en 1/mm) para €l
elipsoide de la Eq. (2.2) en una region de 8 mm se muestra en la figura 2.2(a). Las vaores
de las constantes X, = 9.00 mm, y, = 8.80 mmy 7z, =10.40 mm, se han escogido ta que el
radio de curvaturaen e vértice (0, 0, z)) de la superficie para € meridiano en la direccion x
(Up=0yv=0)sea R = xoz/zO = 7.79 mm (radio promedio de la cornea), mientras que €
radio de curvatura en € vértice de la superficie para el meridiano en la direccion y (u, = p/2
yv=0)sea R = yo2 / z, = 7.45 mm. Este mapa de curvatura meridional se interpreta como

una cornea con astigmatismo regular de 2 D con lareglaen el vértice. En el vértice todos los
meridianos son secciones normales de la superficie y la curvatura varia segun la direccion

de cada meridiano.

Los mapas de curvatura meridional se utilizan en optometria y oftalmologia para
representar la forma de la cornea. Estos mapas reciben e nombre de mapas de curvatura
instantanea, verdadera o tangencial. Quizés, la razobn mas importante para el uso de este
tipo de mapas, es que los agoritmos que emplean los sistemas de anillos de Placido

reconstruyen la forma de la cornea a lo largo de los meridianos. Por otra parte, la
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descripcion de la forma de la superficie en términos de los circulos osculadores de los

meridianos es relativamente simple, ya que todos los circulos osculadores de un meridiano

[

1 44.19

estén contenidos en un solo plano.

45.03

44.75

44.47

{4391

4 43.63

y (mm)
y (mm)

1 43.35

143.07

14279

1 4251
4 42.23

- - - - Diop
X (mmy) X (mm)

a b

Figura 2.2. Mapas de curvatura () meridional y (b) axia en dioptrias de la superficie de la figura
2.1. Laforma de la coérnea de acuerdo a la figura 2.2(b) aparece més plana de lo que realmente es
(figura 2.2(a)). El concepto de curvatura axia conduce a una descripcion errénea de la forma de la
cornea.

2.2.2. Curvatura axial

Ademés del mapa de curvatura meridional se suele usar en optometria y oftalmologia una
representaci on denominada mapa de curvatura axial (figura 2.2(b)). En realidad, €l mapa de

curvatura axial se utiliza con mayor frecuencia que el mapa de curvatura meridional.

En lafigura 2.3 se ilustra un meridiano de la superficie elipsoidal y su evoluta. El centro
de curvatura del meridiano en el punto P es Cy y por definicion, este esta contenido en la
evoluta. Lalineaque une Py C; estd en la direccion de la normal principal del meridiano en
P. El radio de "curvatura axial" de la superficie en & punto P se define como la distancia d,
medida alo largo de lanormal principa del meridiano desde € punto P hasta la interseccion
k. de lanormal con € ge z (ge Optico). Se puede mostrar que la distancia d, esta dada por

d, =snj /r ,dondej es el angulo entre la normal principal de la curva meridional y el ge

zyr esladistanciaentre el ge zy € punto P. El circulo osculador de la curva meridional

con centro en Cp describe la forma de la curva en la vecindad de P, mientras que un circulo

con centro en Kk , y radio d, no describe correctamente laforma de la curvaen P. Por lo tanto,
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un mapa de curvatura axial no describe en genera la forma de la cornea, obteniéndose una
cornea mas 0 menos aplanada de lo que reamente es. Lo anterior resulta evidente a
comparar los mapas de las Figuras 2.2(a) y 2.2(b).

10 E

T
7.8 mm
1

z(mm)
(2]
T
Rx=
da
1

Evoluta

X (mm)

Figura 2.3. Evolutade la curvameridional en ladireccion x de la superficie diptica de la figura 2.1.
El punto Cp es @ centro de curvatura de la curva meridional en P; la distancia CpP es € radio del
circulo osculador de la curvaen P;y d punto k, es la interseccion entre la norma principa de la
curvameridiona y € ge z El inverso de la distanciak,P define e concepto de curvatura axial usado
en optometriay oftalmologia.

2.3. Mapas de curvaturas principales

Estos mapas no se utilizan en la practica, sin embargo, constituyen un sistema de
informacion mas completo y preciso de la forma de la superficie en términos de la
curvatura. Por otra parte, como se vera mas adelante, es posible definir otro tipo de
curvaturas a partir de las curvaturas principales, como por gemplo, la curvatura Gaussiana,

la curvatura promedio y € cilindro.

Las curvaturas principales, esto es las curvaturas maximay minima, para €l elipsoide de
laEqg. (2.2) se obtienen resolviendo la Eqg. (2.7), donde cada término esta dado por:

Oy, = (xozsenzu +y,’ cos’ u)senzv; g, = (xo2 cos?u + yozsenzu)coszv +z,°sen?v;
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2

O =2(Yo - X, )sen(2u)sen(2v) ;

2 2 2 2 2
g= (x0 sen’u+y,” cos’ u)z0 sen*v+x,°y, sen’vcos’ v;

Reemplazando cada uno los términos en la EqQ. (2.7) y resolviendo para las dos raices, se
obtienen las curvaturas principales dadas por:

C, = XoYo% sen®véh, + \/ho2 - 4g/sen2v3 (212
29\/5 ©

donde h, = x,2(cos? ucos? v+ sen?u )+ y,* (sen?u cos? v+ cos? u)+ z,’sen?v. Las Figuras

2.4(a) y 2.4(b) muestran los mapas de las curvaturas principales maxima y minima para €
elipsoide de lafigura 2.1.

y (mm)
Yy (mm)

-x(mm) c -x(mm)

a b
Figura 2.4. Mapas de curvatura principal de lafigura2.1; (a) méximay (b) minima.

Los mapas de las Figuras 2.4(a) y 2.4(b) permiten obtener los valores de curvatura
maxima y minima, pero no las direcciones para las cuales se obtienen estos valores. Asi

pues, para que lainformacion dada por |os mapas de curvaturas principales sea completa, es
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necesario incluir las lineas de curvatura dadas por la Eq. 2.8. Reemplazando |os coeficientes

Oag Y bag parad elipsoide (figura2.1) se obtiene

2 7
av _ 2senv én

Vo e 12 2,2 2@
B O sy € £V - ) U @) /asnvy

(2.13)

donde h,'=x,?(cos?ucos’ v - sen?u)+ y,”(sen’u cos?v - cos? u)+ z,’sen?v. Con d signo
(+) se obtiene las lineas de curvatura méxima y con € signo ¢) las lineas de curvatura
minima. Estas lineas se muestran en la figura 2.5; las curvas en rojo corresponden a las
lineas de curvatura minima y las curvas en azul corresponden a las lineas de curvatura
méxima. Notese que la mayoria de las lineas de curvatura son curvas con torsion diferente
de cero. Lalineade curvatura en ladireccién y cambia de color, es decir, en cierto intervalo
es una linea de curvatura méximay luego cambia a una linea de curvatura minima por fuera
de ese intervalo. Los limites del intervalo estdn determinados por puntos donde la curvatura
de la superficie es constante en cualquier direccién; a estos puntos se les denomina puntos
umbilicos. La posicion de los puntos umbilicos se puede determinar cuando el término
dentro del radical delaEq. (2.13) esigua aceroy u = p/2, 3p/2. Se puede mostrar que los
valores para los cuales se obtienen los puntos umbilicos son (u, v) = (p/2, 0.347) y (u, v) =

(3p/2, 0.347), aproximadamente.

La forma de la superficie también se puede describir en términos de los circulos
osculadores de las lineas de curvatura, pero debido a que la mayoria de estas lineas tiene
torsion diferente de cero, los circulos osculadores no estan contenidos en un solo plano, lo
que dificulta su interpretacion.

Supongamos que se requiere evaluar la curvatura meridional de la superficie
elipsoida en la direccion ty, en € punto P a partir de las curvaturas principales. Las
direcciones principalest; y t, en P, es decir, los vectores tangente de las lineas de curvatura,

se obtienen de las Egs. (2.2) con v =v(u), Y (2.13) por medio de

:ﬂ_r+£@9 (2.14)

HuL fu ﬂvgdu@’
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donde t. © t; es la direccion de la seccion norma con curvatura maximay t- ° t, esla
direccion de la seccion norma con curvatura minima en P. Como tn, t; y t, son vectores
tangente de la superficie en P, éstos estan contenidos en el plano tangente de la superficie en
P.

(mm)

Figura 2.5. Lineas de curvatura maxima (azul) minima (rojo) de la superficie diptica (figura (2.1)).
Lalineade curvaturaen ladireccion y cambia de color cuando pasa por 10s puntos umbilicos.

Por gemplo, s las coordenadas de P son (U, v) = (p/6, p/8), como se muestra en la
figura 2.6, es posible mostrar que €l angulo entre ty, y t; es h = 77.58°. Las curvaturas
principalesen P de la Eq. (2.12) son c¢;= 0.13003029/mmy c,= 0.11997072/mm. Entonces,
de acuerdo a teorema de Euler (Eg. (2.9)), la curvatura de la seccion normal de la superficie
cuyadireccion esty, en P es ¢, = 0.12043568/mm. Y a que la superficie elipsoida de la Eq.
(2.2) no es una superficie de revolucion, se tiene que la normal principal de la seccion
normal que pasapor Py lanormal principal de la curva meridional que pasa por P no son
iguales. El angulo entre las dos normales esg = 0.48°. Aunque este angulo parece pequefio,
este es e responsable de que la reflexion de un rayo de luz meridional en P sea un rayo
oblicuo. Para obtener € valor de la curvatura del meridiano que pasa por P, se utiliza €l

teorema de Meusnier, de donde se obtiene c,, =c,/cosg = 0.12043997/mm. Por supuesto,

este resultado es e mismo que se obtiene de la Eqg. (2.6). Entonces, de las curvaturas
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principalesy sus direcciones, es posible determinar la curvatura de cualquier curva plana de
la superficie, en particular, la curvatura de los meridianos. Este resultado es Gtil en aguellos
métodos que miden directamente las curvaturas principales de la superficie.

y(mm)
11
I 72 50
tm
SN
S%e
i ’ P(p/6, p/8)

X(mm)

’

: : : :
<\

X
fe
% 7

1 4>~/  Paalelos
- Meridianos

Figura 2.6. Direcciones principalest; y t, y ladireccion t., alo largo del meridiano que pasa por el
punto P(u = p/6, v =p/8). Ya que la superficie de la figura 2.1 no es una superficie de revolucion, la
normal principa de la seccion norma y lanormal principa del meridiano en P no son iguales.

2.4. Mapas de curvatura Gaussiana, promedio y cilindrica

La curvatura Gaussiana G, se define en optometria y oftalmologia como e promedio

geométrico de las curvaturas principales, maximac, y minima c;

C, = Jcc, . (2.15)

Esta definicién solo es aplicable cuando las curvaturas principales tienen € mismo
signo, es decir, todas las secciones normales de la superficie en P deben tener e mismo tipo
de concavidad (positiva 0 negativa), a diferencia, por ejemplo, en una superficie tipo sillade
montar. La Eq. (2.15) se puede aplicar en & gjemplo del elipsoide y también se supone que
esta condicion es vdida en la mayoria de las corneas (Barsky [1997]). La figura 2.7(a)

muestra el mapa de curvatura Gaussiana en unidades de dioptrias.
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La curvatura promedio (esfera media) cs, esta dada por €l promedio aritmético de las
curvaturas principales, maxima ¢, y minimac,, por lo tanto

c +cC
Este tipo de representacion es similar a la que se obtiene con la curvatura Gaussiana
(Eq. (2.15)), debido a la correlaciéon matematica entre e promedio geométrico y €
aritmético.
Lacurvatura cilindrica (cilindro) c., se define como la resta entre la curvaturas maxima

C. Y minimac,, esto es
C.=C,- C,. (2.17)

El cilindro da informaciéon de la asimetria de la superficie en cada punto y permite
evauar e astigmatismo loca. El cilindro es igual a cero para los puntos umbilicos y
positivo para los otros puntos de la superficie. EI mapa de curvatura cilindrica, a igua que
los mapas de curvaturas principales, debe estar acompafnado por las lineas de curvatura
(figura 2.5) afin de obtener informacion sobre la orientacion del cilindro. En lafigura 2.7(b)
se muestra el mapa de curvatura cilindrica en unidades de dioptrias.

416
| stg

b 4342
3.05

2.68
231
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Yy (mm)

1.94

14216 157

14189

1 41.62

44135

4 3 2 -1 0 1 2 3 4 Diop - - -
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a b

Figura 2.7. Mapas de curvatura (a) Gaussianay (b) cilindricade la superficie diptica (figura2.1).

Una propiedad importante de las curvaturas principales es que estas son invariantes ante

un cambio de la representacion paramétrica, por g emplo, unatraslacién o una rotacion; esta
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propiedad es igualmente aplicable a las curvaturas Gaussiana, promedio y cilindrica. Asi
pues, s la cornea experimenta un desplazamiento lateral con respecto a €e éptico, € valor
de las curvaturas Gaussiana, promedio o cilindrica no cambia. No sucede igual con la
curvatura meridional, ya que los meridianos se definen como la interseccion del ge optico
de observacion con la superficie; en consecuencia, un desplazamiento lateral de la cérnea
define un nuevo vértice y e valor dd astigmatismo medido en € vértice cambiard. Este es
un hecho que se debe tener en cuenta, ya que en la préactica las corneas son caracterizadas
por e astigmatismo medido en e vértice. Algunos autores, teniendo en cuenta estas
propiedades, han propuesto usar la curvatura Gaussiana para determinar con mayor

precision algunos defectos de la cérnea, por gemplo, € keratocono (Barsky [1997]).

Lo mas relevante del capitulo

El mapa de curvatura meridional, llamado también mapa de curvatura instantaneo,
verdadero o tangencial, describe la forma de la cornea en la direccion radial. Las regiones
con menor curvatura se dicen regiones mas planas respecto a otras regiones con curvaturas
mayores. El mapa de curvatura meridional no permite obtener informacion adiciona de la
forma de la cérnea, como por g emplo, €l astigmatismo local (cilindro) en cada punto de la

cornea.

El mapa de “curvatura axial”, cominmente usado en optometria y oftalmologia, no

describe correctamente la forma de la cornea, por |o que se debe omitir esta representacion.

Las curvaturas principales (maxima y minima) de la superficie, permiten medir la
curvatura de cualquier curva plana de la superficie, por gemplo, es posible determinar la
curvatura meridional. De las curvaturas principales es posible definir otras representaciones,
como por gemplo: @ curvatura Gaussiana, promedio geométrico de las curvaturas
principales; b) curvatura promedio, promedio aritmético de las curvaturas principaes; c)
cilindro, diferencia entre la curvatura méxima y la curvatura minima. El cilindro
(astigmatismo local) permite obtener una imagen répida de la asimetria de local de la

superficie.



3. Prueba de Hartmann para medir |a forma de superficies reflectoras convexas 31

3.  Pruebade Hartmann para medir la forma de superficies reflectoras

convexas

La prueba de Hartmann permite medir las aberraciones transversales de rayo de un frente de
onda muestreado. El frente de onda es muestreado por medio de una pantala plana con
agujeros, como se muestra en la figura 3.1. La distribucién de los agujeros puede ser radial,
helicoidal o cuadrada. Esta prueba se usa cominmente en la evaluacién de espejos concavos
(Ghozeil [1992]).

Pantalla

Plano de
observacion

Fuente
luminosa

T

Espejo de
prueba

Figura 3.1. Prueba de Hartmann para evaluar un espejo concavo.

La pantalla con una distribucién cuadrada de agujeros tiene la ventaja sobre los otros
tipos de pantallas de muestrear &reas iguales del frente de onda. El arreglo cuadrado consiste
de pequefios agujeros ubicados en las intersecciones de una cuadricula formada por lineas
paraelas a los ges ortogonales de un sistema coordenado Cartesiano. Una descripcién
detallada de los parametros geométricos de la pantalla con un arreglo cuadriculado se puede
ver en Morales [1983].

Cuando se evalla un espegjo concavo (figura 3.1), € plano de observacion se ubica

ligeramente desenfocado con respecto a plano imagen, con e propésito de resolver la
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imagen proyectada de los agujeros (puntos luminosos). La distribucion de estos puntos
luminosos permite medir las aberraciones transversales de rayo en € plano desenfocado.
Mediante un procedimiento de integracién se puede reconstruir € frente de onda, en otras

palabras, la forma de la superficie del espgo.

S se desea implementar la prueba de Hartmann para evaluar espgjos convexos, es
necesario realizar algunas modificaciones, por gemplo, en € sistema de iluminacién y/o en
la forma de la pantalla. En esta tesis se propone una prueba modificada de Hartmann para
evauar la topografia de la cornea (Mgjia [2001b]). La pantalla plana con agujeros es
reemplazada por una pantala de forma elipsoidal con fuentes puntuales luminosas. La
geometria de la pantalla es tal que su imagen virtual, generada por una superficie reflectora
esférica de referencia, sea un plano. La distribucién espacial de las fuentes puntuales
luminosas en la pantalla es tal que la imagen virtual sea un arreglo cuadriculado de puntos
luminosos. Como se mostrara méas adelante, esta prueba modificada de Hartmann permite

medir las curvaturas principales de la superficie de la cornea.

Para obtener una imagen virtual plana de la pantalla (superficie objeto) en un espegjo
esférico convexo, se requiere que las superficies imagen astigméticas sagital y tangencial
coincidan, es decir, astigmatismo igual a cero. Por otro lado, se debe curvar la superficie
objeto de tal manera que se compense la curvatura de campo de Petzval. Ya que en la
préctica no es posible eliminar el astigmatismo, se calculara la forma de la superficie objeto
para obtener la superficie imagen promedio plana. La superficie imagen promedio se define
como el promedio de las superficies astigméticas. En esta superficie imagen promedio, la
imagen de una fuente puntua de la pantalla es un circulo de menor confusion. El calculo de
laforma de la pantallay la distribucién espacial de las fuentes puntuales luminosas es objeto
del presente capitulo. La manera como se obtuvo en la préctica la pantalla elipsoida y las

fuentes puntual es luminosas se discute en € capitulo 4.

3.1. Superficie objeto para campo pequefio

En la aproximacién paraxial, un objeto virtua de atura h separado una distancia | del
vértice de un espegjo convexo de radio R, produce una imagen real de altura h' a una
distancia -I' del vértice del espgjo, como se muestra en la figura 3.2. S € diafragma del

sistema se coloca en e plano imagen (la razén se explicara mas adelante) y suponiendo un
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campo pequefio, € astigmatismo sagital longitudina se puede evauar de la teoria de

aberraciones de tercer orden (Malacara[1994]), asi:

y(n/n)(n- n)(i +u')i?

AstLg = P—

: 3.1)

donde y esladturadel rayo margina en el espgjo, n' = 1 es @ indice de refraccion del aire
yn=-1esd indice de refraccion asociado a espejo. Los angulos -i e i son los angulos de
incidencia en el espejo del rayo marginal y del rayo principal, respectivamente. El angulo -u’
es e angulo del rayo marginal reflgjado con respecto al e optico.

|
_%_. '9

ol =i

Rayo princip 1y h

u uy
-I' I
Espegjo
Diafragma

Figura 3.2. Formacion de la imagen de un objeto virtual de atura h por un espgo convexo en la
aproximacion paraxia. El diafragmadel sistema se encuentraen e plano imagen.

De lafigura 3.2 se deduce que u'=- 1, i = yael_ EQ e Fzygei- 19 donde y esla
I eR | g eR I

altura del rayo principal en el espejo dadapor y = hge||_9 Reemplazando estos términos
el-lg

enlaEg. (3.1) y usando laformula de Gauss para el espgjo

| =

+ % (32)

Pyl
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2 112 ] ]
el astigmatismo sagital es AstlLg = - %II—Z Ya que € aumento lateral es m:%: - ll_
finalmente se obtiene
h|2
AstL, =- —. 33
*7 4R (3:3)

Por otra parte, la superficie de Petzval para un espejo esférico esta dada por (Maacara
[1994])

h|2

DelasEgs. (3.3) y (3.4), se obtienen las superficies astigmaticas sagital Sy tangencia T

COmo Sigue:
S=Ptz+ AstL, = sh” (3.59)
° 4R’ '
hlZ
T = Ptz+3AstL, = —. (3.5b)
4R

La superficie de mejor imagen o superficie promedio M esta definida como e promedio

de las superficies imagen sagital y tangencial,

_S+T _h?

M =—.
2 2R

(3.5¢)

De las Egs. (3.4) y (3.59)-(3.5¢C), se puede ver que Ptz, S Ty M, se pueden describir
mediante paraboloides de revolucion en funcion de la altura imagen h'. Por lo tanto, resulta

12
, donde € subindice t

conveniente describir estas superficies por medio de z = >

representa cualquiera de las superficiesy R representa el radio de la esfera osculadora en €l

vértice del paraboloide. Los radios de |as esferas osculadoras paraPtz, S Ty M son

, (3.63)

R =<, (3.6b)
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RM =R, (36C)
R =2R. (3.60)

La figura 3.3 muestra las curvas astigmaticas y la de Petzval para € espgjo de la figura
3.2. en un plano meridional. Nétese que € astigmatismo longitudina no depende de la
localizacion del diafragma, siempre y cuando € diafragma se encuentre en €l plano imagen.
El resultado de la figura 3.3 nos dice que si se tiene una superficie objeto de laformade So
T, su imagen virtual es una superficie imagen sagital o tangencial plana, respectivamente.
Igualmente, si la superficie objeto es de la forma de M, su imagen virtua es una superficie
imagen promedio plana, donde se obtiene e circulo de menor confusion para un objeto

puntual en M.

Espegjo

TMSP[Z
% ,(P
& |

Diafragma
B -|' [

Figura 3.3. Curvas astigmdticas para € espgo convexo de la figura3.2. Como € diafragma se
encuentra en € plano imagen e astigmatismo longitudina no depende de la locdizacion del
diafragma.

3.2. Superficie objeto para campo amplio
En la seccién anterior se ha encontrado la forma de las superficies objeto que generan
superficies imagen sagital, tangencial y promedio planas en un espejo esférico convexo

cuando e campo Optico es pequefio. Este resultado, sin embargo, no es Util para medir la
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topografia de la cornea, ya que & angulo que subtiende la cornea con respecto a su centro
promedio de curvatura es aproximadamente 80°, es decir, se debe considerar un campo
amplio. Un método directo para calcular la forma de las superficies objeto que generen
iméagenes planas en un campo angular amplio en un espegjo esférico, resulta a utilizar las
ecuaciones de Coddington (Wittenberg [1970], Conrady [1985] y Malacara [1994]). Con
estas ecuaciones se obtienen las superficies imagen sagital y tangencial para una superficie
Optica. Las ecuaciones de Coddington son vélidas para cualquier sistema donde € diafragma
es suficientemente pequefio tal que los rayos sagitales y tangenciales vigien muy cerca del

rayo principal. Para un espego (n = -1) estas ecuaciones son:

i+i:2005f (373)
L L R

t,r_ 2 (3.7b)
L, L) Rcosf

dondef es e angulo deincidencia del rayo principal, Res € radio de curvatura, Ls= Lt =L
es la distancia objeto, L's y L'y son las distancias imagen sagital (S y tangencia (I),
respectivamente. Las distancias imagen sagital y tangencia se miden a lo largo del rayo
principal. Bgjo estas circunstancias, la aberracion de coma es despreciable ya que los focos

sagital y tangencia estan localizados muy cerca del rayo principal.

La figura 3.4 muestra la geometria en un plano meridional para aplicar las ecuaciones
de Coddington en & caso del espego esférico convexo. El diafragma se encuentra a una
distancia-l, del vértice del espgo. El rayo principal que emerge del punto objeto P sereflga
en el punto Q del espgo y luego pasa por e centro del diafragma. | es la imagen virtua de
P. La distancia -L representa la distancia objeto y la distancia L' representa L's 0 L'y 0 €l
promediode L'sy L'y. El radio de curvatura del espegjo es R El angulo f es el angulo de
incidenciadel rayo principa y q es e angulo del rayo principal reflejado con respecto a ee
optico. Ya que se desea encontrar la superficie objeto que genere una superficie imagen
sagital, tangencial o promedio plana, la coordenada z debe ser una constante. El valor de
esta constante se fija de tal maneraque I', = R- z, y -ly sean distancias conjugadas, de esta
manera, el diafragma estaralocalizado en el vértice de la superficie objeto. Esta posicion del

diafragma, permitira evaluar la mayor area posible de la cornea con la distancia 4y més
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corta. En la préctica una muy peguefia area de la cornea en la region centra no sera
evaluada debido a tamario finito del diafragma

N

Diafragma

Figura 3.4. Geometria para aplicar la ecuaciones de Coddington en un espejo esférico convexo. P es
un punto objeto, Q es un punto del espgjo el eslaimagen virtud de P. L esla distanciaobjetoy L’
es la distanciaimagen que puede ser la distanciaimagen sagital, tangencia o promedio.

De lafigura 3.4 se tiene que la distancia L' esta dada por

z- 7
cosq

(3.8)

donde cosq:(-lv+R-z)/\/y2+(-lv+R-z)2 y z =R-1(2/R-1/l,). Las

coordenadas (z, y) del punto Q estan relacionadas por z* + y* = R? y € coseno del ahgulo

deincidenciaes cosf :[(R- l,)z- RZ]/R\/y2 +(-1, +R- 2)%.

De las Egs. (3.7a), (3.7b), y (3.8) se determina la distancia L, y como e sistema tiene
simetria de revolucion, de esta manera se encuentran las superficies objeto que generan
superficies imagen sagital, tangencia o promedio planas. Las coordenadas de estas
superficies se obtienen de la siguiente manera (ver desarrollo en el Apéndice 3):
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3.2.1. Superficie objeto paraimagen sagital plana
Igualando L' (Eq. (3.8)) y L's (Eg. (3.7a)) la distancia objeto es

— R(Z' Z|)
2(z- z,)cosf - Rcosq

(3.9)

S
y €l vector posicion de cualquier punto de la superficie objeto para obtener una superficie
imagen sagital plana en un espejo esférico convexo esta dado por:

ro ={z- Lgcos(2f - g),y- Lgsen(2f - q)}, (3.10)

3.2.2. Superficie objeto para imagen tangencial plana
Igualando L' (Eg. (3.8)) y L'r (Eq. (3.7b)) la distancia objeto es

_ R(z- z,)cosf
2(z- z,) - Rcosf cosq

(3.11)

T

y € vector posicion de cualquier punto de la superficie objeto para obtener una superficie

imagen tangencia plana en un espejo esférico convexo esta dado por:

r, ={z- L, cos(2f - g),y- L, sen(2f - q)}, (3.12)

3.2.3. Superficie objeto para imagen promedio plana

En este caso, la distanciaimagen L' (Eq. (3.8)) esigua a promedio de la distancia imagen
sagital y tangencial, es decir

_Z4-Z _ LIS+LIT
Cosq 2

(3.13)

M

Resolviendo la Eq. (3.13) para la distancia Ly, se encuentra que Ly esta dada por la raiz

positiva de la ecuacion de segundo orden
L2, [8L'M cosf - 2R(coszf +1)]+LM [ZR2 cosf - 4L',, R(coszf +1)J+[2L'M R cost:O.
(3.19)

El vector posicion de cualquier punto de la superficie objeto para obtener una superficie
imagen promedio plana en un espejo esférico convexo esta dado por:
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r, ={z- L, cos(2f - q),y- L, sen(2f - o)}, (3.15)

Las Egs. (3.10), (3.12), y (3.15) son las representaciones paramétricas de las curvas
meridionales definidas por la interseccién de las superficies objeto y € plano zy. Ya que €l
sistema tiene simetria de revolucion, de ahora en adelante nos referiremos a las Egs. (3.10),

(3.12), y (3.15) como las representaciones de las superficies objeto. La coordenada

z, =z- L, cos(2f - q)es la coordenada axia de la superficie y la coordenada

y, =y- L, 9n(2f - q) esladistanciade lasuperficie a ge de revolucion.

Superficies objeto

4

Diafragma

Figura 3.5. Superficies objeto que generan superficies imagen sagital, tangencia y promedio planas
en un espejo esférico convexo. La superficie SP es un elipsoide que genera una superficie de Petzval
plana.

Lafigura 3.5 muestralos 6valos SS, ST,y SM que se obtienen de las Egs. (3.10), (3.12)
y (3.15), respectivamente. Estos évalos son las superficies objeto que generan superficies
imagen sagital, tangencial y promedio planas en un espejo esférico convexo para campo
amplio. También se muestra en la figura 3.5 otro 6valo nombrado SP. Este dvalo es la
superficie objeto que genera una superficie de Petzval plana, es decir, en caso de que no
existan otras aberraciones primarias. Usando la formula de Gauss (Eg. (3.2)), se encuentra
que SP es un €lipsoide de revolucion. La curva generatriz de este elipsoide se puede

representar por
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r. ={ z,, +a, cos(a),b,sen(a)}, (3.16)

donde a es e angulo medido en el sentido contrario a de las manecillas del reloj desde €

centro de la elipse. Las constantes ap, bp, y 7 estan dadas por

27, °R
=== 3.174
" (47,7 - RY) (3173
b= —2R (3.17h)

\/(42|2 - RZ)

z R?
S LA 3.17¢
ZOP (4Z| 2 _ Rz) ( )

El radio de curvatura de la €ipse en € vétice (a = 0) es Ha:o :bpz/ap.

Reemplazando las Egs. (3.17a) y (3.17b) en €l anterior cociente, se encuentra que € radio de

curvaturaen el vérticees R _ = R,,, = R/2 (Eq. (3.6)).

Por otra parte, aunque SS (Eg. (3.10)), ST (Eg. (3.12)), y SM (Eq. (3.15)) parecen
elipsoides, se puede mostrar que no 1o son. Nétese que estos ovoides tienen un punto comuan

en e vértice y un conjunto de puntos en comun en € anillo que esta en contacto con el

espejo esférico convexo (figura 3.5). Este anillo tiene un radio R, :1/R2 - Z, ’ La imagen
de los puntos del anillo coincide con los puntos del anillo, es decir, la imagen de estos
puntos esta libre de astigmatismo. Por lo tanto, los ovoides SS, ST,y SM deben coincidir

con SP en € espgjo, y como SP es un eipsoide, ninguno de los ovoides SS, ST, 0 SM
puede ser un elipsoide.

Otra forma de ver esto, es mediante € célculo de la curvatura meridional (Eqg. (2.6)) de

r r "
los 6valos, esto es, ¢ = | | donde r =r, (y) representa €l vector posicion de cualquier

el
punto de la curva meridional en €l plano zy de la superficie St (con t representando S, T, 0
M). Los vectores r'y r" son la primera 'y segunda derivadas con respecto al pardmetro y
(coordenaday de la superficie del espgjo). La figura 3.6 muestra el radio de curvatura de la

curvameridional de las superficies SSy ST (linea gruesa) cuando € radio del espejo es R=
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7.8 mmYy laposicion del diafragma es | IV| =180 mm . El radio de curvatura se ha dibujado

parala parte superior de la curva meridional. El dngulo a, asi como en la Eq. (3.16), se mide
desde € centro de las elipses que gustan estadisticamente cada uno de los 6valos (linea
delgada). Una forma de encontrar la elipse de gjuste en cada caso, de acuerdo a la simetria
de la €lipse, es usando los valores maximo y minimo locales del radio de curvatura de los
ovalos. Estos radios deben ser iguales a los radios de curvatura en los vértices (@ =0y a =

p/2) de las elipses de guste.

| | |
400 sS i
= 3994
€ a0} 1
s | ]
= ST
§ 200 - ]
=)
(&)
g i 2239 .
o
'-% 1001 _Rr=156 1
4 - i
e
0 \Rs =52 Puntos de inflexion ——1
| | |
0 p/4 p/2 3p/2 p
a

Figura 3.6. Radio de curvatura de una curva meridiond de las superficies SSy ST (linea gruesa)
cuando e radio del espgjo esR = 7.8 mmy la posicin del diafragma es |I,| =180 mm . El dngulo a
se mide desde € centro de las €lipses que gjustan cada uno de los évalos (linea delgada).

En lafigura 3.6, d minimo loca de SS es d radio Rs = 5.2 mm dado por la Eq. (3.6b).

Este resultado es esperado, ya que en la region paraxial, la forma de las superficies objeto

dadas por las Egs. (3.53) y (3.10) debe ser la misma. El méximo loca @ = p/2) es
aproximadamente Ryass) = 399.4 mm. Entonces, con Rsy Ruass Se puede mostrar que las

longitudes de los gjes principales de la elipse de gjuste estén dadas por

2a, = 2b.°/Rg, (3.184)
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2bs = 23R*R g ss) » (3.18b)
y ladipse de gjuste para SS sera
re ={z, +ascos(a),bssen(a)} (3.19)

donde z,5 =R+|l,|- as. Reemplazando los valores de Rsy Ruxss en las Egs. (3.183) y

(3.18b) setieneque: a; =93.95mMmy b, =22.10 mm .

Siguiendo un andlisis similar a del caso sagital, se pueden encontrar las elipses de
gjuste de los 6valos STy SM. De la figura 3.6 vemos que € minimo local de ST es Ry =
15.6 mm (Eq. (3.6d)) y & méximo local en a = p/2 es aproximadamente Ryasn = 223.9
mm. Las constantes a; y br de la elipse de gjuste son: a; =92.13mm y b, =37.91mm..
Parael ovalo SM e minimo local es Ry = 7.8 mm (Eq. (3.6¢)) y e méximo local en a = p/2
es aproximadamente R,sn = 321.9 mm. Las constantes ay y by de la elipse de gjuste seran:

a, =93.14mmy b, =2695mm.

En lafigura 3.6 € radio de curvatura de los évalos SSy ST se ha dibujado con linea
gruesa. Se puede ver que existe en ambos a casos un punto de inflexion cerca de la
superficie del espgjo, lo que significa que SS y ST no son €lipses ya que € radio de
curvatura de una eipse es una funcion simétrica, como lo muestra la linea delgada en la
figura 3.6. El mismo resultado se aplica a ovalo SM. Sin embargo, al evauar € error
estdndar de las ipses de guste, se puede ver que en la practica, estos dvalos se pueden

aproximar por las elipses de guste.

Para evaluar € error estdndar s, para las €lipses de gjuste correspondientes a los 6valos

SS, ST, o0 SM se utiliza la formula s, =\/é [yt - th]z/(N - 2). Como siempre, €l

subindice t representa cualquiera de los 6valos, y; es la coordenada y del t-ésimo 6valo y
Yir €S la coordenada y de la correspondiente elipse de gjuste. En la Tabla 3.1 se resume los
resultados obtenidos para |os tres casos cuando R= 7.8 mmy [I,|=180mm . También se

incluye los pardmetros de la elipse SP, por supuesto, en este caso, la estimacion del error

esténdar es cero. El nimero de muestras empleado esN = 1342.
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Tabla 3.1. Parametros de las elipse de gjuste de los 6valos SS, ST,y SM.

Superficie (wﬁémyor) (m?é?m;wor) (excentﬁcidad) (errffr (eg]tgr?dar)
ST 92.13 3791 09114 10128
SM 93.14 26.95 0.9572 02212
ss 9395 22.10 0.9719 0.0937
sp 94.88 1924 0.9792 0.0000

3.3. Pantalla para implementar la prueba de Hartmann

En la seccidén anterior se determind la forma de las superficies objeto que generan
superficies imagen sagital, tangencia y promedio planas en un espegjo esférico convexo.
Suponiendo que la formacion de la imagen virtua esta libre de aberracion esféricay coma,
S se elige como pantalla la superficie objeto que genera una imagen sagital plana, laimagen
virtual de un punto objeto de la pantalla se vera como una linea en direccion radia (linea
focal sagital). Si en cambio, se elige como pantala la superficie objeto que genera una
imagen tangencia plana, la imagen virtual de un punto objeto de la pantalla se vera como
una linea perpendicular ala direccion radial (linea focal tangencial). Este tipo de pantalla es
ideal para implementarla en un topdgrafo corneal basado en el sistema de anillos de Placido,
ya que todos los anillos estaran en foco. La desventaja del sistema de anillos de Placido, es
gue solo permite medir la forma de la cdrnea en la direccion radial. Finalmente, s se elige
como pantalla la superficie objeto que genera una imagen promedio plana, la imagen virtua
de un punto objeto de la pantalla se vera como un circulo, denominado el circulo de menor
confusion. La longitud de las lineas focales sagital y tangencia y € diametro del circulo de
menor confusion son proporcionales a diametro del diafragma 2r, (figura 3.4) y a la

distanciadel puntoy, enlaimagen virtual con respecto a gje optico (Conrady [1985]).

Lo anterior sugiere que la eleccion de una superficie objeto que genere una imagen
promedio plana es ideal para aplicar la prueba de Hartmann para evauar la forma de una
superficie reflectora convexa. Con esta prueba podemos obtener informacion de la forma de

la cornea, tanto en la direccion radial, como en la direccion sagital; esto, por supuesto, es
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una representacion mas completa de la forma de la cornea con respecto a sistema de anillos
de Placido.

Supongamos que vamos a implementar la prueba de Hartmann para un espejo esférico
convexo. El radio del espegjo se dlige igua al radio promedio de la cdrnea, esto es, R= 7.8
mm y laregion de evaluacion del espgjo igual a un diametro de 8 mm centrado en €l vértice;
esta region es suficientemente grande, si se considera que la region promedio activa de la
cérnea estd dentro de una circunferencia de unos 6 mm de didmetro. Siguiendo la
recomendacion de Morales [1983], se tomaran 10 puntos a lo largo ddl radio, es decir, la
imagen virtual de los agujeros en la pantalla serd un arreglo cuadriculado de puntos
separados 0.4 mm a lo largo de la direcciones x 0 y, como se muestra en la figura 3.7. El
numero total de puntos en la region circular serd 309. La region més grande que puede ser

evaluada con € €lipsoide, esto es cuando z = z y y = Yy, estara contenida en una

circunferenciade radio R =+/R? - z,> =6.70 mm . Sin embargo, en la préctica esto no se

puede realizar, ya que € €elipsoide estaria en contacto con € ojo del paciente.

Yi

0.4 mm

4.0 mm

Figura 3.7. Cuadricula de puntos en € plano imagen virtual para aplicar la prueba de Hartmann.

Para que la imagen virtual de los agujeros este libre de aberracion esféricay coma, se

colocara el diafragma a una distancia |1, | =180 mm del vértice del espejo. El diametro del
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diafragma 2r, (figura 3.4) sera aproximadamente 10 mm (como se mostrara mas adel ante).
Esto garantiza que € rayo marginal que emerge del punto P, vige muy cerca de rayo
principal, por lo que los focos sagital y tangencial estardn précticamente sobre € rayo
principal. Por otro lado, la pupila de entrada de esta parte del sistema Optico es muy pequeia
y se puede despreciar la aberracion esférica. Con estos pardmetros, la pantalla serd un
elipsoide cuyas dimensiones estédn dadas en la tabla 3.1 para SM. En los extremos de la
pantalla elipsoidal, se dispone de sendas aperturas para dar cabida a la superficie reflectora
convexay a diafragma (figura 3.9).
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Figura 3.8. Coordenadas (zv, yu) de la curva meridional en € plano zy del ovoide SM en funcién
deladturaimagen h, (R=7.8mmy |I,| =180 mm). Lamayor parte de |os agujeros se encuentra en
lamitad del ovoide cerca del espgo esférico de referencia (ala derecha de la linea segmentada h, =

1.12).

Y a que la pantalla es un elipsoide de revolucion, basta considerar la curva meridional de
esta superficie en € plano zy para determinar la distribucion de los agujeros. De esta
manera, se puede obtener la cuadricula de puntos en la imagen virtual. La posicion de

cualquier punto en el arreglo cuadriculado se puede representar por r, = h, (coss,sns),

donde h, esladistanciaentre el puntoy el centro del arreglo; s es el angulo del radio vector

con la horizontal. La figura 3.8 muestra las coordenadas (zy, Yv) de la curva meridional en el
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plano zy del ovoide SM (Eg. (3.15)) en funcién de la aturaimagen h,, que en este caso es
igual alacoordenaday, de lafigura 3.7. Entonces, un punto de la cuadricula a una distancia
h, del centro del arreglo y con un angulo s con respecto a la horizontal, serd la imagen
virtual de un agujero con coordenadas (z4, yu) en la curva meridional de SM que esta
contenida en un plano meridional que forma un &ngulo s con respecto a plano xz. En la
figura 3.9 se muestrala posicion de los agujeros en el elipsoide SM cuya imagen virtua sera
uno de los cuadrantes de la figura 3.7. De la figura 3.8 se puede ver que la mayor parte de
los agujeros estaran ubicados en la mitad del elipsoide que esta més cerca de la superficie

esféricade referencia (figura 3.9).

Figura 3.9. Distribucion espacia de los agujeros en un cuadrante del ovoide SM. Esta distribucion
de agujeros genera una cuadricula de puntos en e plano imagen virtua para €l espejo esférico de
referencia (figura 3.7).

Esta distribucion espacia de los agujeros es similar a la distribucion espacial de lineas
gue obtiene Diaz [2000] para una superficie objeto cilindrica. La imagen virtual de las lineas
pintadas sobre la superficie cilindrica generada por una superficie reflectora convexa
consiste en una cuadricula de lineas. De acuerdo a lo discutido en §3.2, no todas las lineas
en la imagen se estaran igualmente enfocadas. Diaz obtiene la distribucion de las lineas en
la superficie cilindrica por medio de un trazo inverso de rayos y propone esta superficie en

una prueba nula para evaluar superficies asféricas convexas con un F/# pequefio.
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Hasta e momento no se ha mencionado algo a respecto del tamafio de los agujeros.
Para ver como esto afecta la forma de los puntos imagen en la cuadricula, supongamos
primero que los agujeros son infinitamente pequefios, es decir puntos mateméticos. Como la
pantalla se escogio igual a eipsoide SM, la imagen de un punto objeto de la pantalla sera
un circulo (de menor confusion) cuyo didmetro es proporciona a astigmatismo longitudinal
y a diametro del diafragma. En la figura 3.10 se muestran las curvas de astigmatismo para
laimagen virtual de la pantalla SM. Como es de esperarse, la superficie imagen promedio M
es un plano que biseca las superficies de campo Sy T. Se puede mostrar que el diametro del

circulo de menor confusion esta dado por

p, =L (3.20)

° 2(Fm)

donde € astigmatismo longitudinal es la diferencia (T - S a lo largo del rayo principal
reflejado. El E/#) se puede aproximar por (F /#) =|l,|/2r,, donde r, es e radio del

diafragma (figura 3.4).

Alturaimagen, hi (mm)

-04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04
z (mm)
Figura 3.10. Curvas astigmaticas sagita (S) y tangencial (T) parae évalo SM. La superficie plana

promedio (M) bisecaa Sy T. En esta superficie plana la imagen de un punto objeto en SM es un
circulo de menor confusion.
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De la Eqg. (3.20) se tiene que € diametro del circulo de menor confusion varia
proporcionalmente con la altura h, en una cantidad dada por €l astigmatismo longitudinal.
Con este resultado, podemos anticipar que para obtener puntos imagen del mismo diametro

en la cuadricula, se requiere tener agujeros de distinto tamafio en el eipsoide.

Ademas del efecto del astigmatismo en € tamafio de los puntos imagen, debemos
considerar la variacion de tamafio debida al aumento que produce € espgo esférico para
objetos que se encuentran a diferente distancia. Consideremos primero e aumento
producido por € espejo esférico alo largo de un meridiano. Una forma directa de medir este

aumento es considerar un elemento de longitud dh, en la Eq. (3.15) para obtener e elemento

de longitud de arco ds,, :«/(dzM)2 +(dy,)*> a lo largo de la curva meridiona. Sin

embargo, una manera mas fécil de encontrar e aumento se obtiene mediante un célculo
numeérico. Supongamos que se quiere obtener punto imagen con un diametro igual a 20 nm,
entonces, de la Eq. (3.15) podemos calcular la longitud de un agujero a lo largo del
meridiano. Dividiendo e didametro del punto imagen entre la longitud calculada del agujero,
se obtiene e aumento meridional m como se muestra en lafigura 3.11.

O. 150 T T T T T T T T T

0.125

0.100

0.075

0.050

Aumento meridional, m

0.025

1 1
0 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40

Alturaimagen, hi (mm)

Figura 3.11. Aumento en la direccion meridiona para puntos objeto en SM como funcion de la
alturaimagen h,.
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Supongamos que Ds, es la longitud del agujero a lo largo de un meridiano, entonces la
longitud del punto imagen correspondiente, visto con un sistema éptico cuyo diafragma esta

en |1,,| =180 mm desde € vértice del espejo, sera
D, =[m(Ds,)* D,.]* Dy, (3:21)

donde D, =1.22(F /#) es @ diametro del primer anillo oscuro de Airy en micrémetros,

suponiendo que la longitud de ondade laluz es | = 0.5 mm. El simbolo (*) representa la
operacion de convolucion. Yaque ladistanciaméxima h, (y;) es mucho menor que |IV | el
patrén de difraccion Dy €s préacticamente una constante para cualquier punto imagen de la
cuadricula. Entonces, para obtener puntos imagen de igual tamafio D, se debe resolver la
Eq. (3.21) para Ds, y como Dy €s una constante, basta con resolver e término dentro de

los corchetes. Definiendo D, '= m(Dsa)* D,. Yy ya que la operacion de convolucion produce

un ensanchamiento de m(Ds,) en una cantidad igua a D, se puede aproximar D, por
D, " m(Ds,) + D,.. Esté aproximacion permite calcular la longitud de Ds, y en la préctica

esto sera suficiente.

Ahora, supongamos que Ds, es la longitud del agujero en la direccion perpendicular a
meridiano. Como €l espgjo esférico de referenciay € elipsoide SM forman un sistema con

simetria de revolucién, es facil mostrar que
Ds, = m(Ds, )2 . (3.22)

Asi, determinando Ds, y Ds, podemos obtener |a forma aproximada de los agujeros para

tener una imagen virtual de circulos del mismo tamario.

Se ha mencionado que e tamafio de los puntos imagen depende del tamafio del circulo
de menor confusién y del efecto de difraccidn, y ambos factores son funcién de (F/#). Sin
embargo, € tamafio del circulo de menor confusién disminuye cuando E/#) aumenta,
mientras que el tamafio del primer anillo de Airy aumenta cuando F/#) aumenta. Por 1o
tanto, es necesario encontrar € valor apropiado de (F/#) para obtener € menor

ensanchamiento en € tamafio del circulo m(Ds,). Igualando el término de difraccion con el
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circulo de menor confusion para la maxima atura h;, se obtiene que & (F/#) éptimo esta

dado por

(F 1#) = [ AstL/2.44 (3.23)

cuando AstL esta dado en micrémetros. De la figura 3.10 se tiene que AstL = 617 mm para h,
= 4.00 mm cuando |l,|=180mm. En consecuencia, de la Eq. (3.23), (F/#) = 156.
Finalmente se encuentra que € radio éptimo para del diafragma es r, = 5.7 mm. Esto

significa que € diametro del primer anillo de Airy es Dyt = 19 nm. El mismo vaor se

encuentra para el circulo de minima confusion correspondiente a h, = 4.00 mm.

35 T T T T T T T T T

3.0

25

2.0

—= 0.96

05+ | ]

15

1.0

Tamafio del agujero en lapantalla SM (mm)

0 1 | 1 1 1 1 1 1 1
0O 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40

Alturaimagen, hi (mm)

Figura 3.12. Geometria de los agujeros en la pantalla SM. De las longitudes Ds, y Ds, se deduce que
los agujeros en la pantalla deben ser de forma eliptica con excentricidades que varian del tal manera
que las imagenes de todos los agujeros en € plano imagen sean manchas circulares (puntos imagen)

del mismo didmetro igua a 30 mm limitado por difraccion. Por g emplo, un punto imagen que esta a
0.8 mm dd centro de la cuadricula se genera con un agujero cuya longitud meridiona es 3.04 mmy
cuya longitud sagital (perpendicular alameridiona) es 0.96 mm.

Supongamos que se desea obtener puntos imagen limitados por difraccion de un
diametro igual a 30 mm, de modo que la imagen de los puntos vista con un sistema Optico
serd aproximadamente de 50 mm de diametro. La figura 3.12 muestra las longitudes Ds, y
Ds, de los agujeros en la superficie SM para obtener imégenes virtuales circulares limitadas

por difraccion de 30 mm de diametro. De esta figura, se puede ver que la forma de los
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agujeros en la superficie SM es aproximadamente de tipo eliptico. La excentricidad de esta
elipses es funcion de la atura imagen h,. En € vértice de la superficie SM (h = 0) la
excentricidad es cero, es decir, un agujero ali debe ser circular. Para hy » 1 mm la
excentricidad del agujero correspondiente toma un valor maximo de 0.95. Luego la
excentricidad de los agujeros disminuye y se hace nuevamente cero en h, » 3.6 mm. En la
figura 3.12 se sefida la forma de un agujero de SM para generar un punto imagen limitado

por difraccion de 30 mm de diametro a una atutah, = 0.8 mm.

Con los resultados de la figura 3.12, podemos volver a la figura 3.9 y reemplazar cada
punto objeto por un agujero tipo elipsoidal de la geometria apropiada, para obtener una
cuadricula de circulos del mismo tamarfio en e plano imagen virtual generado por e espegjo
esférico convexo. Al reemplazar €l espego esférico por una cérnea real, esta cuadricula de
puntos (circulos) sera distorsionada y de esta distorsion sera posible obtener la forma de la

cornea.

Lo mas relevante del capitulo
De los resultados obtenidos en este capitulo se puede resaltar |o siguiente:

a. Las superficies objeto que generan imagenes virtuales sagital, tangencial y promedio
planas en un espgo esférico convexo difieren ligeramente de elipsoides de

revolucion.

b. Yaque e diafragma del sistema esté localizado en e vértice de la superficie objeto,
se encuentra que €l radio de curvatura en € veértice de las superficies objeto sagital,
tangencial y promedio, esta relacionado de una manera sencilla con € radio de la
superficie esférica de referencia. En consecuencia, es posible estimar rapidamente la

forma de los elipsoides que g ustan cada uno de los ovoides SS, STy SM cuando la
distancia |IV| es mucho mayor que € radio de la superficie de referencia. Usando la
ecuacion del radio de curvatura de una €elipse en € vértice R, =b*/a, con
a= QIV| + R)/Z, es posible encontrar b; a es la mitad de la longitud del e mayor y

b eslamitad de lalongitud del je menor de la élipse. Asi, con ay b en cada caso, se

determina la forma de los elipsoides que gjustan los ovoides SS, STy SM.
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c. Con € propdsito de implementar la prueba de Hartmann en la evauacion de la

forma de la cornea, se escogi6 la superficie objeto (pantalla) SM que genera una
imagen virtual promedio plana.

d. De ladistribucion espacia de los agujeros en la superficie objeto SM, se encuentra
gue la mayor parte de los agujeros estan en la mitad del ovoide que esta mas cerca

del espegjo esférico de referencia

e. Los agujeros en la pantalla SM son de forma eliptica. La excentricidad de estas
pequefias elipses es funcion de la atura de la imagen de estos agujeros en € plano
imagen virtual.
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4. Disefio y fabricacion de un prototipo del topdgrafo corneal tipo
Hartmann (TCH)

Este capitulo describe la fabricacion de un instrumento prototipo para medir la topografia
de la cornea con base en los resultados obtenidos en €l capitulo 3. A este prototipo se le
denominard TCH (topografo corneal tipo Hartmann). La descripcion del TCH se hard en
cuatro partes: fabricacion de la pantalla; perforacion de los agujeros en la pantalla; sistema
de iluminacion; y sistema Optico formador de imagen. La region de evaluacion de la cornea
con este prototipo serd una region circular de 6.4 mm de diametro. Manteniendo la
separacion de 0.4 mm entre puntos de la cuadricula a lo largo de las direcciones horizontal
y vertical, e nimero total de puntos se reduce a 197 puntos. Lo anterior significa que €l
nimero de puntos a lo largo de los gjes x; 0y, de la figura 3.7 se reduce de 20 a 16 (sin
contar € punto central). Asi, la altura maxima de un punto de la cuadricula con respecto al

origen serade 3.2 mm.

4.1. Fabricacion de la pantalla

Siguiendo los resultados del capitulo 3, seleccionamos la superficie objeto SM para
implementar la prueba de Hartmann en la medicion de la topografia corneal. Los
parametros utilizados se muestran en la Tabla 3.1, esto es, un €ipsoide con longitudes de
semige mayor a = 93.1 mmy longitud de semigje menor b = 26.9 mm.

a

Figura 4.1. (a) Molde de aluminio y (b) mitad de la pantalla elipsoidal SM en pléstico.



4. Disefio y fabricacién del TCH 54

La pantalla elipsoidal se construye de una resina plastica transparente de 3 mm de
espesor, de modo que las dimensiones de la parte interna correspondan a los de la superficie
SM. La pantalla se compone de dos partes iguales, empleando para ello un molde de
aluminio. La figura 4.1(a) muestra e molde de auminio y la figura 4.1(b) muestra una de
las partes de la pantalla elipsoidal en plastico.

Antes de unir las dos partes para obtener la pantalla completa, se cortan los extremos
cerca de los vértices de modo que € sistema final quede como el mostrado en la figura 3.9.

La perforacion de los agujeros también se hace por separado en cada una de las partes.

4.2. Perforacion de los agujeros en la pantalla

La ubicacion de los agujeros en cada una de las partes de la pantalla esta determinada por
los resultados dados por la figura 3.8. Para obtener aproximadamente la forma eliptica de
los agujeros, la perforacion de los agujeros se hace en direccion hacia el centro del espegjo
esférico (figura 3.9). La figura 3.12 da la geometria de cada uno de los agujeros para
obtener una imagen circular de 30 mm de diametro para cada uno de los agujeros (sin €l
efecto de la difraccién). Sin embargo, en la practica no fue posible encontrar las brocas de
los didmetros apropiados. La perforacion se realizd con brocas de los siguientes diametros
1.58 mm (1/16"), 0.79 mm (1/32") y 0.40 mm (1/64").

Para realizar cada una de las perforaciones en la direccion adecuada y lugar preciso en
la pantalla, primero se fabricé un contra-molde de cada una de las partes de plastico con
propésito de marcar sobre estos contra-moldes la posicion de los agujeros. Cada contra-
molde se montd sobre una plataforma giratoria graduada en grados y con un nonio de 5
minutos de arco. El ge de la plataforma giratoriay € e de simetria del contra-molde se
hicieron coincidir. En un sistema de tradacion de un solo grado de libertad graduado en
milimetros y con un nonio de 10 micrometros se monté un laser He-Ne de 5 mw, de tal
manera que € rayo laser se pudiera desplazar verticamente a lo largo del gje de simetria
del contramolde. El centro de la seccién transversal del rayo laser sobre la superficie del
contraemolde, permite marcar la posicion de cada uno de los agujeros. Una vez marcados
los agujeros en cada contra-molde, se colocé cada parte de la pantalla plastica y se

taladraron los agujeros. La figura 4.2(a) muestra € sistema de marcacion y perforacion de
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cada uno de los agujeros y la figura 4.2(b) muestra las dos partes de la pantalla con las

perforaciones.

Figura 4.2. (a) Sistema de marcacion y perforacion de los agujeros; (b) pantalla plastica con los
agujeros.

4.3. Sistema de iluminacion

Para generar la cuadricula de puntos luminosos en e plano imagen virtual, se insertaron
segmentos de fibra Optica pléstica (~ 7 mm de longitud) en cada uno de los agujeros. Los
diametros de las fibras opticas disponibles fueron: 0.35 mm, 0.55 mm, 0.75 mm y 0.95 mm.
Uno de los extremos de cada fibra Optica se degjo a ras con la superficie interna de la
pantalla. El otro extremo de las fibras sobresale con respecto a la superficie exterior de la
pantalla; este extremo recibira la luz. De esta manera se observarén en la superficie interna
de la pantalla puntos luminosos de diferentes didmetros. La parte interna de la pantalla se
pintd de negro mate y la parte externa se pintd de blanco mate. La iluminacion se genera
con una lampara circular fluorescente colocada en uno de los extremos de la pantalla (cerca
al diafragma del sistema) como se muestra en lafigura4.3(a). Finalmente, para optimizar la
iluminacién, se coloca una cubierta con una superficie interna de blanco mate. El aspecto

externo del instrumento queda como se muestra en la figura 4.3(b).

Entonces, e paciente debe colocar su 0jo en e extremo sefialado en la figura 4.3(b)
como “Lado de la Cérnea’. El paciente podra observar una cuadricula de puntos luminosos.
Dd otro lado del instrumento, se coloca un sistema Optico para formar una imagen real de
la cuadricula reflgjada en la cornea (8 4.4). Para que la imagen de la cuadricula quede
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centrada, €l paciente debe mirar hacia e centro de la cuadricula. Por otra parte, €l
instrumento, incluyendo el sistema Optico, debe moverse con respecto a la cérnea del
paciente hasta que la imagen esté en foco. La cornea quedara ubicada aproximadamente en

uno de los vértices de la pantalla elipsoidal.

Lado de la Cornea =

- | ."_ .

§ Lado del sistema e
i formador de imagen

Figure4.3. (@) Pantallay & sistemadeiluminacion del TCH; (b) aspecto externo del TCH.

4.4. Sistema de 6ptico formador de imagen

Para formar una imagen real de la cuadricula de puntos en un plano virtual localizado a R —
z = 3.81 mm detrés del vértice del espejo esférico de referencia de radio 7.78 mm (figura
3.4), se empled un sistema acromdtico doble con e diafragma en medio de las lentes
acrométicas. De acuerdo a lo discutido en e capitulo 3, la pupila de entrada del sistema
optico formador de imagen debe localizarse en € vértice de la pantalla que esta en € lado
opuesto de la cornea. Sin embargo, no fue posible disponer de los dobletes acromaéticos de
las distancias focales apropiadas para que el diafragma quedara en la posicion adecuada; en
su defecto, se utilizo e sistema optico mostrado en la figura 4.4. Este sistema acromético
doble se colocd a una distancia aproximada de 230 mm con respecto a plano imagen
virtual (figura 4.5), de tal manera que un objeto virtual de atura h, = 32 mm en la
cuadricula de puntos es visto en € plano imagen red (sensor CCD a 149.9 mm de la
superficie 7 del sistema 6ptico) como unaimagen real de altura h’ = —2.14 mm, es decir, €l

aumento paraxial del sistema es —0.67. El disefio anterior, permite obtener una imagen
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completa de la cuadricula de puntos sobre e éarea del sensor CCD. Las dimensiones del
sensor CCD son 6.35x4.76 mm (1/4”x3/16”) y € nimero de pixeles es 768x494.

2 3 4 56 7
| |
| |
i
| |
| |
I
P, P
| |
| |
i
| |
| |
i
[} [}
L1 L2
Pent PsaL
Superficie Radi o( mm Espesor(mm  Medio I ndi ce
1 253.10
4. 00 SF5 1.6727
2 87.26
8.50 BK7 1.5168
3 -124.12
15. 00 Aire 1. 0000
D afragma = -------
15. 00 Aire 1. 0000
5 109. 16
6. 00 BK7 1.5168
6 -79. 38
3.00 SF5 1.6727
7 -226.03

Figura4.4 C)pticadel TCH. Lasuperficie 4 representa e diafragma; Penr 1a pupila de entrada; Psa.
lapupilade sdida; Py P los puntos principales (o puntos nodales). La distanciafoca deL; esf; =
200 mmy ladistanciafoca deL, esf, = 175 mm.

230 215 24 1499

Eliptica

of - O

Diafragma

Pantalla ‘

Figura 4.5. Sistema Optico dd Topdgrafo Corned tipo Hartmann, TCH.
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L os parametros del sistema Optico de la figura 4.5 obtenidos con el programa de disefio
OSLO LT5 cuando € radio del diafragmaesr, = 5.16 mm se muestran en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1 Pardmetros paraxiaes del sistema éptico de lafigura4.5
(obtenidos con & programa de disefio OSLO LT5).

APERTURE
Entrance beam radi us: 5. 100000 I mage axial ray slope: -0.033071
hj ect num aperture: 0. 022168 F- number : 9. 085577
| mmge num aperture: 0. 033063 Wor ki ng F- nunber : 15. 122485
FI ELD
Field angl e: -0.719772 hj ect hei ght: 3. 200000
Gaussi an i nage hei ght: - 2. 145550 Chief ray ims height: - 2. 145550
CONJUGATES
oj ect di stance: 230. 000000 Srf 1 to prin. pt. 1: 25.701485
Gaussi an i mage dist.: 149. 889186 Srf 7 to prin. pt. 2: -21.554703
Overall lens length: 51. 500000 Total track |ength: 431. 389186
Par axi al magni fication: -0. 670485 Srf 7 to image srf: 149. 889186
OTHER DATA
Entrance pupil radius: 5. 648031 Srf 1 to entrance pup.: 24.715116
Exit pupil radius: 5. 702840 Srf 7 to exit pupil: -22.550643
Lagrange invariant: 0. 070957 Pet zval radi us: -128.927747
Effective focal length: 102.631234

Con esta configuracion, €l radio de la pupila de entrada es ~ 5.65 mm y € radio de la
pupila de salida es ~ 5.70 mm. Suponiendo una longitud de onda | = 0.5 nm, € didmetro
de la mancha de difraccién vista desde la pupila de entrada es Dgi; ~ 22 nm. Ya que este
sistema no es de conjugados 1:1, la imagen fina de la mancha de difraccion varia 'y de
acuerdo a la Tabla 4.1, su diametro es Dy ~ 15 nm. De acuerdo a lo mencionado en €
capitulo 3, € tamarfio final de los puntos imagen sera 45 mm de didmetro. Como se verd més
adelante en las imégenes obtenidas para la esfera de calibracion y en corneas reaes, los
puntos imagen no mantienen en realidad € mismo tamafo, debido a la imposbilidad
préctica de hacer los agujeros con los diametros apropiados y también a la falta de tener
fibras opticas apropiadas.

Cuando la imagen de la cuadricula generada por la esfera de referencia esté en foco,
cada 26 pixeles de laimagen corresponden a 0.4 mm. Asi el tamafio promedio de |os puntos
de la cuadricula se estima en 4 x 4 pixeles, esto es, 60 mm de diametro aproximadamente.
El centro de intensidad de cada punto, evaluado de la misma forma como se evalla €

centro de masa de un cuerpo, se toma como la localizacion espacial del punto.
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Aunque € sistema optico de la figura 4.4 en una configuracion confocal ofrece una
mejor correccion de las aberraciones, con coma, distorsion y color lateral (aberracion
cromética de aumento) cercanas a cero, no se utilizé esta configuracion ya que e aumento
paraxial m = — f,/f; = — 0.875. Con este aumento, no es posible obtener una imagen
completa de la cuadricula de puntos en €l area del sensor CCD. Por esta razén, se ago €
sistema oOptico de la cornea, hasta obtener un aumento apropiado para € registro de la
imagen en el sensor CCD. A pesar de no tener una configuracién confocal, los resultados
obtenidos con e sistema de la figura 4.5 son igualmente satisfactorios, tal y como se

muestraen laTabla4.2 'y en lafigura4.6.

Tabla 4.2 Aberraciones de Seidel del sistema optico de lafigura4.5 parah, = 3.2 mm.

Sup SphT ComaS Ast TS PtzT Di st
1 -0. 002795 0.000734  -0.000193 -0.000123 8.3071le-05
2 0.004343 -0.000321 2.3746e-05 5.4653e-05 -5.7970e-06
3 -0.002072 -0.000680 -0.000223 -0.000213 -0.000143
Di af ragma -- -- -- -- --
5 -0.001234 0. 000443 -0.000159 -0.000242 0. 000144
6 0. 006917 0.000432 2.7012e-05 6.0078e-05 b5.4423e-06
7 -0.006375 -0.001273 -0.000254 -0.000138 -7.8370e-05

Sunma -0.001215 -0. 000666 -0.000779 -0.000602 4.8320e-06

La nomenclatura usada en la Tabla 4.2 significa: SphT, aberracion esférica transversal;
ComaS, coma sagital; AStTS, astigmatismo transversal sagital; PtzT, corrimiento lateral de
laimagen debido ala curvatura de Petzval; Dist, distorsion.

Como es de esperarse, la aberracion esférica es despreciable, debido a la correccidn que
introducen los dobletes acromaticos y a que €l radio de la pupila de salida (Tabla 4.1) es
mucho menor que la distancia de la pupila de salida al plano imagen (sensor CCD).
También se puede ver en e diagrama del trazo de rayos (figura 4.6) que la aberracion
cromética esta corregida para las lineas F (0.486 mm) y d (0.587 mm). Aunque €l sistema
optico de la figura 4.5 no es simétrico, se tiene que la distorsién, comay color lateral son
précticamente despreciables. La correccion optima de la distorsién que pueda introducir €l
sistema Optico formador de imagen es muy importante, ya que la tarea del TCH es evaluar
la distorsién del arreglo cuadriculado de puntos producido por las deformaciones de la

cornea con respecto a una esfera de referencia.
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Obj Heipht 3.2 nm
+0.0L mn ASTIGMATISM LONGITUDINAL CHROMATIC
SX T+ (mn) SPHERICAL ABER. (mm) FOCAL SHIFT (mm)
T rD
0.6
ObJ Heipnt 2.24 mm Lo.s
70.0L mn 3
_0.‘1. L L ID:i -OI.EI L L .‘E _1.' L L I1I
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:=/ E % r 0.0005 —

——

70.0L mn L -5.0005
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INAGE NA: 0.037 EFL: 103nn 30 may 01
WAVELGTH: + 0.5BH 4:0.486 o 0.656 microns RAY TRACE ANALYSIS 02 53 p.m.

Figura 4.6. Trazo derayos parael sistemadptico de lafigura4.5.

A pesar de no haber mantenido la configuracion con la pupila de entrada del sistema
optico formador de imagen en el vértice de la superficie SM, € sistema utilizado no
introduce variaciones apreciables en la geometria de la cuadricula de puntos, ni
modificaciones en las curvas astigméticas de la figura 3.10. Lo anterior se debe a que €
angulof (figura 3.4) practicamente no cambia al mover la pupila de entrada del vértice de
SM hasta la distancia ~ 250 mm desde el espejo de referencia (figura 4.5). Por otro lado, €l
angulo g (figura 3.4) s cambia apreciablemente, pero su magnitud en cualquier caso es tal

que & cosq ~ 1.00.

El astigmatismo introducido por la dptica del sistema formador de imagen también es
muy pequefio, por lo que e efecto en la calidad de imagen de los puntos es minimo. Para
evaluar la posicion de la imagen real de los puntos de la cuadricula, se calcula e centro de
intensidad del punto, de la misma forma como se calcula el centro de masa de un cuerpo.
Ya que la coma es despreciable, €l centro de intensidad del punto précticamente coincide

con laposicion del rayo principa en cada caso.
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a b

Figura 4.7. (&) Imagen de la cuadricula de puntos generada por una esfera de referencia de radio
7.78 mm con un error pico-valede | /5 (I = 0.632 mm); (b) imagen de la cuadricula generada por
una cornea con deformaciones.

La figura 4.7(a) muestra la imagen de la cuadricula de puntos generada por una esfera
de referencia de radio 7.78 mm con un error pico-vallede | /5 (I = 0.632 nm). Nétese que
en efecto todos los puntos aparecen en foco. La imagen no es una cuadricula perfecta
debido a que la marcacion de los puntos y la perforacion de los agujeros (8 4.2) se hizo en
forma manual. La figura 4.7(b) muestra laimagen de la cuadricula generada por una cérnea
con deformaciones respecto a una superficie esférica. El formato de cada una de las
imégenes es 640x486 pixeles.

Si la cérnea no se encuentra en la posicion axial adecuada, se introducira un defoco en
la imagen. Ya que € sistema oéptico formador de imagen no tiene una configuracion
telecéntrica, e defoco en la imagen introduce distorsion. Por otra parte, s la cornea no esta
centrada con respecto a ege Optico del sistema, también se introduce distorsion en la
imagen. En ambos casos, |a distorsion introducida genera errores en € andisis posterior de
la forma de la cornea. Lo anterior implica que es muy importante obtener imagenes en foco
y centradas. La figura 4.8(a) muestra la distorsion de barril generada cuando la esfera de
referencia se encuentra fuera de foco. La figura 4.8(b) muestra la distorsién de cojin
generada cuando la esfera de referencia esta dentro de foco. Notese el efecto de las curvas

astigméticas de la figura 3.10 en la forma de los puntos en cada imagen.
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Figura 4.8. (a) Distorsion de barril de la cuadricula de puntos introducida cuando la esfera de
referencia esta fuera de foco; (b) distorsion de cojin de la cuadricula de puntos introducida cuando
la esfera de referencia esta dentro de foco.

La figura 4.9 muestra e TCH en operacion en el laboratorio de interferometria en el
Centro de Investigaciones en Optica. EI TCH, e sistema Optico formador de imagen y la
camara CCD se fijaron a la mesa. El paciente coloca su barbilla sobre una base que se
puede desplazar hacia arriba 0 hacia abgjo. En la préctica, la cabeza del paciente debe ser
inmovilizada mientras € oftalmélogo manipula € topografo corneal hasta que la cérnea del
paciente quede en foco y centrada. Para que € ge visual del ojo coincida con € e del
sistema Optico, € paciente debe observar hacia un punto de referencia ubicado en el centro

de la cuadricula.

Figura 4.9. Operacion del TCH en e Centro de Investigaciones en Optica.
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Lo mas relevante del capitulo

La construccion del topografo cornea tipo Hartmann (TCH) con base en los resultados del
capitulo 3 se ha logrado satisfactoriamente. Aunque la imagen de los puntos generada por
una esfera de referencia de radio 7.78 mm no es una cuadricula perfecta, los resultados que
se obtienen permitiran realizar evaluaciones de la forma de corneas reales. Para minimizar
e error, la distorsion de la cuadricula generada por una cornea (figura 4.7(b)) se comparara

con laimagen de la cuadricula obtenida con la esfera de referencia.
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5.  Mapasdecurvaturay deelevacion obtenidos con € TCH

En la prueba usual de Hartmann en espejos concavos (Ghozeil [1992]), la region del frente
de onda bagjo andlisis practicamente coincide con la posicion del agujero y la aberracion
transversal del rayo es evaluada en un plano posterior (figura 3.1). En nuestro caso, con la
prueba modificada de Hartmann, la aberracion transversal de cualquier rayo vista en €
plano del diafragma (figura 3.4) es cero, mientras que la posicién de los puntos de la
cuadricula en e plano imagen virtual (Figuras 4.7(a) y 4.7(b)) varia segun la forma de la

superficie bgjo prueba. Lo anterior seilustraen lafigura5.1.

e
RDe \
o
P oy \
De Q
Whru W /
WREF
~— _—
& Diafragma
Y
Dy
Y,
e
, Rcose-z
Z Zs

Figura 5.1. Una variacion en la forma de la superficie de prueba con respecto a la superficie de
referencia se observa como un desplazamiento lateral de la posicion de los puntos de la cuadricula.

En la figura 5.1, Wery Y Wker representan e perfil de las superficies de prueba y de
referencia respectivamente. P es un objeto puntua en la pantalla SM (figura 3.9); Q es un
punto sobre Wrger donde incide € rayo principal y laimagen virtual de P generada por Wker
Se encuentra a una altura y;; Q' es un punto sobre Wer, donde incide e rayo principa y la

imagen virtua de P generada por Wery Se encuentraauna aturay’. Dy =y, —y,’ representa
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el corrimiento lateral de las imagenes virtuales del punto P generadas por las superficies de

referenciay de prueba

En la préctica, las variaciones de la superficie de prueba (cornea) con respecto a la
superficie de referencia, son pequefias comparadas con e radio de la superficie de
referencia, por 1o que € arco que subtiende e angulo De es aproximadamente igual a

segmento Q' Q. Con base en |o anterior, es posible escribir la siguiente relacion:
Dy'= RDecose. (5.1)

Por otra parte, de la geometriade lafigura 5.1 se tiene que

Dy Dy (5.2)

z, z - (Rcose- z,)

Definiendo W =W, - W, Y suponiendo que e segmento Q'Q es mucho menor que

e radio R, es posible relacionar el dngulo De con la variacién de las pendientes de Wery Y

Wker SEQUN
De=- W (5.3)
Ty

Delas Egs. (5.1), (5.2) y (5.3) se puede relacionar la variacion de las pendientes de las
superficies de referencia 'y de prueba con la variacion en la posicién Dy de los puntos de la

cuadricula. Por lo tanto

LA (5.4)

donde f(e) =z Rcose/[zS - (Rcose- z, )] . Yaque zz > Ry z >> gz, entonces
f (e) » Rcose. Lo anterior se puede interpretar como una correccion en el factor cos(e) al
radio de la esfera de referencia. Para €l punto més alejado del ge dptico en la cuadricula,
estoesy, = 3.2 mm, € vaor del factor cose » 0.93, mientras que para los puntos cercanos
al ge optico, se puede aproximar f (e) » R. En la préactica, se puede mostrar que este factor
de correccion no introduce modificaciones apreciables con respecto a los resultados que se
obtienen si sereemplaza f(e) por R en todos los casos. Para la componente en la direcciéon x

se obtiene una expresion similar ala Eq. (5.4).
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5.1. Mapas de curvatura ( X, y, ¢ = curvatura)

Para obtener la informacion de la curvatura local de la superficie de prueba, supongamos
gue tanto la superficie de referencia como la de prueba, se pueden evaluar localmente
mediante las funciones Waerqocay : Z=hg(X YY) Y Weruosay © Z=ho(X,y) . La region que
describe cada funcion estara determinada por los grupos de cuatro puntos més cercanos
entre si de la cuadricula, proyectados en la superficie de prueba a lo largo de los rayos
principales. La seleccién de los cuatro puntos més cercanos se puede redizar de dos

maneras, tal y como se ilustraen lafigura 5.2.

Y, Y
//‘,b\ 0.4 mm b
// \' ci./’\\- 0.2v2 mm
£y Q, — X L Q 1 X
\ ;a \ / !
\\ // d‘\— /la
\(j_“_ -
a b

Figura 5.2. Grupos de los 4 puntos més cercanos en la cuadricula de puntos. En (@) la distancia de
cada punto & origen de coordenada es r =04 mm . En (b) la distancia de cada punto a origen de

coordenadaes r =0.242 mm.

Ya que suponemos que las variaciones de la superficie de prueba con respecto a la
superficie de referencia son pequefias comparadas con € radio de la superficie de referencia,
es posible escribir la diferencia local de las sagitas de Wkerqocay Y Weru(Locay COMO (Maacara
[1992b]):

W =1S(x* + y?) +1C(xsenc - ycosc) + P(xcosw +y senw) + B(xcosb + ysin b)(x* +y?).
(5.5
Lacoordenada (X, y) = (0, 0) correspondera a punto Q' (0 Q), que puede ser cualquiera de
los puntos de la cuadricula (salvo los puntos de la periferia) cuando se usa la configuracién
de la figura 5.2(a). El error de foco S es la curvatura minima con respecto a la esfera de

referencia, es decir, S=c, - 1/ R siendo ¢, la curvatura minima de la superficie de prueba
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en Q'. El astigmatismo o € cilindro C mide la diferencia entre la curvatura maxima y la
curvatura minima con respecto a la esfera de referencia (Eq. 2.17), es decir,
C=(c,-1/R- (c,-1/R) =c_, siendo ¢, la curvatura maxima de la superficie de prueba
en Q. El &nhgulo ¢ da la direccion de una curva de la superficie de prueba que pasa por Q’

con curvaturaigual acy; en otros términos, ¢ daladireccion del cilindro.

Supongamos que es posible definir sendos vértices en cada una de las regiones de las
superficies de prueba y de referencia Wrerocay ¥ Weru(Locay- S 10S vértices locales no
coinciden, entonces decimos que hay un descentramiento local (corrimiento lateral) entre las
superficies de prueba y de referencia. Este corrimiento lateral subtiende un angulo P con
respecto a centro de curvatura de la esfera de referencia. Por otra parte, e vector de

posicion relativa entre los vértices, formara un éngulo w con la direccion horizontd (gje x).

El dltimo término de la Eg. (5.5) corresponde a la componente de coma dada por By su

direccion esta dada por € angulo b.

Nétese que todas las componentes S, C, Py B y sus direcciones, estan medidas con
respecto a centro del grupo de cuatro puntos. Lo anterior significa que estamos suponiendo
gue hay un gje Optico que pasa por € centro de curvatura de la esfera de referenciay por el
centro del grupo de cuatro puntos proyectados en la superficie de prueba, por lo que
independientemente de la posicion del grupo de cuatro puntos en la cuadricula, € factor f(e)
de la Eq. (5.4) esigua a R cuando se describe la superficie en forma local. Mediante un
barrido de los grupos de cuatro puntos sobre |la superficie de prueba es posible determinar
las curvaturas principales y su direccién en los puntos asociados a centro de cada grupo.
Con las dos configuraciones mostradas en la figura 5.2, ademés de obtener informacion en
las regiones de la superficie de prueba asociadas a los puntos de la cuadricula, también se

obtiene informacion en puntos intermedios.

De lo anterior se tiene que las curvaturas locales maxima y minima de la superficie de

prueba estan dadas por:
c,=1/R+S+C,y (5.68)

c, =1/R+S. (5.6b)
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La variacion de W (Eq. 5.5) en la direccion x y y, de acuerdo a lo discutido

anteriormente, se puede escribir como:

- % = X+ C(xsenc - ycosc)senc + Pcosw+ 2Bx(xcosb + ysenb) + B(x? + y?)cosb,
(5.79)
- % =9y - C(xsenc - ycosc)cosc + Psenw + 2By(xcosb + ysenb) + B(x? + y?)senb.

(5.7b)

Si los cuatro puntos arededor de Q' se representan por a, b, cy d, la desviacion lateral
de cada uno de estos puntos con respecto a la posicion de los puntos generados por la esfera

de referencia esta dada por:
- Dx,/R=r (S+Csenc) + Pcosw + 3Br *cosb), (5.83)
- Dx,/R=-r Csenc cosc + Pcosw + Br * cosb, (5.8b)
- Dx,/R=-r (S+Csen’c) + Pcosw+ 3Br *cosb, (5.80)
- Dx, / R=r Csenc cosc + Pcosw + Br ? cosb, (5.8d)
- Dy, /R=-r Csenc cosc + Psenw+ Br *senb, (5.8¢)
- Dy, /R=r (S+Ccos®c) + Psenw+ 3Br *senb, (5.8f)
- Dy, /R=r Csenc cosc + Psenw+ Br *senb, (5.89)
- Dy,/R=-r (S+Ccos’c) + Psenw+ 3Br *senb . (5.8n)

Las Egs. (5.8) con r = 0.4 mm son aplicables a la configuracion de la figura 5.2(a).
Igualmente, son aplicables a la configuracion de la figura 5.2(b) siendo r =0.2J2mm y

restando p/4 a las direcciones obtenidas en cada caso. Siguiendo el mismo procedimiento de
Malacara [1992b] para despejar los parametros S, C, Py By sus direcciones, se tiene que €l
astigmatismo, la direccién parala curvaturaminimay € error de foco estan dados por:

1/2

c=ld,-d, )+, +d, ] (59
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édxb +dya l:l
C =jarctan g———q, (5.10
@dxa B dyb o
s=-1(d, +d, +C), (5.11)
donde
Dx, - Dx.
d, =————, 5.12
xa TR (5.129)
g, =2 D% (5.12b)
2r R
d,, :M, (5.12¢)
2r R
DYb - Dyd
d, =———=. 5.12d
P 2r R (5.12d)

Yaque para el andisis de las curvaturas principales no es relevante la informacion dada
por los términos Py B, y sus direcciones, en lo que sigue, solo nos ocuparemos de los
términos presentados en las Egs. (5.9), (5.10) y (5.11).

5.2. Mapas de elevacion (x,y, z=altura)

Al igua que en la prueba usual de Hartmann en espejos concavos, agui también es posible
determinar la variacion de la elevacion o sagita de la superficie de referencia con respecto a
la superficie de prueba. Siguiendo € procedimiento de integracion descrito por Ghozeil

[1992], la evaluacion de la diferencia entre las sagitas de las superficies de referenciay de

prueba estara dada por:
14
Dh, = =8 [1(Dx, +Dx, )k, . + 5(0y,.. + Dy, )b, (513)
n=2

Con esta suma, ladesviacion Dhy para el punto N de la cuadricula, proyectado sobre la
superficie de prueba a lo largo del rayo principal, se puede evaluar. Los factores dx, , y

dy, ,, corresponden ala separacion de los puntos de la cuadricula generada por la superficie

de referencia a lo largo de las direcciones x y y, respectivamente. Si la cuadricula es
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perfecta, entonces dx, , y dy, , son constanteseigua ar = 0.4 mm. Aunque la cuadricula

gue obtenemos con €l TCH para la esfera de referencia no es perfecta, se puede considerar a
los factores dx, , y dy,, como constantes a fin de facilitar los clculos. El error que esta

consideracion introduce se mostrard més adelante con un gjemplo.

5.3. Resultados experimentales

Para evaluar e funcionamiento del TCH se utilizarén cuatro superficies de prueba y una de
referencia. La superficie de referencia es media esfera de vidrio BK7 de radio 7.78 mm con
un error pico-valedel /5 (I =0.632 nm). Laimagen de la cuadricula del TCH generada por

esta esfera se muestra en lafigura4.7(a). Las cuatro superficies de prueba son las siguientes:
l. Media esfera de vidrio BK7 de radio 7.67 mm con un error pico-valle del /6.

[1.  Unalente de contacto pléstica (polymetilmetacrilato) con forma toroidal en su cara

convexa. Los radios nominalesson R, =7.08+ 0.02 mmy R, = 7.54 £ 0.02 mm.
[1l. Corneadel ojo derecho del autor de esta tesis.
IV. Cédrneadel ojo derecho de una persona sometida a cirugia correctiva laser.

Para determinar la posicion de cada punto en las imégenes generadas por las superficies
de referencia y de prueba, se evalla € centro de intensidad de cada punto de la misma
manera como se evalla €l centro de masa de un cuerpo. El punto central de la cuadricula se
determina a partir del centroide de los cuatro puntos mas cercanos a €e optico (figura
5.2(a)). Después de determinar la posicion de los puntos de la cuadricula, se determina €
centroide de todos los puntos en cada una de las imégenes. Este centroide se toma como €l
origen del sistema de coordenadas. Una vez determinados los centros de intensidad de cada
punto y los centroides, se obtienen los corrimientos laterales Dx y Dy correspondientes a las
iméagenes virtuales de cada punto P de la pantalla SM (figura 5.1).

Los mapas de curvatura y elevacion se presentan en forma discreta, es decir, € color
asociado a vaor de la curvaturay e punto a la altura, corresponden a los centroides de la
figura 5.2. Para tener una representacion similar a los mapas de curvatura ssmulados en €l
capitulo 2, esto es, mapas con una distribucion continua de color, se puede hacer una
interpolacién bidimensional o un gjuste polindmico de los pardmetros correspondientes.
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5.3.1. Superficiede prueba |l (esferaderadio 7.67 mm)

La superficie de prueba I, al igua que la esfera de referencia, fueron fabricadas en el taller
optico del CIO. Esta superficie de prueba se utilizard para ver cua es e efecto en los
resultados que introduce € hecho de no tener una cuadricula de puntos perfecta cuando se
utiliza una esfera de referencia y de suponer, ademés, que la separacion entre puntos de la
cuadricula a lo largo de las direcciones x y y es una constante (r = 0.4 mm). La figura 5.3
muestra los centros de intensidad de los puntos de las imagenes de las cuadricul as generadas

por la esfera de referencia (circulos rojos) y por la superficie de prueba | (circulos en azul).

32 8 N

24 ® e o 8 8 8 & e & e ° .

16 @ © o © @ 8 e ° e & o o © .
® ®» © @ @ © o 6 o e o © o © ©
08F o ® o @ © o © ©6 o e e 6 o © @
® ® ® @ o o ) ) ] o o o ® @ @
€
o
E 0% @ ® ® ® L] o o o o o o @ o ® ® -
N—r
> ® ® o o ° P e o o o ® o ® @ ©
-08 ® ® ® ® o ® o ° ° ° ° Y @ ® S 4
® ® 4 ® ° ® ° ° ° Y e e o ® @
-16 | ® ® ° o ° ° ° ° 8 [} ] @ ?® E

24 & &

-3.2 -24 -1.6 -0.8 0 0.8 16 24 32
X (mm)

Figura 5.3. Centros de intensidad de los puntos de las cuadriculas generadas por la esfera de

referencia (circulos en rojo) y la superficie de pruebal (circulos en azul).

El mapa de astigmatismo para la superficie de prueba | obtenido de acuerdo al
procedimiento presentado en la seccion 85.1 se muestra en la figura 5.4(a). Es evidente la

variacion de color en la region de evauacion, siendo mayor para aguellos puntos que se
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desvian mas de la posicion ideal de la cuadricula. S 1a cuadricula fuera perfecta este mapa
deberia tener un solo color correspondiente a valor cero. La figura 5.4(b) muestra la
distribucion de los valores del astigmatismo. Este histograma permite estimar un valor
promedio del error que se introduce en la medida del astigmatismo en la region de

evaluacion (circulo de 6.4 mm de diametro), esto es.

Error A4 =0.17+0.10D.
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Figura 5.4. () Mapa de astigmatismo loca de la superficie de prueba |. Este mapa es una medida

del error que se produce a no tener una cuadricula de puntos perfecta cuando se utiliza una esfera de
referencia. (b) Histograma de los valores del astigmatismo.

En términos del radio de curvatura, € valor promedio que se obtiene junto con la
desviacion estéandar parala superficie de pruebal es:

R =7.68+0.02 mm.

Por otra parte, de la evaluacion de la diferencia entre las sagitas de las superficies de
referenciay de prueba (figura 5.5), también es posible determinar €l radio de la superficie de
prueba |. Por gemplo, alo largo de las direcciones horizontal y vertical se encuentra que €

perfil de la superficie de pruebal se puede gjustar con circulos de radio

R, = 7.676 mm, con un error estandar s = 0.0006 mm, y

R, = 7.670 mm, con un error estandar s = 0.0005 mm.
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De lo anterior se deduce que e TCH da resultados muy exactos cuando se evalla una
superficie de prueba con radio promedio cercano a de la superficie de referencia. El valor
del radio se puede obtener directamente de los mapas de curvatura (como se vera en los
siguientes gemplos) o bien del mapa de elevacién. En ambos casos la precision en la
medida esté por debagjo de 0.02 mm.

-0.01

-0.02

(mm)

Figura 5.5. Diferencia de las sagitas entre la superficie de referenciay la superficie de prueball.

5.3.2. Superficiede prueball (Ilente de contacto toroidal)

La superficie de prueba Il es unalente de contacto pléstica con su cara convexa en forma de
toroide. Esta lente se fabricd en un taller de lentes de contacto utilizando € método
tradicional para producir toroides. El diametro de la lente es de 10 mm vy los radios
principales en su cara convexa tienen € valor nomina R, =7.08 + 0.02mmy R =754 +
0.02 mm. Lo anterior significa que esta lente tiene un cilindro en el vértice igual a2.91 +
0.22D.

La figura 5.6 muestra los centros de intensdad de los puntos de la cuadricula
distorsionada generada por la superficie convexa de la lente de contacto (circulos en azul).

Los circulos en rojo corresponden a la esfera de referencia.
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Lafigura5.7(a) es e astigmatismo local de la superficie convexa de la lente de contacto
(Eg. (5.9)). La figura 5.7(b) representa las tangentes de las lineas de curvatura minima
(82.3) en los puntos de evaluacion de esta superficie (Eg. (5.10)). De manera que la
curvatura minima en cada punto de esta superficie toroidal siempre estéa en la misma

direccion.
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Figura 5.6. Centros de intensidad de los puntos de las cuadriculas generadas por la esfera de
referencia (circulos en rojo) y la superficie de prueba Il (circulos en azul). Se puede apreciar que €
radio del toroide en la direccién horizontal es mayor que € radio en la direccion vertical.

En lafigura 5.7(a) se han sefidlado 5 puntos, uno en e centro indicando € vértice (V) y
otros cuatro numerados como 1, 2, 3y 4 en los extremos horizontal y vertical. Los valores
del astigmatismo junto con los correspondientes radios maximo y minimo se muestran en la
tabla 5.1. El error promedio en la medida del astigmatismo se puede aproximar por el error
obtenido en la superficie de pruebal, esto es+ 0.17 D. Igualmente, €l error en la medida del

radio seestimaen + 0.02 mm.
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Figura 5.7. (8) Astigmatismo y (b) lineas de curvatura minima para la lente de contacto toroidal.

Los datos de latabla 5.1 presentan una variacion del radio de curvatura en ladireccion x
(radio maximo de los puntos V, 1y 3), mientras que el radio de curvatura en la direccion y
(radio minimo de los puntos V, 2 y 4) précticamente permanece constante. Lo anterior
significa que la superficie convexa de la lente de contacto no es exactamente una superficie
toroidal, ya que por definicion, un toroide tiene sus radios de curvatura principales (maximo

y minimo) constantes alo largo de las dos direcciones principales ( ges x y y).

Tabla 5.1. Valores del astigmatismo y radios principales de curvatura de |os puntos sefial ados
en lafigura5.7(a).

PUNto Astigmatismo Radio maximo Radio minimo
(D) (mm) (mm)
\% 290 7.56 7.10
1 2.00 7.39 7.08
2 276 7.50 7.07
3 212 741 7.08
4 2.70 7.50 7.09
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Lafigura 5.8 muestra los mapas de curvatura maxima (Eg. 5.6(a)) y minima (Eg. 5.6(b))

para la lente de contacto.

A partir de los mapas de curvatura méxima y minima, y las tangentes de las lineas de

curvatura (figura 5.7(b)), es posible obtener el mapa de curvatura meridional (figura 5.9) de

acuerdo con e teorema de Euler (Eg. (2.9)).
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Figura 5.8. Mapas de curvatura maxima (a) y minima (b).
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Figura 5.9. Mapa de curvatura meridiond (instantanea o verdadera).

32 Diep

47.453

47.089

146.725

146.361

145.997

145.633

145.269

44.905
44,541

16

24

32 Diep

Estrictamente, para evaluar el mapa de curvatura meridional, se debe emplear también

el teorema de Meusnier (Eq. 2.10), tal y como se muestraen el giemplo de lafigura 2.6. Sin
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embargo, €l error que se introduce al omitir el hecho de que las normales principales de los
meridianos no necesariamente coinciden con las normales de la superficie es, en generd,
mucho menor que e error que tenemos debido a la falta de una cuadricula perfecta cuando

se usa la superficie esférica de referencia

Nuevamente, se puede apreciar en lafigura 5.9, que el radio de curvaturaalo largo de la
direccién y préacticamente no cambia, mientras que los cambios del valor del radio de
curvatura en la direccion x son evidentes. Nétese que en e mapa de curvatura meridional no
se ha asignado algun color a vértice, pues alli sucede la interseccion todos los meridianos.
Para determinar € valor de la curvatura en € vértice usando € mapa, una vez definida la
direccion en la cua se desea obtener € valor, tomamos los dos colores méas proximos a cada
lado del vértice y luego se promedian los valores asociados. La manera més precisa es tomar
los valores dados en la tabla 5.1 para € vértice y con € teorema de Euler se evalla la

curvatura en cualquier direccion.

Finalmente, la figura 5.10 muestra la diferencia entre las sagitas de la superficie de
referencia y la superficie toroidal de la lente de contacto. Aqui también se aprecia que €

radio promedio en la direccion x es mayor que €l radio promedio en la direccion y.

-0.05

(mm)

Figura 5.10. Diferencia de las sagitas entre la superficie de referencia y la superficie toroida de la
lente de contacto.
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Sumando la esfera de referencia a la figura 5.10 obtenemos la superficie convexa de la
lente de contacto. Los radios de los circulos que mejor gjustan € perfil de la superficie alo
largo de las direcciones horizontal y vertical son:

R, =7.520mm, con un error estandar s = 0.0006 mm, y
R, = 7.085mm, con un error estandar se = 0.003 mm.

En este gemplo, a igual que en la superficie de prueba I, los resultados obtenidos
mediante los dos caminos independientes, mapas de curvatura y mapas de elevacion,
muestran que con € TCH se pueden obtener medidas muy exactas de los radios de
curvatura, ain en aquellos casos en que € radio de curvatura a medir difiera hasta en un
10% del radio de la esfera de referencia (R, = 7.08 mm).

Lafigura5.11 corresponde al mapa de curvatura meridiona de la superficie convexa de
la lente de contacto obtenida con un topografo corneal basado en los anillos de Placido
(Optikon 2000). Salvo la diferencia en la escala de colores y la rotaciéon de la lente, es
evidente la similitud de este mapa con € de la figura 5.9. Los radios de curvatura

principales obtenidos con este topografo en e vértice son Ry = 7.59 mmy R, = 7.05 mm.

il =TT e O e e
R T g S e e e AR T
] e e o e P
e e S e

e |

15

195 =345

Figura 5.11. Mapa de curvatura meridiona de la superficie de prueba Il tomado con un topografo
corneal basado en los anillos de Placido (cortesia Oftalmédica del Bgjio).
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5.3.3. Superficie de prueba |1 (cérnea ojo derecho del autor de esta tesis)

La superficie de prueba |11 corresponde a la cérnea del 0jo derecho del autor de esta tesis.
De un examen optométrico previo, se sabe que esta cdrnea tiene un astigmatismo en €
vértice de 1 D. La sensibilidad del instrumento de medida es 0.25 D. La figura 5.12 muestra
los centros de intensidad de la cuadricula distorsionada generada por esta cornea (circulos
en azul).
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Figura 5.12. Centros de intensidad de los puntos de las cuadriculas generadas por la esfera de
referencia (circulos en rojo) y la superficie de prueba 11 (circulos en azul).

El mapa de astigmatismo y las tangentes de las lineas de curvatura minima de esta
cornea se muestran en la figura 5.13. Notese la similitud de estas representaciones con las
obtenidas para el modelo eipsoidal de la cornea en e capitulo 2 (figuras 2.7(b) y 2.5). Lo

anterior indica que en la parte superior de la cdrnea existe un punto umbilico, es decir, un
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punto donde la curvatura es igua en cualquier direccion. En la parte inferior parece que

existe més de un punto umbilico.
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Figura 5.13. (a) Agtigmatismo y (b) lineas de curvatura minima para la superficie de prueba l11.

El astigmatismo medido en e vértice es 0.91 D y los correspondientes radios de

curvatura maximo y minimo son Ry = 7.65 mmy Ry, = 7.49 mm.

y (mm)

Los mapas de curvatura maximay minima de esta cornea se muestran en lafigura 5.14.
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Figura 5.14. Mapas de curvatura maxima (a) y minima (b) de la superficie de prueballl.
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El mapa de curvatura meridional obtenido de las curvaturas maximay minima, y de las

lineas de curvatura, se daen lafigura 5.15(a).
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Figura 5.15. Mapas de curvatura meridiona (a) y Gaussiana (b) de la superficie de prueballl.

En este giemplo se ha incluido € mapa de curvatura Gaussiana, figura 5.15(b); es decir,

el promedio geométrico de las curvaturas principales.

(mm)

Figura 5.16. Diferencia entre las sagitas de la superficie de referenciay la superficie de prueballl.
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Finalmente, la figura 5.16 muestra € mapa de la diferencia de las sagitas de la
superficie de referencia 'y de la cornea. El cambio rapido de curvatura en la parte inferior
derecha de la superficie es notable en esta figura, |0 que se puede corroborar con los mapas
de curvatura meridional y de astigmatismo. También se puede observar un ligera depresion

en |la parte superior izquierda, donde esté localizado € punto umbilico.

5.3.4. Superficie de prueba IV (cérnea ojo derecho de una persona sometida a cirugia

correctiva laser)

Una de las tareas que se deben readizar después de una cirugia correctiva con laser, es
determinar la nueva forma de la cornea. Este dltimo gemplo, muestra los resultados
obtenidos con el TCH al evaluar la cornea de una persona gque fue sometida a una cirugia

para mejorar la vision (correccion de la miopia).

A diferencia de los tres gemplos anteriores, la imagen de la cuadricula distorsionada
generada por la cornea de este gemplo, esta descentrada en direccién horizontal en una
cantidad 0.22 mm a la derecha. Como se menciono en el capitulo 4, el topdgrafo junto con
el sistema formador de imagen, se fijaron a una mesa. Por su parte, €l paciente debia mover
su cabeza hasta que la persona encargada de grabar la imagen determinard la posicion
adecuada. Esto por supuesto es poco practico y requiere de la paciencia del paciente para
obtener imagenes centradas y en foco. A pesar de lo anterior, los resultados que se obtienen

son satisfactorios, tal y como se mostrara en 1o que sigue.

La figura 5.17 muestra la posicion de los centros de intensidad de la cuadricula
distorsionada generada por la superficie de prueba 1V (circulos en azul). Igual gque en los
gjemplos anteriores, |os circulos en rojo corresponden alaimagen generada por la superficie
dereferencia.

La figura 5.18(a) es & mapa de astigmatismo y la figura 5.18(b) las tangentes de las
lineas de curvatura minima. Del mapa de astigmatismo se observa que esta cérnea presenta
una gran variaciéon en los radios de curvatura. La figura 5.18(b) nos da la idea de forma
global de la cornea. La distribucion concéntrica de las tangentes en los didmetros mas
externos indica que la cornea en esta region se asemeja a un eipsoide o un paraboloide de

revolucion.
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Figura 5.17. Centros de intensidad de los puntos de las cuadriculas generadas por la esfera de
referencia (circulos en rojo) y la superficie de prueba IV (circulos en azul).
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Figura 5.18. (a) Astigmatismo y (b) lineas de curvatura minima para la superficie de pruebalV.
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La figura 5.19(d) muestra el mapa de curvatura meridional para la cornea de este

gemplo. La zona azul indica un aplanamiento de la cornea con respecto a los diametros

externos. En la figura 5.18(b) esto se observa como un cambio en la direccion de las

tangentes. Este aplanamiento fue realizado en la cirugia para corregir la miopia del paciente.

Lafigura 5.19(b) es e mapa de curvatura Gaussiana correspondiente. En latabla 5.2 se

dan los valores de la curvatura promedio y € radio de curvatura promedio en los puntos

sefialados en la figura; esto nos da una idea de la gran variacion en la curvatura que tiene

esta cornea
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Figura 5.19. Mapas de curvatura meridional (a) y Gaussiana de la superficie de pruebalV.

Tabla 5.2. Vaores de la curvatura promedio y del radio de curvatura promedio de los puntos
sefidados en lafigura 5.19(b).

Curvatura promedio Radio promedio
Punto

(D) (mm)
\% 38.97 8.66
1 4042 8.35
2 47.83 7.06
3 46.52 7.25
4 44.05 7.66
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En la figura 5.20 podemos ver la diferencia entre las sagitas de la superficie de

referenciay la superficie de prueba. Esta figura corrobora €l aplanamiento dado a la cornea.

(mm)

Figura 5.20. Diferencia entre las sagitas de la superficie de referenciay la superficie de prueba V.

Para ver € efecto que introduce € descentramiento en e resultado final, se grabd la
imagen de la cuadricula generada por esfera de referencia para un descentramiento igua al
de la cornea. Yaque un corrimiento lateral genera una distorsion adiciona a la generada por
la propia superficie de prueba, los mapas de curvatura estarén afectados por este error. Por
gemplo, d mapa de astigmatismo que resulta de comparar la superficie de referencia
centrada con la superficie de referencia descentrada (figura 5.21) nos dice que por |0 menos
se ha introducido un error del 10 % en los valores del mapa del astigmatismo de la figura
5.18(a). Un error similar se aprecia en lafigura 5.22 correspondiente a la diferencia entre las
sagitas de la superficie de referencia centrada y la superficie de referencia descentrada. La
variacion de la diferencia de las sagitas en esta figura es un orden de magnitud més bajo que
el de la figura 5.20. Por lo tanto, los resultados obtenidos en este gemplo describen de
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manera muy aproximada la forma de la cornea. Por supuesto, con una imagen centrada de la

cornea los resultados seran mas exactos.
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Figura 5.21. Astigmatismo generado por un descentramiento de la esfera de referencia en direccion
horizontal igua a 0.22 mm.

(mm)

Figura 5.22. Diferencia entre las sagitas de la superficie de referencia centrada y la superficie de
referencia descentrada en una cantidad igua a descentramiento de la cornea de la figura 5.20.



5. Mapas de curvaturay elevacion con el TCH 87

5.4. Rango de validez en la medida del radio de curvatura

El andlisis de las curvaturas de las superficies de prueba evaluadas con € TCH se ha
realizado con base en la prueba de Hartmann con 4 agujeros propuesta por Maacara
[1992b]. En esta prueba se supone gue los corrimientos laterales Dx y Dy son pequefios con
respecto alaconstanter de la cuadricula. La magnitud de los corrimientos laterales Dx y Dy
depende del radio de curvatura de la superficie de prueba. Ahora veremos que tan pequeiias
deben ser las variaciones de los radios de curvatura de la superficie de prueba con respecto a

la superficie de referencia para tener resultados confiables.

La figura 5.23 muestra dos imégenes obtenidas con e TCH a evaluar dos superficies

esféricas reflectoras convexas. La primer superficie esféricatiene unaradio igual a 6.40 mm

(figura 5.23(a)) y la segunda superficie esférica tiene un radio igual a 9.30 mm (figura
5.23(b)).

a b
Figura 5.23. (d) Imagen de la cuadricula de puntos generada por una superficie esférica convexa de

radio 6.40 mm; (b) imagen de la cuadricula de puntos generada por una superficie esférica convexa
de radio 9.30 mm.

Los radios de curvatura que se obtienen en los vértices de cada una de las superficies
usando e procedimiento descrito en 82.1 son los siguientes:

- Figura5.23(a): Ryx = 6.63 mm, R, = 6.58 mm, Astigmatismo = 0.43 D.

- Figura5.23(b): Ry =9.67 mm, R, = 9.58 mm, Astigmatismo = 0.37 D.

En ambos casos e vaor del radio promedio en €l vértice es mayor que e radio nominal,

y e valor del astigmatismo también se ha incrementado con respecto a obtenido en la figura
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5.4(a). El error del astigmatismo se puede eliminar o minimizar si la perforacion de los

agujeros en la pantalla SM se hace con una maguina de control numérico. En cambio, €

incremento en e valor del radio medido es algo inherente a método que estamos usando.

Una manera de estimar €l error que se comete en la evaluacion del radio de curvatura de
la superficie de prueba consiste en comparar €l radio obtenido en la aproximacion paraxial
al evaluar la imagen de los 4 puntos més cercanos a vértice (figura 5.2(a)) con € radio
obtenido con la prueba de Hartmann con 4 agujeros. Esta aproximacion es buena por que la
distancia objeto de cualquiera de los cuatro puntos P correspondientes a los cuatro puntos
cercanos a vértice es mucho mayor que la distancia imagen. La figura 5.24 muestra esta

comparacion en funcion ddl radio de la esfera de pruebaen e rango 7.8 + 1.6 mm.

10 T | T | T | T

- Prueba de Hartmann
con 4 agujeros

©
o
I

B (7.8,7.8)

Radio calculado (mm)
T

7.0 -
Aprqxi macion paraxial
I
60 1 | 1 1 | 1 | 1
6.0 7.0 8.0 9.0 100

Radio esfera de prueba (mm)

Figura 5.24. Error en |a evaluacion del radio de curvatura cuando se usala prueba de Hartmann con
4 agujeros.

La figura 5.24 describe acertadamente €l error en la evaluacion del radio de curvatura
cuando se usa la prueba de Hartmann con 4 agujeros. Por gemplo, € radio calculado con la
prueba de Hartmann con 4 agujeros para la superficie esférica de radio 6.40 mm es 6.61
mm, esto es un error del 3.4%. Experimentalmente, e radio promedio obtenido con la

prueba de Hartmann en € vértice es 6.60 mm. Un valor similar se obtiene del mapa de
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elevacion, por gemplo, para € gjuste de los meridianos en las direccionesx y y setiene R, =
R, = 6.58 mm con un error estandar igual a 0.005 mm. En forma anéloga, € radio calculado
con la prueba de Hartmann con 4 agujeros para la superficie esférica de radio 9.30 mm es
9.65 mm, esto da un error del 3.8%. Experimentalmente, el radio promedio obtenido con la

prueba de Hartmann con 4 agujeros en €l vértice es 9.63 mm.

El error en la medida del radio de curvatura dado en la figura 5.24 no varia en forma
lineal con respecto a radio de la esfera de prueba, sino més bien tiene una variacién de tipo
parabdlico. Por estarazon, € error en la medida de un radio de curvatura de 7.08 mm como

en el gemplo de la superficie de prueba |l es sdlo del 0.8%.

En conclusion, cuando € radio de curvatura de la superficie de prueba difiere hasta en
un 20% con respecto a radio de curvatura de la superficie de referencia (R= 7.78 mm), €l
error en la determinacion del radio de curvatura es inferior a 4%. Sin embargo, la figura
5.24 permite redlizar una calibracion del TCH, con lo cua se pueden obtener resultados

muy exactos.

Lo mas relevante del capitulo

En este capitulo se ha mostrado e funcionamiento del TCH utilizando 4 superficies de
prueba y una de referencia. Los resultados demuestran que el TCH puede medir con gran

exactitud los radios de curvatura de superficies reflectoras convexas (corneas).
Tres tipos de error en e desempefio del TCH fueron discutidos. Estos son:

1. Errores aleatorios en la perforacion manua de los agujeros de la pantalla elipsoidal.
Estos errores pueden ser corregidos o minimizados s se dispone de una maquina de

control numérico. De esta manera se aumenta la precision del TCH.

2. Error de apreciacion debido a un desplazamiento axial o lateral de la superficie de
prueba con respecto a la posicion de meor enfoque y de aineacién. Estos
desplazamientos introducen una distorsion adiciona a la generada por la superficie de
prueba; en algunos casos la distorsién generada por € desplazamiento es menor que la
generada por la propia superficie de pruebay puede despreciarse. Este error también se

puede minimizar introduciendo un sistema de centrado y aineacion en e TCH.
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3. Error debido ala validez del rango de aplicacion del modelo matemético que se usa en
la evaluacion de los radios de curvatura; la prueba de Hartmann con 4 agujeros. Este
error se puede clasificar como un error de calibracién, por lo tanto puede ser corregido

en la presentacién final de los resultados.

El TCH también permite describir la superficie de la cornea con mapas de elevacion o
sagita. Esto se hace utilizando un método independiente al que se utiliza para determinar los
radios de curvatura. Lo anterior es una ventaja sobre los métodos descritos en el capitulo 1,
en particular sobre e sistema de anillos de Placido, ya que estos métodos miden la
pendiente o la elevacion de la superficie y después de un guste matemético de estos
pardmetros se calcula la curvatura. Este procedimiento de cdlculo de la curvatura puede

introducir errores adicionales a los inherentes a instrumento y/o a método.

Otra ventgja del TCH con respecto a topografo basado en los anillos de Placido
(OPTIKON 2000) esta en la geometria elipsoidal de la pantalla que contiene a los puntos
luminosos (figura 3.9). En & gemplo de la superficie de prueba 11, no se pudo incluir un
mapa de curvatura meridional obtenido con € topégrafo OPTIKON 2000 para reaizar una
comparacion de los resultados. Lo anterior se debié a que no fue posible hacer la medicion
con el OPTIKON 2000, pues para pacientes, como €l caso del autor de esta tesis, con una
orbita ocular muy pronunciada, € disefio de la superficie conica que contiene a los anillos
del topégrafo OPTIKON 2000 (figura 1.2) no permite obtener imagenes de los anillos en
foco.
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Conclusion

Los resultados presentados, analizados y comentados en el capitulo 5, permiten concluir

gue € prototipo del topdgrafo corneal basado en la prueba modificada de Hartmann (TCH),

constituye una herramienta novedosa y significativamente Util para la evauacién de forma

de la cornea del 0jo humano. El amplio rango de valores del radio de curvatura de la cornea

en adultos puede ser evaluado con un ato grado de exactitud con este instrumento 6ptico.

Cabe destacar |os siguientes aportes logrados durante el desarrollo de latesis:

Validez del concepto de curvatura axial. Este concepto ampliamente usado en
optometria y oftalmologia, conduce, en genera, a interpretaciones erradas sobre la
forma de la cérnea. Por lo tanto, este concepto debe ser omitido y reemplazado por
la curvatura meridional u otro tipo de representacion de la curvatura, como por
giemplo, d cilindro o la curvatura promedio o Gaussiana (capitulo 2). El cilindro o
astigmatismo local, resulta particularmente (til para tener una imagen rgpida de las
asimetrias de la superficie. La curvatura promedio permite definir la esfera de mejor

gjuste y con respecto a ésta definir las variaciones de la superficie de la cornea.

Pantalla elipsoidal aplanadora de campo. Empleando conceptos basicos de Optica
geométrica se disefid una superficie objeto con forma de ovoide aargado de
revolucion. La imagen de este ovoide generada por una superficie esférica convexa
de referencia es un plano donde la imagen de un objeto puntual de la superficie
objeto es un circulo de menor confusion. También se demostré que la forma del

ovoide se puede gjustar con ata precision por medio de un €lipsoide de revolucion.

Propuesta de una prueba modificada de Hartmann para medir superficies
reflectoras convexas. La pantalla elipsoidal aplanadora de campo es idea para
implementar una prueba de Hartmann para superficies reflectoras convexas. Se
calculé la geometria y la distribucién de los agujeros en la pantalla de tal manera
gue en € plano imagen virtual se obtenga una distribucion cuadriculada de circulos

del mismo didmetro. Los agujeros en la pantalla elipsoidal son pequefias elipses
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cuya excentricidad es funcién de la distancia del circulo imagen correspondiente

con respecto a ge optico.

- Construccion de un instrumento Optico basado en la prueba modificada de
Hartmann para medir la forma de la cérnea (TCH). Este prototipo, al igua que €
topografo basado en los anillos de Placido, es un instrumento éptico ssimple que
permite medir con un ato grado de precision y exactitud la forma de la cornea.
Aunque en € prototipo que se construyd, la precision en reaidad no es muy alta,
esto se puede corregir significativamente s los agujeros se perforan con una
maquina de control numeérico. Por otra parte, la facilidad con que se puede enfocar
la imagen de la cuadricula, permite obtener medidas muy exactas de la forma de la
cornea. Ademas de la simplicidad de este instrumento, dos ventajas notables del

TCH son las siguientes:

a. Permite medir las curvaturas principales (maximay minima) de la superficie
de la cornea directamente. Las curvaturas principales constituyen una base
matematica, por lo que es posible determinar la curvatura en cualquier otra
direccion, por giemplo, es facil deducir la curvatura meridional. Ya que una
superficie se describe mediante dos parametros, las curvaturas principales
constituyen una representacion mas completa de la superficie que aquella
gue se hace con un solo parametro, por gemplo, la curvatura meridional en
el topdgrafo basado en los anillos de Placido.

b. La forma de la cérnea se puede representar con mapas de curvatura o de
elevacion. Estos mapas se obtienen de manera independiente, lo que
disminuye los posibles errores causados a pasar mateméticamente de una

representacion a otra.

Por otra parte, € desarrollo de la tesis condujo a la formulacion de una serie de
problemas que debieran ser abordados por sucesivos trabajos de investigacion. Tales

problemas son:

- Senshilidad del TCH. Unavez optimizado € proceso de perforacion de los agujeros

en la pantala elipsoidal, es decir, precision en la locaizacion y en la geometria de
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cada agujero, € paso siguiente es determinar la menor variacion en e radio de
curvatura que puede ser medido con € TCH. Esto, por supuesto, esta estrechamente
ligado al formato del sensor CCD y al muestreo tipo subpixel que se hace al evaluar

los centros de intensidad de los puntos imagen.

- Incluir un sistema de centrado de la cornea. Los sistemas mas comunes en uso
consisten en una pequefia fuente puntual que € paciente debe observar durante €l

examen.

- Inmovilizar la cabeza del paciente y darle movilidad al THC. De esta manera, €l

meédico tiene la facilidad de enfocar y centrar la imagen generada por la cornea

- Desarrollo de software para automatizacion del procesamiento de las imagenes.

Con las ventgjas ya expuestas y las anteriores recomendaciones en mente, es posible
afirmar que e TCH se presenta como un instrumento optico competitivo con respecto a

los actuales instrumentos en uso.
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Apéndice 1

Referencias y patentes adicionales sobre algunos métodos para medir la
topografia de la cornea.
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Surg., 22, 624-629, (1996).
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decomposition to determine corneal aberrations,” Optom. Vis. Sci., 74,:906-916, (1997).
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A.1.2. Patentes (en Estados Unidos)
Patente Fecha Titulo

US05953100 09/14/1999  Multi-camera corneal analysis system

US05843070 12/01/1998  Simulating corneal laser surgery

US05592246 01/07/1997  Device and method for mapping objects

US06095651 08/01/2000 Method and apparatus for improving vision and the resolution
of retinal images

US05847804 12/08/1998  Multi-camera corneal analysis system

US05841511 11/24/1998 Method of corneal analysis using a checkered placido
apparatus

US05475452 12/12/1995 Device and method for mapping objects



US05159361

US04995716

US05722427
US05418582
US06152565
US06145988
US06132424
US06007202
US05997529

US05630810
US05507740
US05473392
US05062702
US06120150

US06079831

US05864383
US05741245
US05526072

US05521657

US05293871

10/27/1992

02/26/1991

03/03/1998
05/23/1995
11/28/2000
11/14/2000
10/17/2000
12/28/1999
12/07/1999

05/20/1997
04/16/1996
12/05/1995
11/05/1991
09/19/2000

06/27/2000

01/26/1999
04/21/1998
06/11/1996

05/28/1996

03/15/1994
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Method and apparatus for obtaining the topography of an
object

Method and apparatus for obtaining the topography of an
object

Method of refractive surgery

Photokeratoscope apparatus and method

Handheld corneal topography system

Method for contact lens design and manufacturing

Smooth and uniform laser ablation apparatus and method
Eye illumination system and method

Compound astigmatic myopia or hyperopia orrection by laser
ablation

Method of ophthalmological surgery

Corneal topography enhancement device

Method and system for topographic measurement

Device for mapping corneal topography

Device and method for mapping the topography of an eye
using elevation measurements in combination with slope
measurements

Device and method for mapping the topography of an eye
using elevation measurements in combination with slope
measurements

Single-curvature placido plate

Corneal sculpting using laser energy

Apparatus and technique for automatic centering and focusing
a corneal topographer

Method and system for topographic measurement by
measuring the distance between arigid reference member and
asurface of an eye

System for ultrasonically determining corneal ayer

thicknesses and shape



US05214456

US04863260
US06129722

US06079417
US06019754
US06006756

US06004314
US05909270
US05900924

US05838811
US05822035
US05779696

US05713893
US05695509

US05571107

US05570142
US05539837
US05517261
US05502518
US05493109

US05491524
US05406342

05/25/1993

09/05/1989
10/10/2000

06/27/2000
02/01/2000
12/28/1999

12/21/1999
06/01/1999
05/04/1999

11/17/1998
10/13/1998
07/14/1998

02/03/1998
12/09/1997

11/05/1996

10/29/1996
07/23/1996
05/14/1996
03/26/1996
02/20/1996

02/13/1996
04/11/1995
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Mapping of corneal topography with display of pupil
perimeter

System for topographical modeling of anatomical surfaces
Interactive corrective eye surgery system with topography and
laser system interface

Method of atering the shape of the cornea of the eye

Method and apparatus for improving lasik flap adherence
Non-contact magnetoresonant implant system and techniques
for periodic corneal re-shaping

Optical coherence tomography assisted surgical apparatus
Conoscopic system for real-time corneal topography

Method for determining absolute spatial coordinatees of at
least one point on areflecting surface

System for measuring curved surfaces

Ellipsometer

Method and apparatus for performing corneal reshaping to
correct ocular refractive errors

Test substrate for laser evaluation

Aspherical optical molds for continuous reshaping the cornea
based on topographica analysis

Laser surgical apparatus for sculpting a corneausing a
diffractive optical element and method of using the same
Asymmetric aspheric contact lens

Apparatus and method for measuring curved surfaces
Focusing method for a cornea topographer

Asymmetric aspheric contact lens

Optical coherence tomography assisted ophthalmologic
surgical microscope

Optical coherence tomography corneal mapping apparatus
System for determining the topography of a curved surface



US05404884

US05384608
US05376086

US05317389

US05307097

US05116115
US04761071

US04692003
US04671276
US04600304
US04459027
US04452235

04/11/1995

01/24/1995
12/27/1994

05/31/1994

04/26/1994

05/26/1992
08/02/1988

09/08/1987
06/09/1987
07/15/1986
07/10/1984
06/05/1984
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Method and apparatus for imaging and analysis of corneal
tissue

Method for displaying corneal topography

Laser surgical method of sculpting a patient's corneaand
associated intermediate controlling mask

Method and apparatus for white-light dispersed-fringe
interferometric measurement of corneal topography
Corneal topography system including single-direction
shearing of holograph grating in orthogonal directions
Method and apparatus for measuring corneal topography
Apparatus and method for determining corneal and scleral
topography

Real-time analysis keratometer

Apparatus for corneal curvature adjustment

Optical level

Method and equipment for mapping radiation deflection
Method for corneal curvature adjustment
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Tabla de conversion de la curvaturac en unidades de dioptrias al radio de

curvaturar en unidades de milimetro.

c=3375/r
c (D) r (mm) c (D) r (mm) c (D) r (mm)
35,00 9,64 38,00 8,88 41,00 8,23
35,10 9,62 38,10 8,86 41,10 8,21
35,20 9,59 38,20 8,84 41,20 8,19
35,30 9,56 38,30 8,81 41,30 8,17
35,40 9,53 38,40 8,79 41,40 8,15
35,50 9,51 38,50 8,77 41,50 8,13
35,60 9,48 38,60 8,74 41,60 8,11
35,70 9,45 38,70 8,72 41,70 8,09
35,80 9,43 38,80 8,70 41,80 8,07
35,90 9,40 38,90 8,68 41,90 8,05
36,00 9,38 39,00 8,65 42,00 8,04
36,10 9,35 39,10 8,63 42,10 8,02
36,20 9,32 39,20 8,61 42,20 8,00
36,30 9,30 39,30 8,59 42,30 7,98
36,40 9,27 39,40 8,57 42,40 7,96
36,50 9,25 39,50 8,54 42,50 7,94
36,60 9,22 39,60 8,52 42,60 7,92
36,70 9,20 39,70 8,50 42,70 7,90
36,80 9,17 39,80 848 42,80 7,89
36,90 9,15 39,90 8,46 42,90 7,87
37,00 9,12 40,00 8,44 43,00 7,85
37,10 9,10 40,10 8,42 43,10 7,83
37,20 9,07 40,20 8,40 43,20 7,81
37,30 9,05 40,30 8,37 43,30 7,79
37,40 9,02 40,40 8,35 43,40 7,78
37,50 9,00 40,50 8,33 43,50 7,76
37,60 8,98 40,60 8,31 43,60 7,74
37,70 8,95 40,70 8,29 43,70 7,72
37,80 8,93 40,80 8,27 43,80 7,71
37,90 8,91 40,90 8,25 43,90 7,69
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c (D) r (mm) c (D) r (mm) c (D) r (mm)
44,00 7,67 47,00 7,18 50,00 6,75
44,10 7,65 47,10 717 50,10 6,74
44,20 7,64 47,20 715 50,20 6,72
44,30 7,62 47,30 7,14 50,30 6,71
44,40 7,60 47,40 712 50,40 6,70
44,50 7,58 47,50 711 50,50 6,68
44,60 7,57 47,60 7,09 50,60 6,67
44,70 7,55 47,70 7,08 50,70 6,66
44,80 7,53 47,80 7,06 50,80 6,64
44,90 7,52 47,90 7,05 50,90 6,63
45,00 7,50 48,00 7,03 51,00 6,62
45,10 7,48 48,10 7,02 51,10 6,60
45,20 747 48,20 7,00 51,20 6,59
45,30 7,45 48,30 6,99 51,30 6,58
45,40 743 48,40 6,97 51,40 6,57
45,50 742 48,50 6,96 51,50 6,55
45,60 7,40 48,60 6,94 51,60 6,54
45,70 7,39 48,70 6,93 51,70 6,53
45,80 7,37 48,80 6,92 51,80 6,52
45,90 7,35 48,90 6,90 51,90 6,50
46,00 7,34 49,00 6,89 52,00 6,49
46,10 7,32 49,10 6,87 52,10 6,48
46,20 7,31 49,20 6,86 52,20 6,47
46,30 7,29 49,30 6,85 52,30 6,45
46,40 7,27 49,40 6,83 52,40 6,44
46,50 7,26 49,50 6,82 52,50 6,43
46,60 7,24 49,60 6,80 52,60 6,42
46,70 7,23 49,70 6,79 52,70 6,40
46,80 7,21 49,80 6,78 52,80 6,39
46,90 7,20 49,90 6,76 52,90 6,38
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Apéndice 3

Desarrollo de las ecuaciones (3.10), (3.12) y (3.15)

Delafigura 3.4 las coordenadas del punto P(z, y») estan dadas por:
r ={z- Lcos(2f - q),y- Lsn(2f - q)}, (A.3.1)

donde L puede ser ladistancia objeto Ls, Ly 6 Ly, y en forma similar € vector de posicion r

puede ser rg, It 0 ry.

Para evaluar la distanciaobjeto Ls, delas Egs. (3.7a) y (3.8) con L' = L's setiene que

de donde se obtiene la Eq. (3.9)

— R(Z' Z|)
2(z- z,)cosf - Rcosq”

S

Al reemplazar este resultado en la EqQ. (A.3.1) sellegaalaEqg. (3.10).

Para evaluar la distancia objeto L+, delasEgs. (3.7b) y (3.8) con L' = L'; se tiene que

1 _ 2 1 . Z-12
— 5" ¥y Li= ’
L, Rcosf L'; cosq
de donde se obtiene la Eqg. (3.11)
R(z- z )cosf

T 2(z- z,)- Rcosqcosf

Al reemplazar este resultado en laEq. (A.3.1) sellegaalaEq. (3.12).

Para evaluar la distancia objeto Ly, en las Egs. (3.78) y (3.7b) las distancias objeto Ls y
L seranigualesa Ly, mientras que las distancias imagen satisfacen la relacion (Eg. (3.5¢))
L', =(L's+L;)/2. Por otra parte, de la Eq. (38) con L' = L'y se tiene que

L'y, =(z- z )/cosq . Entonces, a partir de

2L, =L'+L", (A3.2)
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dondeL'sdelaEg. (3.7a) con Ls=Ly €s

RL
E—— (A.3.3)
2L, cosf - R
yL'rdelaEq. (3.7b) con Ly =Ly es
RL f
= m_COS , (A.3.9)
2L,, - Rcosf
sellegaa
2L, *R(cos®f +1) - 2L,, R? cosf
oL, = w R( )- 2L, R" cos (A.35)

4L, 2 cosf - 2L, R(cos? f +1) + R? cosf

Agrupando los términos comunes de Ly ° y Ly Se obtiene la Eq. (3.14), siendo

L'y, =(z- z)/cosq. Al reemplazar la raiz positiva de este resultado en la Eq. (A.3.1) se

llegaalaEq. (3.15).
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