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RESUMEN

En este trabajo de tesis, presentamos una descripción de un método de optimización
en el número de mediciones de intensidad diferentes, el cual es comparado con el
método anteriormente propuesto, para una superficie 1-D rugosa con estadística gaus-
siana. También encontramos los elementos completos de la matriz de Mueller en una
geometría de incidencia cónica, para la misma superficie a ángulos de incidencia de
0o, 10o y 20o, a un ángulo cónico de 15o. Finalmente, aplicamos una técnica numérica
rigurosa para calcular modos en guías de onda con sección transversal arbitraria para
ondas TE.
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Capítulo 1

Introducción.

Los problemas relacionados con el esparcimiento de la radiación electromagnética por
la materia, revisten una gran importancia en varias áreas del conocimiento humano.
El tratamiento riguroso de este tipo de problemas se da por medio de las ecuaciones
de Maxwell aplicadas en las fronteras de las superficies esparcidoras. Existen varios
modelos aproximados para describir la interacción de la luz con superficies rugosas.
Las aproximaciones de estos modelos dependen tanto de la escala relativa de lon-

gitudes de onda utilizada como del tamaño del esparcidor. El esparcimiento de ondas
electromagnéticas por superficies rugosas, ha sido tema de muchos estudios por var-
ios años. El interés sobre las teorías de esparcimiento se ve incrementado a partir
del surgimiento de un método para hacer difusores ópticos, con propiedades estadís-
ticas simples [1]. Básicamente, esta técnica consiste en la exposición de una placa
de fotoresina a patrones de moteado láser, los cuales tienen propiedades estadísticas
adecuadas. Mucho del interés en este campo de estudio, se ha generado por el fenó-
meno de retroesparcimiento reforzado, el cual se manifiesta con un pico de intensidad
bien definido en la dirección de retroreflexión [2, 3], este fenómeno se presenta en
una gran variedad de problemas físicos relacionados con la propagación de ondas y
esparcimiento de luz en medios aleatorios o deterministas.
El modelado de la interacción entre ondas electromagnéticas y superficies rugosas

aleatorias es un problema de gran importancia en muchas aplicaciones. Debido a la
dificultad para obtener soluciones exactas del esparcimiento, hacemos aproximaciones
a los modelos de los campos esparcidos por superficies rugosas. Para aplicar los mod-
elos de esparcimiento aproximados, requerimos comprender el regimen de precisión
del modelo en términos de la longitud de onda, ángulo de incidencia y propiedades
estadísticas de la superficie rugosa. A la fecha ya se han realizado un gran número de
estudios teóricos y experimentales, y los rangos de validez de muchos de los modelos
existentes no han sido determinados completamente, por lo que el esparcimiento de
luz por superficies rugosas, continua siendo un área activa para un número apreciable
de investigadores.
Las aplicaciones de las matrices de Mueller se dan en varios campos de la física,

razón por la cual son variadas y muy amplias. Por mencionar algunas de ellas está la
caracterización de superficies por métodos ópticos no destructivos [4], contaminación
ambiental por lidar [5], estudio en fibras ópticas [6], dicroísmo de retina y córnea [7, 8],
microscopía por contraste de interferencia diferencial [9], tomografía por coherencia
óptica [10], esparcimiento en medios turbios [11], determinación de índices de refrac-
ción complejos [12], estudios de plasmas magnetizados [13] entre otras muchas más
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aplicaciones.
El esparcimiento de luz por superficies unidimendionales rugosas aleatorias ha sido

tema de considerable interés en años recientes. Debido a la exigencia computacional
involucrada al modelar superficies bidimensionales (2-D), es más fácil trabajar con las
llamadas superficies unidimensionales (1-D). Una superficie 2-D es considerada como
una superficie cuyas variaciones de altura ocurren en todas las direcciones sobre el
plano que la contiene. Por otro lado, una superficie 1-D (Fig. 1) es definida con
respecto a un sistema cartesiano ortogonal como una superficie cuyo contorno varía
a lo largo del eje x y es constante en la dirección del eje y. Esta particularidad no
afecta muchos resultados físicos básicos, mientras que tiene la ventaja de facilitar
su tratamiento. Sin embargo, en la mayoría de los estudios de esparcimiento de
luz por superficies 1-D, solamente se ha trabajado con luz esparcida en el plano de
incidencia, esto es, una configuración en la cual el vector de onda del campo incidente
es perpendicular a los surcos o generadores de la superficie. Existen sólo unos muy
pocos trabajos que consideran el caso del esparcimiento de luz fuera de dicho plano,
esto es, para una geometría de incidencia cónica [14, 15, 16, 17, 18].
En este trabajo de tesis, hacemos un estudio de como optimizar el número de

mediciones de intensidad para obtener la matriz de Mueller de una muestra arbitraria
en el plano de incidencia, donde encontramos que con sólo 16 distintas mediciones de
intensidad encontramos la matriz de Mueller general, mientras que para muestras con
un alto grado de simetría como son las superficies unidimensionales, basta con realizar
4 distintas mediciones de intensidad para obtener la matriz de Mueller completa [25],
a diferencia de las 6 distintas mediciones de intensidad propuesta por O’Donnell et al.
[26]. Para hacer la comparación entre estas dos propuestas, utilizamos una superficie
unidimensional rugosa de oro con estadística gaussiana con los siguientes parámetros
estadísticos: desviación de altura δ = 1.5µm y longitud de correlación a = 3.2µm y
una longitud de onda incidente de 632.8 nm.
También hacemos un estudio para la misma muestra unidimensional, para encon-

trar la matriz de Mueller fuera del plano de incidencia (incidencia cónica) y probamos
fenomenológicamente que con 16 distintas mediciones de intensidad obtenemos los
mismos resultados que con las 36 distintas mediciones propuestas por R. Espinosa-
Luna 2002 [34].
Finalmente, hacemos un cálculo numérico para encontrar los modos de propa-

gación para una guía de onda perfectamente conductora con la parte interna hueca,
para la cual encontramos los modos de propagación para ondas TE [35] y TM in-
cidentes, con una muy buena aproximación con los resultados analíticos donde fue
posible comparar. Esta simulación numérica se realizó mediante una técnica numérica
rigurosa.
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Capítulo 2

Esparcimiento por superficies unidimensionales
rugosas en el plano de incidencia.

En este capítulo, presentamos un método de optimización tanto desde el punto de
vista fenomenologico como matemático, para medir todos los elementos de la matriz
de Mueller de una superficie unidimensional rugosa, utilizando una configuración
plana (en el plano de incidencia). También presentamos resultados experimentales de
todos los elementos de la matriz de Mueller para una distribución angular de la luz
esparcida por una superficie unidimensional rugosa aleatoriamente cubierta de oro,
con una distribución estadística de alturas y con función de correlación gaussiana.
Estudios recientes del esparcimiento de luz por superficies conductoras unidimen-

sionales, con rugosidad aleatoria han sido reportados en el plano de incidencia [19].
Se han publicado trabajos teóricos sobre la forma de la matriz de Mueller asociadas
a este tipo de superficies, en una geometría de incidencia plana [18, 20, 21].
En este capítulo se presenta la determinacion de todos los elementos de la matriz de

Mueller para una geometría de esparcimiento en el plano de incidencia, de acuerdo con
la propuesta más ampliamente aceptada [22]. En ese trabajo, se propone la obtención
de la matriz de Mueller mediante 6 distintas mediciones; nosotros proponemos que
el número de mediciones puede reducirse a solamente 4 distintas mediciones. En la
sección 1, hablamos de los vectores de Stokes y las matrices de Mueller para superficies
unidimensionales rugosas. En la sección 2, damos la forma de la matriz de Mueller
para una superficie rugosa unidimensional y encontramos la matriz de Mueller para
una de dichas superficies con la propuesta por Knotts et al. [26]. En la última sección
encontraremos que en esta matriz aparecen solamente cuatro elementos distintos y se
da el procedimiento necesario para determinarlos experimentalmente y compararlos
con la anterior propuesta.

2.1 Vectores de Stokes y matrices de Mueller de superficies
unidimensionales rugosas.

La caracterización polarimétrica completa de una superficie como sistema esparcidor,
se obtiene a través de la determinación experimental de la matriz de Mueller [23].
Existe un tratamiento general para la determinación experimental de la matriz de
Mueller de cualquier sistema físico, pero implica la realización de 49 distintas medi-
ciones de intensidad [24]. Este tratamiento consiste en hacer incidir y detectar luz con
los siguientes 7 estados de polarización realizando todas las combinaciones posibles
entre ellas: ∗ (luz natural), p (polarización lineal horizontal), s (polarización lineal
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vertical), + (polarización lineal a +45o), − (polarización lineal a −45o), r (polar-
ización circular derecha) y l (polarización circular izquierda).
Se ha demostrado que, para las superficies unidimensionales, la información pro-

porcionada por las intensidades esparcidas para las polarizaciones paralela, p, y per-
pendicular, s, al plano de incidencia, no contiene toda la información asociada a tales
superficies, sino que es necesario considerar también el caso de la polarización lineal
cruzada (polarización lineal a +45o (+) respecto al plano de incidencia) [26], ya que
hace falta la información debida al cambio de fase entre p y s. Para este tipo de
superficies, se ha reportado que se requiere de tan sólo 6 distintas mediciones para
determinar la matriz de Mueller, para un ángulo de incidencia dado [24].
Resulta conveniente trabajar con cantidades directamente medibles, como lo son

las intensidades, para esto utilizamos lo que se conoce como vector de Stokes [23], este
consiste de un conjunto de cuatro cantidades (llamadas parámetros de Stokes) que
describen la intensidad y polarización de un haz de luz. El haz puede ser completa-
mente, parcialmente o no polarizado; este puede ser monocromático o policromático.
En este contexto, los vectores de Stokes para un haz monocromático se expresan como
[22]

s0 = hEpE
∗
pi+ hEsE

∗
s i, (2.1)

s1 = hEpE
∗
pi− hEsE

∗
s i, (2.2)

s2 = hEpE
∗
s i+ hE∗pEsi, (2.3)

s3 = i
¡
hEpE

∗
s i− hE∗pEsi

¢
, (2.4)

done Ep,s (E∗p,s) representa la amplitud compleja (compleja conjugada) del campo
eléctrico paralelo, p, y perpendicular, s, al plano de incidencia, respectivamente y h..i
indica promedio temporal, el cual se aplica solo para los estados detectados y no para
los incidentes, ya que estos son estados bien determinados. Los vectores de Stokes los
podemos expresar en función de cantidades medibles como son las intensidades como
sigue:

s0 = Ip + Is = I+p + I+s

s1 = Ip − Is = I+p − I+s

s2 = 2
p
IpIs cosφ = I++ − I+−

s3 = 2
p
IpIs senφ = I+r − I+l

donde Ip =
p
EpE∗p , Is =

p
EsE∗s , φ es el desfasamiento entre los dos campos.

En este trabajo empleamos la notación Iab para denotar la intensidad detectada
por un polarizador, dado un haz polarizado, siendo a la polarización incidente y b la
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Figura 2.1. Diagrama esquemático que muestra la convención de signos utilizada
para la descripción del esparcimiento de luz por superficies rugosas unidimensionales.
Las cantidades mostradas tienen asociadas signos positivos.

polarización detectada. Denotamos la polarización lineal a +45o (−45o) respecto al
plano de incidencia con el simbolo + (−) y la polarización circular derecha (izquierda)
con la sigla r (l); p y s indican polarizaciones lineales paralela y perpendicular al plano
de incidencia, respectivamente. En la fig. (2.1) se describe la convención de signos
utilizada usualmente en esta área.
Denotemos por Sinc un vector de Stokes incidente en un sistema óptico cualquiera

y por Ssc el correspondiente vector esparcido, se cumple que [31]

Ssc =M (θ0, θs)S
inc, (2.5)

donde M (θ0, θs) es una matriz cuadrada 4 × 4 que representa la respuesta lineal
del sistema esparcidor. Es conocida como la matriz de Mueller y, en general, sus
16 elementos sij son funciones de los ángulos de incidencia, θ0, y de esparcimiento,
θs. Considerando de manera implícita esta dependencia tenemos que, para un haz
luminoso arbitrario⎛⎜⎜⎝

hssc0 i
hssc1 i
hssc2 i
hssc3 i

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
hs00i hs01i hs02i hs03i
hs10i hs11i hs12i hs13i
hs20i hs21i hs22i hs23i
hs30i hs31i hs32i hs33i

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

sinc0
sinc1
sinc2
sinc3

⎞⎟⎟⎠ , (2.6)

donde h..i denotan promedio de ensamble. Enseguida mostramos el desarrollo que
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permite expresar los elementos de la matriz de Mueller en términos de los elementos
de la matriz de Jones.
La matriz que transforma un campo eléctrico E1 a otro E2 debido a la interacción

con un sistema óptico lineal transparente (no absorbente), no depolarizante, se llama
matriz de Jones (MJ) [27]

E2 = JE1, (2.7)

donde el vector E1 (E2) representa el campo eléctrico incidente (saliente), Ei (i = 1, 2)
y es una matriz de 1 × 2 donde los elementos de la matriz son complejos y J es
conocida como la matriz de Jones o matriz de esparcimiento; es una matriz de 2× 2,
con elementos en general complejos.
De las relaciones anteriores, es claro que todas las MJ tienen asociada una matriz

de Mueller (MM), pero no ocurre lo contrario, que todas las MM tengan asociada
una MJ; es decir, la función que relaciona la MM con las MJ no es sobreyectiva. A
la clase especial de matrices de Mueller que tienen asociada una matriz de Jones se
les denomina Matrices de Mueller-Jones (MMJ) o Matrices de Mueller Puras [28].
La condición física que cumplen las MMJ, es que representan sistemas ópticos no
absorbentes ni depolarizantes.
Representando los campos eléctricos incidentes y salientes en término de sus com-

ponentes canónicas, utilizando la ecuación (2.7), tenemos que∙
Ep2

Es2

¸
=

∙
J1 J4
J3 J2

¸ ∙
Ep1

Es1

¸
. (2.8)

Ahora bien, la información sobre la forma específica de las matrices de Mueller
se obtiene a través de la determinación de los estados de luz polarizada entrantes y
salientes del sistema bajo interés. Estos estados se describen a través del formalismo
matricial de los llamados vectores de Stokes. Utilizando la relación (2.5) y el vector
de Stokes

S =

⎡⎢⎢⎣
s0
s1
s2
s3

⎤⎥⎥⎦ . (2.9)

donde los valores de los parámetros de Stokes para un haz de luz monocromática
estan dados por las ecuaciones (2.1, 2.2, 2.3, 2.4). Expresando los campos salientes
en términos de los elementos de la matriz de Jones dados por la ecuación (2.8),
utilizando las expresiones dadas por la ecuación (2.7) para los campos incidentes y
salientes y sustituyéndolos en la ecuación (2.9), obtenemos

S2 =

⎡⎢⎢⎣
s00Es1E

∗
s1 + s01Es1E

∗
p1 + s02Ep1E

∗
s1 + s03Ep1E

∗
p1

s10Es1E
∗
s1 + s11Es1E

∗
p1 + s12Ep1E

∗
s1 + s13Ep1E

∗
p1

s20Es1E
∗
s1 + s21Es1E

∗
p1 + s22Ep1E

∗
s1 + s23Ep1E

∗
p1

s30Es1E
∗
s1 + s31Es1E

∗
p1 + s32Ep1E

∗
s1 + s33Ep1E

∗
p1

⎤⎥⎥⎦ , (2.10)
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donde

s00 = J3J
∗
3 + J1J

∗
1 , s01 = J3J

∗
2 + J1J

∗
4 ,

s02 = J2J
∗
3 + J4J

∗
1 , s03 = J2J

∗
2 + J4J

∗
4 ,

s10 = J3J
∗
3 − J1J

∗
1 , s11 = J3J

∗
2 − J1J

∗
4 ,

s12 = J2J
∗
3 − J4J

∗
1 , s13 = J2J

∗
2 − J4J

∗
4 ,

s20 = J3J
∗
1 + J1J

∗
3 , s21 = J3J

∗
4 + J1J

∗
2 ,

s22 = J2J
∗
1 + J4J

∗
3 , s23 = J2J

∗
4 − J4J

∗
2 ,

s30 = J3J
∗
1 − J1J

∗
3 , s31 = J3J

∗
4 − J1J

∗
2 ,

s32 = J2J
∗
1 − J4J

∗
3 , s33 = J2J

∗
4 + J4J

∗
2 .

Por otro lado, a partir de la definición de la matriz de Mueller [29], ecuacion (2.5),
tenemos

S2 =

⎡⎢⎢⎣
b00Es1E

∗
s1 + b01Es1E

∗
p1 + b02Ep1E

∗
s1 + b03Ep1E

∗
p1

b10Es1E
∗
s1 + b11Es1E

∗
p1 + b12Ep1E

∗
s1 + b13Ep1E

∗
p1

b20Es1E
∗
s1 + b21Es1E

∗
p1 + b22Ep1E

∗
s1 + b23Ep1E

∗
p1

b30Es1E
∗
s1 + b31Es1E

∗
p1 + b32Ep1E

∗
s1 + b33Ep1E

∗
p1

⎤⎥⎥⎦ (2.11)

donde

b00 = n00 − n01, b01 = n02 − in03,

b02 = n02 + in03, b03 = n00 + n01,

b10 = n10 − n11, b11 = n12 − in13,

b12 = n12 + in13, b13 = n10 + n11,

b20 = n20 − n21, b21 = n22 − in23,

b22 = n22 + in23, b23 = n20 + n21,

b30 = n30 − n31, b31 = n32 − in33,

b32 = n32 + in33, b33 = n30 + n31.

Por inspección de las ecuaciones (2.10) y (2.11) vemos que

n00 − n01 = J3J
∗
3 + J1J

∗
1 , n00 + n01 = J2J

∗
2 + J4J

∗
4 ,

sumando estas últimas ecuaciones obtenemos

n00 =
1

2
(J1J

∗
1 + J2J

∗
2 + J3J

∗
3 + J4J

∗
4 ) ,

y restándolas

n01 =
1

2
(−J1J∗1 + J2J

∗
2 − J3J

∗
3 + J4J

∗
4 ) ,
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y así sucesivamente para los elementos restantes, obteniéndose

M =
1

2

⎡⎢⎢⎣
m00 m01 m02 m03

m10 m11 m12 m13

m20 m21 m22 m23

m30 m31 m32 m33

⎤⎥⎥⎦ , (2.12)

donde mij = 2nij, esto es:

m00 = J1J
∗
1 + J2J

∗
2 + J3J

∗
3 + J4J

∗
4 ,

m01 = −J1J∗1 + J2J
∗
2 − J3J

∗
3 + J4J

∗
4 ,

m02 = J1J
∗
2 + J3J

∗
4 + J2J

∗
1 + J4J

∗
3 ,

m03 = i (J1J
∗
2 + J3J

∗
4 − J2J

∗
1 − J4J

∗
3 ) ,

m10 = J1J
∗
1 + J2J

∗
2 − J3J

∗
3 − J4J

∗
4 ,

m11 = J1J
∗
1 − J2J

∗
2 − J3J

∗
3 + J4J

∗
4 ,

m12 = J1J
∗
2 − J3J

∗
4 + J2J

∗
1 − J4J

∗
3 ,

m13 = i (J1J
∗
2 − J3J

∗
4 − J2J

∗
1 + J4J

∗
3 ) ,

m20 = J1J
∗
3 + J3J

∗
1 + J2J

∗
4 + J4J

∗
2 ,

m21 = J1J
∗
3 + J3J

∗
1 − J2J

∗
4 − J4J

∗
2 ,

m22 = J1J
∗
4 + J3J

∗
2 + J2J

∗
3 + J4J

∗
1 ,

m23 = i (J1J
∗
4 + J3J

∗
2 − J2J

∗
3 − J4J

∗
1 ) ,

m30 = i (−J1J∗3 + J3J
∗
1 − J2J

∗
4 + J4J

∗
2 ) ,

m31 = i (−J1J∗3 + J3J
∗
1 + J2J

∗
4 − J4J

∗
2 ) ,

m32 = i (−J1J∗4 + J3J
∗
2 − J2J

∗
3 + J4J

∗
1 ) ,

m33 = i (J1J
∗
4 − J3J

∗
2 − J2J

∗
3 + J4J

∗
1 ) .

De aquí, podemos escribir la ecuación (2.12) como [33]

M = T (J ⊗ J∗)T−1. (2.13)

Donde ⊗ representa el producto de Kronecker y las matrices T están dadas como

T =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 1
1 0 0 −1
0 1 1 0
0 i −i 0

⎤⎥⎥⎦ , T−1 =
1

2
T t =

1

2

⎡⎢⎢⎣
1 1 0 0
0 0 1 −i
0 0 1 i
1 −1 0 0

⎤⎥⎥⎦ , (2.14)

y

J ⊗ J∗ =

⎡⎢⎢⎣
J1J

∗
1 J1J

∗
4 J4J

∗
1 J4J

∗
4

J1J
∗
3 J1J

∗
2 J4J

∗
3 J4J

∗
2

J3J
∗
1 J3J

∗
4 J2J

∗
1 J2J

∗
4

J3J
∗
3 J3J

∗
2 J2J

∗
3 J2J

∗
2

⎤⎥⎥⎦ . (2.15)
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La condición necesaria y suficiente para que una matriz de Mueller sea una matriz de
Muelller-Jones, es que cumpla [30]

Tr
¡
M tM

¢
=

3X
i,j=0

m2
ij = 4m

2
00 (2.16)

Sin embargo, existen algunas restricciones matemáticas que debe cumplir toda matriz
de Muelller-Jones para que sea físicamente realizable. Estas condiciones encierran
un sentido físico directo, pero además, se expresan bajo el formalismo matemático
riguroso de ser condiciones necesarias y suficientes, a saber
i).- El grado de polarización de salida P2 no debe ser mayor que la unidad i.e.

0 ≤ P2 =

p
s21 + s22 + s23

s20
≤ 1. (2.17)

ii).- La ganancia g debe ser menor a la unidad i.e.

0 ≤ g ≡ sinc0
ssal0
≤ 1. (2.18)

donde sinc0 es la intensidad entrante y ssal0 es la intensidad esparcida, y por conservación
de energía no debe salir más de lo que entra. Se ha hecho la consideración de que
los parámetros de Stokes están normalizados respecto al valor unitario. En adelante
cuando hablemos de los vectores de Stokes, serán los vectores de Stokes normalizados.
Empleando la definición de la matriz de Mueller, ecuación (2.13), se pueden de-

terminar las matrices de Mueller de elementos ópticos polarizadores.

2.2 Esparcimiento por superficies unidimensionales en el pla-
no de incidencia.

Bickel y Bailey [24] han reportado un tratamiento muy general para la determinación
de los 16 elementos de la matriz de Mueller para un sistema óptico arbitrario, en el
cual se requieren 49 mediciones de intensidad independientes.
Por otra parte, se ha encontrado que, normalmente, los 16 elementos de la matriz

de Mueller no son independientes y que si existen simetrías asociadas al sistema en
cuestión la matriz puede simplificarse considerablemente [29, 31]. Como un ejemplo
particularmente importante para este trabajo, consideremos el caso de una superficie
unidimensional (Fig. 2.1). Se sabe que cuando sobre este tipo de sistemas incide un
haz de luz linealmente polarizado, s o p, no ocurre cambio de polarización (de s a
p, o inversamente, p a s) durante el proceso de esparcimiento, ya que el problema
vectorial de las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético se reduce a
uno de naturaleza escalar si el vector de onda incidente es perpendicular a los zurcos



10

o generadores de la superficie [23]. Entonces se cumple que los coeficientes J4 y J3
de la matriz de amplitudes J son nulos, por lo que la matriz de Mueller para el caso
general se reduce a [22]

M (θ0, θs) =
1

2

⎛⎜⎜⎝
hJ1J∗1 + J2J

∗
2 i hJ1J∗1 − J2J

∗
2 i 0 0

hJ1J∗1 − J2J
∗
2 i hJ1J∗1 + J2J

∗
2 i 0 0

0 0 hJ1J∗2 + J2J
∗
1 i i hJ1J∗2 − J2J

∗
1 i

0 0 −i hJ1J∗2 − J2J
∗
1 i hJ1J∗2 + J2J

∗
1 i

⎞⎟⎟⎠ ,

(2.19)
o, utilizando la notación de la ecuación (2.6) [26],

M (θ0, θs) =

⎛⎜⎜⎝
s00 s01 0 0
s01 s00 0 0
0 0 s22 s23
0 0 −s23 s22

⎞⎟⎟⎠ , (2.20)

donde

s00 =
1

2
hJ1J∗1 + J2J

∗
2 i , s22 =

1

2
hJ1J∗2 + J2J

∗
1 i = Re hJ1J∗2 i , (2.21)

s01 =
1

2
hJ1J∗1 − J2J

∗
2 i y s23 =

i

2
hJ1J∗2 − J2J

∗
1 i = Im hJ1J∗2 i .

Como puede observarse en este caso, debido a la simetría, la matriz de Mueller se
reduce a una forma sencilla, con sólo cuatro elementos independientes distintos de
cero.
Otro aspecto interesante es que, con una selección adecuada del vector de Stokes

incidente, se puede lograr que el vector de Stokes esparcido contenga toda la in-
formación necesaria para la determinación de la matriz de Mueller, por ejemplo, si
aplicamos el vector de Stokes de luz con polarización p a la matriz (2.20) obtenemos
el siguiente vector de Stokes esparcido

Ssc =

⎛⎜⎜⎝
s00 + s01
s00 + s01

0
0

⎞⎟⎟⎠
y este es un estado de polarización p puro. Si ahora le aplicamos un estado de
polarización s a la ecuación (2.20), el estado de polarización del vector de Stokes
esparcido es

Ssc =

⎛⎜⎜⎝
s00 − s01
−s00 + s01

0
0

⎞⎟⎟⎠
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que es un estado de polarización s puro, por consiguiente, con estos dos estados de
polarización incidentes, p y s, no podemos obtener los elementos s22 y s23. Si nosotros
utilizamos un estado de polarización r, el vector de Stokes esparcido es

Ssc =

⎛⎜⎜⎝
s00
s01
s23
s22

⎞⎟⎟⎠
y aquí si aparecen los cuatro elementos que queremos conocer, por lo que podemos
utilizar este estado de polarización incidente. En nuestro caso, una selección adecuada
para el vector de Stokes incidente puede ser cualquiera de los estados polarizados: +,
−, r o l, pero para estos últimos estados de polarización, pueden surgir errores de
un pequeño grado de elipticidad del estado de polarización, errores de retardo de la
misma placa retardadora, y desajustes de la posición relativa de la placa de onda y
el polarizador tanto para el sistema de incidencia como para el detector, por lo que
optamos por seleccionar los estados de polarización lineal +, −. Seleccionemos +, es
decir,

Sinc =

⎛⎜⎜⎝
1
0
1
0

⎞⎟⎟⎠ . (2.22)

Entonces el vector de Stokes esparcido estará dado como:

Ssc (θ0, θs) =M (θ0, θs)S
inc =

⎛⎜⎜⎝
s00
s01
s22
−s23

⎞⎟⎟⎠ . (2.23)

En este punto surge una pregunta natural, ¿esta forma de la matriz de Mueller para
una superficie unidimensional rugosa, es una matriz de Mueller-Jones? Aplicando
el criterio de la condición necesaria y suficiente [30] (ecuación 2.16) a esta forma
matricial (ecuación 2.20), tenemos que

M tM =

⎛⎜⎜⎝
s00 s01 0 0
s01 s00 0 0
0 0 s22 −s23
0 0 s23 s22

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

s00 s01 0 0
s01 s00 0 0
0 0 s22 s23
0 0 −s23 s22

⎞⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎝
s200 + s201 2s00s01 0 0
2s00s01 s200 + s201 0 0
0 0 s222 + s223 0
0 0 0 s222 + s223

⎞⎟⎟⎠ ,
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por lo que la traza de esta matriz esta dada por

Tr
¡
M tM

¢
= 2

¡
s200 + s201 + s222 + s223

¢
.

Si el sistema bajo estudio no absorbe ni depolariza, entonces los parámetros de Stokes
cumplen con la siguiente relación,

s20 = s21 + s22 + s23,

considerando los valores del vector de Stokes esparcido (ecuación 2.23), tenemos que
estas relaciones toman la forma explícita

s200 = s201 + s222 + s223,

por lo que

Tr
¡
M tM

¢
= 4s200,

cumpliendo con la condición de Gil [30]. Solamente si el material bajo estudio no
absorbe ni depolariza a la longitud de onda incidente.
Continuando con nuestro análisis, tenemos que de la ecuación 2.23 es posible de-

terminar completamente los elementos sij con seis distintas mediciones de intensidad
esparcida (I+p, I+s, I+−, I++, I+r, I+l), a saber

I+p =
1

2
(s00 + s01) , I+s =

1

2
(s00 − s01) , (2.24)

I++ =
1

2
(s00 + s22) , I+− =

1

2
(s00 − s22) , (2.25)

I+l =
1

2
(s00 + s23) , y I+r =

1

2
(s00 − s23) .

Se encuentra entonces que

s00 = I+p + I+s = I++ + I+− = I+l + I+r (2.26)

s01 = I+p − I+s, (2.27)

s22 = I++ − I+−, (2.28)

s23 = I+l − I+r (2.29)

Si hubiéramos trabajado con otro estado de polarización, obtendríamos relaciones
equivalentes. Como puede verse, existen varias maneras de determinar los vectores
de Stokes esparcidos por superficies unidimensionales y, por consiguiente, de medir la
matriz de Mueller asociada a éstas.
El procedimiento experimental en una geometría de incidencia plana se muestra

en la figura 2.2, a este tipo de arreglo se le conoce como esparcimiento por resolución
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Figura 2.2. Diagrama esquemático del esparcímetro bidireccional del tipo ARS
(Angular Resolved scattering) empleado para hacer las mediciones.

angular ARS (Angle Resolved Scattering). En este diagrama se muestra un haz
convergente hacia el detector, incidiendo en la superficie 1-D rugosa. La luz esparcida
se mide en función del ángulo de esparcimiento. El brazo de detección gira alrededor
del eje de la mesa de rotación, describiendo un plano perpendicular al plano del
diagrama. Note que el espejo que dirige la luz incidente hacia la muestra, obstruye el
haz esparcido en la dirección de retroreflexión (dirección contraria a la de incidencia),
donde se presenta el efecto de retroesparcimiento reforzado. En adelante se muestran
los elementos de la matriz de Mueller para una superficie unidimensional, cubierta
de oro, que obedece procesos aleatorios gaussianos, con los siguientes parámetros
estadísticos: longitud de correlación a = 3.2 µm, desviación estándar de alturas
δ = 1.5µm, longitud de onda incidente λ = 0.6328µm, ángulo de incidencia θ0 = 0◦,
10◦ y 20◦, respectivamente. En la dirección de retroreflexión, θs = 0◦, 10◦ y 20◦

respectivamente, muestran una obstrucción, que se manifiesta con un corte en la
señal esparcida angularmente, debido al espejo que dirige la luz a la muestra, mismo
que la obstruye en la retroreflexión.
Las intensidades medidas en una configuración en el plano, se presentan en la

figura (2.3) para un ángulo de incidencia de 0◦, figura (2.4) para un ángulo de inci-
dencia de 10◦, y figura (2.5) para un ángulo de incidencia de 20◦. Estas intensidades
estan expresadas en unidades arbitrarias y serán utilizadas para calcular los diferentes
elementos de la matriz de Mueller
Con los estados de polarización antes mencionados encontramos la matriz de

Mueller en el plano de acuerdo a la propuesta hecha por Knotts et al [22] para un
ángulo de incidencia de 0o, 10o y 20o. Estos resultados experimentales pueden verse
en las figuras (2.6), (2.7), (2.8), respectivamente. Estas serán comparadas con las
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Figura 2.3. Resultados experimentales de las seis distintas mediciones de intensidad
esparcida expresada en unidades arbitrarias contra el ángulo de esparcimiento, por
una superficie 1-D con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm a un ángulo
de incidencia θ0 = 0◦.
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Figura 2.4. Resultados experimentales de las seis distintas mediciones de intensidad
esparcida expresada en unidades arbitrarias contra el ángulo de esparcimiento, por
una superficie 1-D con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm a un ángulo
de incidencia θ0 = 10◦.
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Figura 2.5. Resultados experimentales de las seis distintas mediciones de intensidad
esparcida expresada en unidades arbitrarias contra el ángulo de esparcimiento, por
una superficie 1-D con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm a un ángulo
de incidencia θ0 = 20◦.
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Figura 2.6. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
para un ángulo de incidencia θ0 = 0◦, para una superficie rugosa con parámetros
estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.

gráficas obtenidas en la siguiente sección.

2.3 Optimización de la medición de la matriz de Mueller.
Se ha reportado que para superficies unidimensionales se requiere de 6 distintas medi-
ciones de intensidad Iαβ, donde el subíndice α denota el estado de luz polarizada
incidente y β el de la luz polarizada que se detecta o analiza (I+p, I+s, I++, I+−, I+r,
I+l), para un ángulo θ0 de incidencia dado. Sin embargo, nosotros presentamos una
forma fenomenológica de optimizar el número de mediciones a realizar para encontrar
la matriz de Mueller de cualquier sistema esparcidor en el plano (16 mediciones), así
como para la matriz de Mueller de una superficie unidimensional en el plano (4 medi-
ciones). También damos el sustento matemático de esta optimización al justificar el
procedimiento basado en fundamentos del Algebra Lineal.
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Figura 2.7. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
para un ángulo de incidencia θ0 = 10◦, para una superficie rugosa con parámetros
estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 2.8. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
para un ángulo de incidencia θ0 = 20◦, para una superficie rugosa con parámetros
estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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A continuación presentamos la forma fenomenológica para la optimización en el
número de mediciones. Los estados de polarización de los haces incidentes (inc) y
esparcidos (sc) en el formalismo matricial de Stokes [23], están dados por

Sj =

⎡⎢⎢⎣
sj0
sj1
sj2
sj3

⎤⎥⎥⎦ , (2.30)

para j = inc, sc, donde los parámetros de Stokes están dados por las relaciones (2.1,
2.2, 2.3, 2.4). Esta relación toma la misma forma para los haces de luz incidentes y
esparcidos. La interpretación de los vectores de Stokes está dada por: s0 > 0 indica
la intensidad total presente en el haz de luz, s1 > 0 (< 0) indica la tendencia a
polarización lineal paralela (perpendicular o s) al plano de incidencia, s2 > 0 (< 0)
indica la tendencia a polarización lineal a +45o(−45o) respecto al plano de incidencia,
s3 > 0 (< 0) indica la tendencia a polarización circular derecha (izquierda).
La notación se basa en el esquema mostrado en la figura (2.1). Si un haz de luz

Sinc incide sobre una superficie con rugosidad arbitraria con respuesta lineal M , se
genera un haz esparcido Ssc que contiene información sobre el proceso efectuado [24],
dondeM representa una matriz 4×4 de elementos reales y Sinc,sc representa el vector
de Stokes, que corresponde a una matriz 4× 1 de elementos reales. Para un sistema
esparcidor M y un vector de Stokes incidente Sinc arbitrarios, se tiene un vector de
Stokes esparcido Ssc, dado por las componentes

ssc0 = m00s
inc
0 +m01s

inc
1 +m02s

inc
2 +m03s

inc
3 ,

ssc1 = m10s
inc
0 +m11s

inc
1 +m12s

inc
2 +m13s

inc
3 ,

ssc2 = m20s
inc
0 +m21s

inc
1 +m22s

inc
2 +m23s

inc
3 ,

ssc3 = m30s
inc
0 +m31s

inc
1 +m32s

inc
2 +m33s

inc
3 .

Las relaciones anteriores revisten una gran importancia, pues son válidas para cualqui-
er sistema esparcidor y cualquier estado de polarización incidente. Para detectar
un vector de Stokes esparcido por un sistema dado, se analiza la señal esparcida
empleando elementos ópticos, cuya acción se representan por matrices de Mueller.
Aplicando una relación análoga a la ecuación (2.5)

Sdet =ManS
sc, (2.31)

donde Sdet representa el estado de luz polarizada que llega al detector y Man es la
matriz de Mueller del analizador; Ssc es el vector de Stokes esparcido por el sistema
objeto de estudio. Continuando el ejemplo, si se desea analizar la proporción de luz
esparcida con polarización lineal a +45o, entonces se realiza la siguiente operación:

Sdet++ =M+S
sc,
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donde M+ representa la matriz de Mueller de un polarizador lineal con eje de trans-
misión a +45o respecto al plano de incidencia; ++ indica que se genera un vector de
Stokes + incidente y se analiza ese mismo tipo de polarización:⎡⎢⎢⎣

sdet0
sdet1
sdet2
sdet3

⎤⎥⎥⎦ = 1

2

⎡⎢⎢⎣
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

m00 +m02

m10 +m12

m20 +m22

m30 +m32

⎤⎥⎥⎦ (2.32)

⎡⎢⎢⎣
sdet0
sdet1
sdet2
sdet3

⎤⎥⎥⎦ = 1

2

⎡⎢⎢⎣
m00 +m02 +m20 +m22

0
m00 +m02 +m20 +m22

0

⎤⎥⎥⎦ .
El único elemento que es físicamente medible es un valor proporcional a la intensidad,
contenida en el primer elemento del vector de Stokes que llega al detector, esto es,

sdet0 =
1

2
(m00 +m02 +m20 +m22) . (2.33)

En esta señal detectada se tienen algunos elementos de la matriz de Mueller del
sistema bajo estudio. La metodología a seguir es generar distintos estados de polar-
ización (vectores de Stokes incidentes) y detectar los distintos estados de polarización
esparcidos hasta formar un sistema de ecuaciones lineales que habrá de resolverse
respecto a los elementos mij (i, j = 0, 1, 2, 3) de la matriz de Mueller [24].
Los elementos de Stokes detectados se pueden escribir de manera condensada de

la siguiente manera:

Sdeti = ManMSinc (2.34)

= ManS
sc (2.35)

Sdeti =
3X

j=0

aij

3X
k=0

mjksk, i = 0, 1, 2, 3. (2.36)

Para el ejemplo que estamos manejando, el valor de la intensidad medida por el
detector, s0, estará dado por:

Sdeti=0 =
¡
sdet0
¢
++
=M+MSinc

+

Sdeti=0 =
3X

j=0

aij

3X
j=0

mjksk

Sdeti=0 = a00(m00s0 +m01s1 +m02s2 +m03s3) + (2.37)

a01 (m10s0 +m11s1 +m12s2 +m13s3) +

a02 (m20s0 +m21s1 +m22s2 +m23s3) +

a03(m30s0 +m31s1 +m32s2 +m33s3).
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En nuestro ejemplo, a00 = 1
2
= a02, a01 = 0 = a03, s0 = 1 = s2, s1 = 0 = s3; por lo

que

Sdeti=0 =
¡
sdet0
¢
++
=
1

2
(m00 +m02 +m20 +m22) .

Note que los elementos relevantes para la detección están localizados en la primera
fila de la matriz asociada al analizador (los elementos a00, a01, a02 y a03). Por el
procedimiento típico [24] se deben hacer 49 distintas mediciones de intensidad para un
sistema esparcidor arbitrario (7 condiciones de incidencia y 7 en detección). Nuestra
expresión fenomenológica también indica que se puede optimizar éste número; esto es,
que se puede reducir el número de mediciones si prestamos atención a la naturaleza de
los elementos ópticos existentes que pudieran emplearse como analizadores. Lo ideal
es contar con un conjunto de 16 ecuaciones con 16 incógnitas, a lo cual, puede llegarse
mediante el álgebra lineal bajo el criterio de una base de 4 vectores de entrada y 4
analizadores o filtros. Por consiguiente, solo se requiere de 16 distintas mediciones,
empleando elementos ópticos clásicos (polarizadores lineales y placas retardadoras
de un cuarto de onda). Un conjunto posible de vectores de Stokes incidentes y de
analizadores que pudieran emplearse, está dado por las combinaciones posibles entre
los respectivos conjuntos siguientes:

Sinc = (1, 1, 0, 0)t ; (1,−1, 0, 0)t ; (1, 0, 1, 0)t ; (1, 0, 0, 1)t

Man =Mpol.lineal p; Mpol.lineal s; Mpol.lineal +; Mpol.circ. der.

donde las primeras filas de cada uno de estos analizadores forman el conjunto

[a00a01a02a03] =

½∙
1

2

1

2
00

¸
,

∙
1

2
− 1
2
00

¸
,

∙
1

2
0
1

2
0

¸
,

∙
1

2
00
1

2

¸¾
Donde el superíndice t en los vectores de Stokes incidentes indica la operación trans-
puesta. De las relaciones anteriores vemos que tenemos los vectores de Stokes cor-
respondientes a polarizadores lineales paralelos (p), perpendiculares (s), y a +45o

respecto al plano de incidencia, respectivamente, y un estado de polarización circular
derecha (r). Para el analizador se emplean elementos ópticos del mismo tipo que para
producir los vectores de Stokes incidentes. Las combinaciones generadas entre estas 4
condiciones de entrada y 4 condiciones analizadas, implican 16 distintas mediciones.
Si denotamos por Iαβ la intensidad medida, donde α representa el vector de Stokes
incidente y β el vector de Stokes detectado, podemos obtener los 16 elementos de la
matriz de Mueller aplicando a cada uno de los vectores de Stokes, cada uno de los
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filtros, obtenemos los siguientes elementos de la matriz de Mueller:

m00 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) , (2.38)

m01 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m02 = I+p + I+s −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m03 = Irp + Irs −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m10 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m11 =
1

2
(Ipp − Ips − Isp + Iss) ,

m12 = I+p − I+s −
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m13 = Irp − Irs −
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m20 = Ip+ + Is+ −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m21 = Ip+ − Is+ −
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m22 = 2I++ − I+p − I+s − Ip+ − Is+ +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m23 = 2Ir+ − Irp − Irs − Ip+ − Is+ +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m30 = Ipr + Isr −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m31 = Ipr − Isr −
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m32 = 2I+r − I+p − I+s − Ipr − Isr +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m33 = 2Irr − Irp − Irs − Ipr − Isr +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

Si nosotros hubiéramos tomado los siguientes conjuntos de vectores de Stokes y
de analizadores

Sinc = (1, 1, 0, 0)t ; (1,−1, 0, 0)t ; (1, 0,−1, 0)t ; (1, 0, 0, 1)t , (2.39)

[a00a01a02a03] =

½∙
1

2

1

2
00

¸
,

∙
1

2
− 1
2
00

¸
,

∙
1

2
0− 1

2
0

¸
,

∙
1

2
00
1

2

¸¾
,
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Sinc = (1, 1, 0, 0)t ; (1,−1, 0, 0)t ; (1, 0,−1, 0)t ; (1, 0, 0,−1)t , (2.40)

[a00a01a02a03] =

½∙
1

2

1

2
00

¸
,

∙
1

2
− 1
2
00

¸
,

∙
1

2
0− 1

2
0

¸
,

∙
1

2
00− 1

2

¸¾
,

Sinc = (1, 1, 0, 0)t ; (1,−1, 0, 0)t ; (1, 0, 1, 0)t ; (1, 0, 0,−1)t , (2.41)

[a00a01a02a03] =

½∙
1

2

1

2
00

¸
,

∙
1

2
− 1
2
00

¸
,

∙
1

2
0
1

2
0

¸
,

∙
1

2
00− 1

2

¸¾
.

Siguiendo el procedimiento utilizado para encontrar la ecuación (2.38), vemos que de
la relación (2.39), los elementos de la matriz de Mueller son:
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m00 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) , (2.42)

m01 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m02 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− I−p − I−s,

m03 = Irp + Irs −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m10 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m11 =
1

2
(Ipp − Ips − Isp + Iss) ,

m12 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss)− I−p − I−s,

m13 = Irp − Irs −
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m20 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− Ip− + Is−,

m21 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) + Is− − Ip−,

m22 = 2I−− − I−p − I−s − Ip− − Is− +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m23 = Irp + Irs + Ip− + Is− − 2Ir− −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m30 = Ipr + Isr −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m31 = Ipr − Isr −
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m32 = I−p + I−s + Ipr + Isr − 2I−r −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m33 = 2Irr − Irp − Irs − Ipr − Isr +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

de la ecuación (2.40) los elementos son:
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m00 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) , (2.43)

m01 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m02 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− I−p − I−s,

m03 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− Ilp − Ils,

m10 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m11 =
1

2
(Ipp − Ips − Isp + Iss) ,

m12 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss)− I−p − I−s,

m13 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) + Ils − Ilp,

m20 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− Ip− − Is−,

m21 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) + Is− − Ip−,

m22 = 2I−− − I−p − I−s − Ip− − Is− +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m23 = 2Il− − Ilp − Ils − Ip− − Is− +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m30 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− Ipl − Isl,

m31 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) + Isl − Ipl,

m32 = 2I−l − I−p − I−s − Ipl − Isl +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m33 = 2Ill − Ilp − Ils − Ipl − Isl +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

y finalmente, de la ecuación (2.41) obtenemos:
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m00 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) , (2.44)

m01 =
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m02 = I+p + I+s −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m03 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− Ilp − Ils,

m10 =
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m11 =
1

2
(Ipp − Ips − Isp + Iss) ,

m12 = I+p − I+s −
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m13 = Ils − Ilp +
1

2
(Ipp − Ips + Isp − Iss) ,

m20 = Ip+ + Is+ −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m21 = Ip+ − Is+ −
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m22 = 2I++ − I+p − I+s − Ip+ − Is+ +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m23 = Ilp + Ils + Ip+ + Is+ − 2Il+ −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m30 =
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss)− Ipl − Isl,

m31 = Isl − Ipl +
1

2
(Ipp + Ips − Isp − Iss) ,

m32 = I+p + I+s + Ipl + Isl − 2I+l −
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) ,

m33 = 2Ill − Ilp − Ils − Ipl − Isl +
1

2
(Ipp + Ips + Isp + Iss) .

Hasta ahora han sido irrelevantes las cuestiones relacionadas con la geometría de
incidencia, la simetría del material e incluso su propia naturaleza. Consideremos el
caso de superficies 1-D para la aplicación de nuestro método.
La matriz de Mueller de un sistema dado se simplifica si presenta simetría, como

ocurre para una superficie 1-D, donde se ha demostrado que 6 distintas mediciones
son suficientes para determinarla completamente [26], estando dada su forma por la
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siguiente expresión

M(θ0, θs, ϕ = 0) =

⎡⎢⎢⎣
m00 m01 0 0
m01 m00 0 0
0 0 m22 m23

0 0 −m23 m22

⎤⎥⎥⎦ . (2.45)

En este análisis ya se ha tomado en cuenta que el vector de onda incidente es ortogonal
a los generadores de la superficie 1-D. En geometrías de incidencia planas se mantiene
la forma, independientemente de la naturaleza de la superficie 1-D. Como se mencionó
previamente, se sabe que bastan 6 distintas mediciones de intensidad para determinar
sus cuatro distintos elementos. Considerando m00 = m11, m01 = m10, m22 = m33 y
m23 = −m32 y sustituyendo estos valores en las realciones dadas por la ecuación
(2.38), encontramos que este número se puede reducir a tan solo cuatro distintas
mediciones para determinarla, a saber:

m00 = I+p + I+s, (2.46)

m01 = I+p − I+s,

m22 = 2I++ − I+p − I+s,

m23 = I+p + I+s − 2I+r.

Similarmente para la ecuación (2.44), encontramos que los elementos de la matriz de
Mueller para una superficie 1-D es:

m00 = I+p + I+s, (2.47)

m01 = I+p − I+s,

m22 = 2I++ − I+p − I+s,

m23 = 2I+l − I+p − I+s.

De manera similar, podemos encontrar los elementos de la matriz de Mueller, para
los otros conjuntos de vectores de Stokes.

2.3.1 Método formal para encontrar la matriz de Mueller de un sistema
en general.

A continuación damos el sustento matemático para la optimización del número de
mediciones.
Consideremos como punto de partida a la expresión

Sk =
3X

i=0

aki

3X
j=0

mijsj, k = 0, 1, 2, 3 (2.48)
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en donde sj es la entrada, aki es el filtro, Sk es la salida y mij es la matriz de Mueller
del sistema. La entrada y la salida pueden verse como vectores 4× 1 (4 renglones y
una columna) s y S, respectivamente, mientras que el filtro y la matriz de Mueller
como matrices de 4×4, A yM , respectivamente. El objetivo del presente desarrollo es
ofrecer una forma de despejar la matriz de Mueller en términos del resto de cantidades.
Asumimos que la entrada y el filtro tienen cierta libertad de ser elegidos, y que la
salida medida (la cual evidentemente que no es arbitraria) está determinada por dicha
entrada, filtro y matriz de Mueller. Esta última la asumimos única.
Reacomodando términos en la ecuación (2.48), llegamos a

Sk =
3X

j=0

"
3X

i=0

akimij

#
sj (2.49)

La suma sobre el índice i que aparece entre los paréntesis cuadrados representa a los
elementos de un producto de matrices. Esto es, definimos a la matrix B por medio
de

B = AM, (2.50)

que en términos de elementos matriciales se representa por

bkj =
3X

i=0

akimij. (2.51)

Esta nueva matriz mezcla al filtro y a la matriz de Mueller. Con lo anterior tenemos
que

Sk =
3X

j=0

bkjsj, (2.52)

que puede representarse como
Bs = S, (2.53)

ecuación que puede interpretarse asumiendo los vectores S y s conocidos y B la
incógnita. Este problema no tiene una solución única para B, como puede entenderse
con el simple ejemplo:µ

3
4

¶
=

µ
1 1
2 1

¶µ
1
2

¶
=

µ
−1 2
−2 3

¶µ
1
2

¶
.

La razón de esta falta de unicidad es que la ecuación (2.53) sólo contiene 4 ecua-
ciones, pero con 16 incógnitas (los 16 elementos de M). Una de las formas de tratar
este problema es proponer 4 diferentes entradas independientes en el sistema, las
cuales representan 4 × 4 = 16 mediciones. Dichas entradas pueden denotarse por
s(l), l = 0, 1, 2, 3, las cuales tienen salidas correspondientes S(l). Las ecuaciones de
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la forma Bs(l) = S(l), contienen suficientes ecuaciones como para poder resolver las
componentes de B. Dichas ecuaciones se obtienen a partir de la expresión matricial⎛⎜⎜⎝

b00 b01 b02 b03
b10 b11 b12 b13
b20 b21 b22 b23
b30 b31 b32 b33

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

s00 s10 s20 s30
s01 s11 s21 s31
s02 s12 s22 s32
s03 s13 s23 s33

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
S00 S10 S20 S30
S01 S11 S21 S31
S02 S12 S22 S32
S03 S13 S23 S33

⎞⎟⎟⎠
y se puede esperar una solución única para B, con tal de que el determinante de la
matriz formada por las entradas, con elementos slj, sea distinto de cero. Matemáti-
camente, este es el sentido de hablar de entradas (mediciones) independientes. La
expresión anterior se puede condensar en la forma

3X
j=0

bijs
l
j = Sl

i. (2.54)

Lo que sigue a continuación podría verse como algo inútil, sin embargo, nos sirve
para aclarar algunos detalles de lo que podemos hacer en cuanto a la forma de elegir
entradas independientes.
Para intentar despejar la matriz B de (2.53) (recuérdese que una sola entrada no

puede determinar B), extendemos los vectores S y s, hasta formar matrices 4 × 4,
con la condición de que la matriz asociada al vector de entrada s, tenga inversa.
La matriz extendida debe de ser lo suficientemente simple como para que sea útil,
además, la relación matricial a encontrar, la cual involucrará sólo a matrices 4 × 4,
debe ser acorde con la ecuación (2.53). Definimos la matriz Se, asociada al vector de
entrada s, por

Se =

⎛⎜⎜⎝
s0 0 0 0
s1 1 0 0
s2 0 1 0
s3 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ ,

la cual tiene un determinante igual al elemento s0. Así que en lo que sigue asumiremos
que s0 6= 0 (consideración plenamente física al identificarla con una situación experi-
mental donde empleamos un haz de luz ciertamente). Considerando que el producto
entre las matrices B y Se (BSe) está dado por

BSe =

⎛⎜⎜⎝
b00 b01 b02 b03
b10 b11 b12 b13
b20 b21 b22 b23
b30 b31 b32 b33

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

s0 0 0 0
s1 1 0 0
s2 0 1 0
s3 0 0 1

⎞⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎝
s0b00 + s1b01 + s2b02 + s3b03 b01 b02 b03
s0b10 + s1b11 + s2b12 + s3b13 b11 b12 b13
s0b20 + s1b21 + s2b22 + s3b23 b21 b22 b23
s0b30 + s1b31 + s2b32 + s3b33 b31 b32 b33

⎞⎟⎟⎠ ,
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resulta entonces que la matriz asociada al vector de salida S, denotada por Ss, debe
definirse por

Ss =

⎛⎜⎜⎝
S0 b01 b02 b03
S1 b11 b12 b13
S2 b21 b22 b23
S3 b31 b32 b33

⎞⎟⎟⎠ .

Con todo lo anterior, se tiene la ecuación matricial

Ss = BSe, (2.55)

la cual tiene una solución para la matriz B dada por

B = SsS
−1
e , (2.56)

donde la matriz S−1e denota a la matriz inversa de Se, la cual existe porque el de-
terminante de Se no es nulo. Aplicando la regla de Cramer podemos encontrar los
elementos de la matriz inversa S−1e

S−1e =
1

s0

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
−s1 s0 0 0
−s2 0 s0 0
−s3 0 0 s0

⎞⎟⎟⎠ .

Realizando el producto SsS
−1
e , podemos igualar sus elementos de matriz a los ele-

mentos de la matriz B, lo cual no da más información que la que contienen las 4
ecuaciones con 16 incógnitas

Bs = S, (2.57)

que, por supuesto, no es otra cosa que la ecuación (2.53).
Aunque el desarrollo anterior no sirve para encontrar B para una sola entrada s, sí

nos sirve para aclarar que podemos tomar una primera entrada s(0) = (s00, s
0
1, s

0
2, s

0
3)

t,
con la condición de que s00 sea distinta de cero. Si ahora construyéramos una segunda
matriz Se, cambiando de cierta manera la colocación de los 3 ceros que aparecen
en forma consecutiva en la matriz Se anteriormente construida, lo que tendríamos
finalmente es la aparición otra vez de las ecuaciones (2.53), acompañada de la condi-
ción de que una segunda entrada s(1) = (s10, s

1
1, s

1
2, s

1
3)

t, deba de cumplir con que s11
sea nulo, etc. Teóricamente, podemos proponer que las 4 entradas necesarias, s(l),
correspondan a los 4 vectores de una base ortonormal del espacio cartesiano de 4
dimensiones:

s(0) = (1, 0, 0, 0)t; s(0) = (0, 1, 0, 0)t;

s(2) = (0, 0, 1, 0)t; s(3) = (0, 0, 0, 1)t.
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Esto es, los elementos de matriz de la matriz formada por las entradas independientes
son slj = δlj. Con ésto, la ecuación (2.54) resulta

3X
j=0

bijs
l
j =

3X
j=0

bijδ
l
j = bil = Sl

i. (2.58)

Del resultado anterior y de la ecuación (2.51) tenemos que

3X
j=0

atijmjl = Sl
i, (2.59)

la cual representa un sistema de 16 ecuaciones con 16 incógnitas. La condición para
que este sistema tenga una solución única para mjl es que la matriz asociada al filtro,
A, tenga un determinante no nulo. Esto nos dice que el arreglo experimental para los
filtros debe corresponder a mediciones independientes cuyo significado matemático es
el ya marcado. La ecuación (2.59) puede escribirse por la ecuación matricial AtM =
S(l) que invirtiéndola para despejar a M nos conduce a

M =
¡
At
¢−1

S(l), (2.60)

donde (At)
−1 denota a la inversa de la transpuesta de la matriz filtro A. Esta última

ecuación, nos permite encontrar los elementos de la matriz de MuellerM . En términos
de elementos matriciales, dicha ecuación puede representarse por

mil =
3X

j=0

¡
atij
¢−1

Sl
j . (2.61)

Pensando aún desde el punto de vista meramente teórico, si en particular es posible
construir un filtro de manera que aij = δij, resulta entonces que

3X
j=0

atijmjl =
3X

j=0

δijmjl = mil, (2.62)

que conjuntamente con la ecuación (2.59) nos lleva finalmente a

mil = Sl
i. (2.63)

Esta relación es sumamente sencilla, nos dice que los elementos de la matriz de
Mueller se podrían medir directamente por medio de los 16 resultados experimentales
(salidas), con tal que nosotros proporcionemos entradas y filtros que correspondan a
vectores de bases ortonormales. Desde el punto de vista experimental, para intentar
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realizar ésto, se deben de considerar las posibilidades realistas que se tienen de en-
tradas s y filtros A. Después, habría que escoger entre ellas las necesarias para que
realizando unas combinaciones lineales se puedan construir matrices unidad asociadas
a s(l) y a aij. Por desgracia, no existen elementos físicos que cumplan con las carac-
terísticas ideales de estos filtros. Esto es, cualquier elemento óptico empleado como
analizador no tiene asociado una matriz unidad.
Podemos, sin embargo, acercarnos a una situación física óptima, basándonos en

las características de elementos ópticos existentes. De las ecuaciones (2.50) y (2.54)
podemos escribir

AtMs(l) = S(l), (2.64)

que al despejar la matriz de Mueller nos da como resultado

M =
¡
At
¢−1

S(l)
¡
s(l)
¢−1

, (2.65)

la cual en términos de elementos de matriz puede escribirse como

mµν =
3X

i=0

3X
j=0

¡
atµi
¢−1

Sj
i

¡
sνj
¢−1

. (2.66)

Esta última relación, sólo asume que las matrices formadas por las entradas y el filtro
no son singulares, que corresponde a la independencia de las mediciones. No es nece-
sario obtener arreglos experimentales que correspondan a bases ortonormales, en un
sentido estricto. Dada esta situación real, encontramos que existen varias combina-
ciones de 4 entradas y 4 filtros que optimizan el proceso de mediciones para llevarlo
a tan solo 16 distintas mediciones, como lo mencionamos anteriormente. Algunos de
tales conjuntos son los que obtuvimos inicialmente por argumentos fenomenológicos.
En las figuras (2.9, 2.10, 2.11) mostramos los resultados obtenidos con las rela-

ciones dadas en la ecuación (2.46) para la misma superficie 1-D empleada anterior-
mente a un ángulo de incidencia de θ0 = 0◦, 10◦ y 20◦, aqui utilizamos polarización
circular derecha.
También, presentamos los resultados experimentales en las figuras (2.12, 2.13,

2.14) obtenidos con las relaciones dadas en la ecuación (2.47) a un ángulo de inci-
dencia de θ0 = 0◦, 10◦ y 20◦, donde utilizamos polarización circular izquierda, para
corroborar la propuesta que se presenta en esta Tesis.

2.4 Discusión de resultados.
Comparando los resultados obtenidos en las figuras (2.6, 2.9, 2.12) a un ángulo de
incidencia de θ0 = 0◦, con los de las figuras (2.7, 2.10, 2.13) a un ángulo de incidencia
de θ0 = 10◦, y los de las figuras (2.8, 2.11, 2.14) a un ángulo de incidencia de θ0 =
20◦, vemos que las gráficas correspondientes son prácticamente iguales, creemos que
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Figura 2.9. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
obtenidos por nuestra propuesta, utilizando polarización circular de- recha, con un
ángulo de incidencia θ0 = 0◦, para una superficie rugosa con parámetros estadísticos
δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 2.10. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
obtenidos por nuestra propuesta, utilizando polarización circular de- recha, con un
ángulo de incidencia θ0 = 10◦, para una superficie rugosa con parámetros estadísticos
δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 2.11. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
obtenidos por nuestra propuesta, utilizando polarización circular de- recha, con un
ángulo de incidencia θ0 = 20◦, para una superficie rugosa con parámetros estadísticos
δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 2.12. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
obtenidos por nuestra propuesta, utilizando polarización circular iz- quierda, con un
ángulo de incidencia θ0 = 0◦, para una superficie rugosa con parámetros estadísticos
δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 2.13. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
obtenidos por nuestra propuesta, utilizando polarización circular iz- quierda, con un
ángulo de incidencia θ0 = 10◦, para una superficie rugosa con parámetros estadísticos
δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 2.14. Resultados experimentales de los elementos de la matriz de Mue- ller
obtenidos por nuestra propuesta, utilizando polarización circular iz- quierda, con un
ángulo de incidencia θ0 = 20◦, para una superficie rugosa con parámetros estadísticos
δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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las pequeñas diferencias se deben a los errores y ruidos experimentales, ya que las
mediciones utilizadas para determinar los vectores de Stokes son difíciles de realizar,
y pueden ocurrir varios errores. Estos errores pueden surgir de pequeños grados de
elipticidad del estado de polarización incidente, errores de retardación de fase de las
mismas placas retardadoras, y desajustes de las posiciones angulares de las placas
retardadoras, así como la posible pérdida de posición angular del brazo del detector,
por errores de pérdida de pasos en el motor. Entonces, podemos hablar de que la
matriz de Mueller la podemos obtener con sólo cuatro distintas mediciones, para una
superficie 1-D.
Los elementos s00 y m00, s01 y m01 son determinadas por las mismas mediciones

como puede verse de las relaciones (2.26 y 2.47) para cualquier ángulo de incidencia
dado. Todos los elementos presentes en las figuras (2.6, 2.9, 2.12; 2.7, 2.10, 2.13;
2.8, 2.11, 2.14) exhiben una obstrucción alrededor del ángulo θs = 0◦, 10◦ y 20◦ para
ángulos de incidencia θ0 = 0◦, 10◦ y 20◦ respectivamente, la cual es debida al espejo
que desvía el haz hacia la muestra en estudio.
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Capítulo 3

Esparcimiento por superficies unidimensionales
fue- ra del plano de incidencia.

En este capítulo estudiaremos el esparcimiento de luz en una geometría donde el
vector de onda incidente ki ahora tiene una componente a lo largo de los generadores
de la superficie (eje y en la fig. 3.1), esto es, en una geometría de incidencia cónica u
oblicua.
La interacción de la luz con estructuras unidimensionales en configuraciones cóni-

cas ha sido estudiada para el caso de rejillas periódicas [33] y también para estructuras
aleatorias [14, 15]. Hasta donde sabemos, los tres únicos trabajos experimentales que
existen con superficies rugosas aleatorias son los reportados por R. E. Luna y E. R.
Méndez [16], R. E. Luna [17] y Rafael Espinosa-Luna [34], pero en ninguno se ha
reportado la matriz de Mueller completa, en este trabajo reportamos la matriz de
Mueller completa para un ángulo cónico de 15◦ y a distintos ángulos de incidencia
(0◦, 10◦ y 20◦).

3.1 Vectores de Stokes y matrices de Mueller de superficies
unidimensionales rugosas fuera del plano.

Aquí básicamente aplicamos el mismo procedimiento que en el capítulo anterior, con
la diferencia fundamental de que nuestros estados de polarización son definidos con
respecto al sistema de referencia experimental utilizado por R. E. Luna [17]. En esta
geometría, la proyección del vector de onda incidente sobre el plano x−z forma un án-
gulo θ0 (el ángulo de incidencia) con el eje z y el ángulo cónico incidente, denotado por
ϕ, es el ángulo que el vector de onda incidente forma con su proyección sobre el plano
x−z. De esta forma, podemos definir el estado de polarización incidente (detectado),
usando como referencia el plano definido por el vector de onda incidente (esparcido)
y los generadores de la superficie (ver figura 3.1), a este plano lo llamaremos el plano
de referencia de aquí en adelante. Los estados de polarización σ̂ (π̂) se definen como
los estados de polarización lineal, en los cuales, el vector de campo eléctrico asociado
con estas ondas se encuentran en el plano de referencia (perpendicular al plano de
referencia). Cuando el ángulo cónico se hace cero (ϕ = 0◦), el estado de polarización
σ̂ (π̂) se reduce al ya conocido estado de polarización lineal s (p). Continuando con
esta notación, definimos un conjunto adicional de estados de polarización. Definimos
el estado de polarización lineal χ̂+ (χ̂−), en los cuales el vector de campo eléctrico
forma un ángulo de +45◦ (−45◦) en el plano definido por los vectores σ̂ y π̂. Cuando
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Figura 3.1. Diagrama esquemático de la geometría de esparcimiento. En el recuadro
se muestran dos vectores unitarios, π̂ y σ̂, que son los que definen la polarización con
respecto al plano definido por k̂i y el eje y.
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el ángulo cónico se hace cero (ϕ = 0◦), el estado de polarización χ̂+ (χ̂−) se reduce
al ya conocido estado de polarización lineal +45◦ (−45◦). Finalmente, el estado de
polarización ρ̂ (λ̂) es el definido como el estado de polarización circular definido por
la superposición de los estados σ̂ y π̂, con la misma amplitud del campo eléctrico y
desfasados por −90◦ (+90◦). Cuando el ángulo cónico se hace cero (ϕ = 0o), el estado
de polarización ρ̂ (λ̂) se reduce al ya conocido estado de polarización circular r (l).
Una vez definidos los estados de polarización para una geometría cónica, procede-

mos a encontrar la matriz de Mueller para esta configuración, anteriormente se ha
reportado un procedimiento en el cual se requiere de 36 distintas mediciones [34], aquí
nosotros lo obtenemos con solo 16 distintas mediciones.
Consideremos un haz polarizado que incide sobre una superficie rugosa, este haz

es caracterizado por el vector de Stokes Sinc,

Sinc =

⎡⎢⎢⎣
sinc0
sinc1
sinc2
sinc3

⎤⎥⎥⎦ . (3.1)

Debido a la respuesta lineal de la superficie, representada por la matriz de Mueller
cónica Mc, obtenemos una relación similar para el vector de Stokes esparcido, la
relación entre este observable físico esta dado por

Ssc =McS
inc, (3.2)

donde Mc =Mc(θ0, θs;ϕ 6= 0) denota la matriz de Mueller cónica 4× 4

Mc(θ0, θs;ϕ 6= 0) =

⎡⎢⎢⎣
m00 m01 m02 m03

m10 m11 m12 m13

m20 m21 m22 m23

m30 m31 m32 m33

⎤⎥⎥⎦ (3.3)

Para un sistema de esparcimiento arbitrario y para un vector de Stokes arbitrario,
tenemos un vector de Stokes esparcido expresado con los siguientes parámetros como

ssc0 = m00s
inc
0 +m01s

inc
1 +m02s

inc
2 +m03s

inc
3 ,

ssc1 = m10s
inc
0 +m11s

inc
1 +m12s

inc
2 +m13s

inc
3 ,

ssc2 = m20s
inc
0 +m21s

inc
1 +m22s

inc
2 +m23s

inc
3 ,

ssc3 = m30s
inc
0 +m31s

inc
1 +m32s

inc
2 +m33s

inc
3 .

(3.4)

Vamos a considerar 16 combinaciones posibles de distintas mediciones de intensidad,
generadas por los siguientes estados de polarización π̂, σ̂, χ̂+ y ρ̂, tanto para estados
de polarización incidente como para los estados de polarización detectados. Es im-
portante tomar en cuenta que nuestros elementos de polarización son descritos con
respecto al sistema de referencia de laboratorio.
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La relación general de los elementos de la matriz de Mueller son como sigue:

m00 =
1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m01 =
1
2
(Iππ + Iπσ − Iσπ − Iσσ)

m02 = Iχ+π + Iχ+σ − 1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m03 = Iρπ + Iρσ − 1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m10 =
1
2
(Iππ − Iπσ + Iσπ − Iσσ)

m11 =
1
2
(Iππ − Iπσ − Iσπ + Iσσ)

m12 = Iχ+π − Iχ+σ − 1
2
(Iππ − Iπσ + Iσπ − Iσσ)

m13 = Iρπ − Iρσ − 1
2
(Iππ − Iπσ + Iσπ − Iσσ)

m20 = Iπχ+ + Iσχ+ − 1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m21 = Iπχ+ − Iσχ+ − 1
2
(Iππ + Iπσ − Iσπ − Iσσ)

m22 = 2Iχ+χ+ − Iχ+π − Iχ+σ − Iπχ+ − Iσχ+ +
1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m23 = 2Iρχ+ − Iρπ − Iρσ − Iπχ+ − Iσχ+ +
1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m30 = Iπρ + Iσρ − 1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m31 = Iπρ − Iσρ − 1
2
(Iππ + Iπσ − Iσπ − Iσσ)

m32 = 2Iχ+ρ − Iχ+π − Iχ+σ − Iπρ − Iσρ +
1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

m33 = 2Iρρ − Iρπ − Iρσ − Iπρ − Iσρ +
1
2
(Iππ + Iπσ + Iσπ + Iσσ)

(3.5)

donde utilizamos la siguiente notación para Iαβ: α representa el estado de polarización
incidente y β el estado de polarización detectada. Nosotros utilizamos la notación
mij(θs) para denotar los elementos de la matriz de Mueller cónica.
Cuando la superficie de esparcimiento es 1-D y ϕ = 0◦, las relaciones anteriores

se reducen a las correspondientes elementos de la matriz de Mueller en el plano (ec.
2.26).
Tomando en cuenta que los estados de polarización definidos para una geometría

cónica se reducen a los estados de polarización de la configuración en el plano, y
aplicando la siguiente relación

Ssc =M(θ0, θs)S
inc
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obtenemos que
Ipp = s00 + s01
Ips = 0
Ip+ =

1
2
(s00 + s01)

Ipr =
1
2
(s00 + s01)

Isp = 0
Iss = s00 − s01
Is+ =

1
2
(s00 − s01)

Isr =
1
2
(s00 − s01)

I+p =
1
2
(s00 + s01)

I+s =
1
2
(s00 − s01)

I++ =
1
2
(s00 + s22)

I+r =
1
2
(s00 − s23)

Irp =
1
2
(s00 + s01)

Irs =
1
2
(s00 − s01)

Ir+ =
1
2
(s00 + s03)

Irr =
1
2
(s00 + s22)

Donde, realizando un poco de álgebra obtenemos los elementos de la matriz de Mueller
para una configuración en el plano de incidencia, estos elementos son los siguientes:

m00 = s00
m01 = s01
m02 = 0
m03 = 0
m10 = s10
m11 = s00
m12 = 0
m13 = 0
m20 = 0
m21 = 0
m22 = s22
m23 = s23
m30 = 0
m31 = 0
m32 = −s23
m33 = s22

Con esto, vemos que la matriz de Mueller para ϕ 6= 0◦ se reduce a la matriz de Mueller
en el plano haciendo ϕ = 0◦, con lo cual, podemos tener mayor fiabilidad de nuestro
método.
El arreglo experimental utilizado para realizar nuestras mediciones, salvo algunas

variantes, es el mismo esparcímetro que se describió en el capítulo anterior. En la
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Figura 3.2. Fotografía del esparcimetro tipo ARS (Angle Resolved Scattering) uti-
lizado para hacer las mediciones.

figura 3.2 se muestra la fotografía del arreglo experimental cónico. Empleamos una
serie de espejos, lentes y elementos polarizadores para producir un haz significati-
vamente convergente hacia la muestra, formando un ángulo cónico ϕ con respecto
a la horizontal. La luz esparcida se distribuye sobre la superficie de un cono cuyo
eje se localiza a lo largo de los generadores de la superficie y su vértice se ubica en
el punto de incidencia, formando un ángulo ϕ con respecto a los generadores de la
superficie, por lo que el sistema de detección se coloca formando un ángulo ϕ con
respecto a la horizontal, este es montado sobre un brazo de 45 cm de largo y enfocado
hacia la muestra. Con este arreglo, se ilumina aproximadamente 20 mm2 de área.
La muestra es montada sobre una mesa rotatoria, así que el ángulo de incidencia θ0
puede ser fácilmente determinado y modificado girando la muestra alrededor del eje
y (ver figura 3.1). El sistema de detección integra la intensidad esparcida sobre un
ángulo de aproximadamente 2◦ para reducir el ruido del moteado (speckle). El brazo
es rotado bajo el control de una computadora, y los datos de intensidad son tomados
como una función del ángulo de esparcimiento θs.
En las figuras (3.3, 3.4, 3.5, 3.6), mostramos los resultados experimentales de los

elementos de la matriz de Mueller, para esparcimiento cónico, donde la superficie
esparcidora es la misma que utilizamos para hacer las mediciones de esparcimiento
en el plano anteriormente, es decir,. Las mediciones que reportamos en esta tesis se
hicieron para un ángulo de incidencia θ0 = 0◦, y un ángulo cónico ϕ = 15◦.
En las figuras (3.7, 3.8, 3.9, 3.10), mostramos los resultados experimentales de

los elementos de la matriz de Mueller, para esparcimiento cónico, donde la superficie
esparcidora es la misma que utilizamos para hacer las mediciones de esparcimiento
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Figura 3.3. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m00,
m01, m02, m03), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 0◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.4. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m10,
m11, m12, m13), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 0◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.5. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m20,
m21, m22, m23), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 0◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.6. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m30,
m31, m32, m33), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 0◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.7. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m00,
m01, m02, m03), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 10◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.

en el plano, anteriormente. Las mediciones que reportamos en esta tesis se hicieron
para un ángulo de incidencia θ0 = 10◦, y un ángulo cónico ϕ = 15◦.
En las figuras (3.11, 3.12, 3.13, 3.14), mostramos los resultados experimentales de

los elementos de la matriz de Mueller, para esparcimiento cónico, donde la superficie
esparcidora es la misma que utilizamos para hacer las mediciones de esparcimiento
en el plano, anteriormente. Las mediciones que reportamos en esta tesis se hicieron
para un ángulo de incidencia θ0 = 20◦, y un ángulo cónico ϕ = 15◦.

3.2 Discusión de resultados.
Encontramos los elementos completos de la matriz de Mueller para una superficie
rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm. en una geometría de
incidencia cónica, para un ángulo de incidencia de θ0 = 0◦, y un ángulo cónico de 15◦
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Figura 3.8. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m10,
m11, m12, m13), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 10◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.9. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m20,
m21, m22, m23), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 10◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.10. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m30,
m31, m32, m33), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 10◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.11. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m00,
m01, m02, m03), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 20◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.12. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m10,
m11, m12, m13), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 20◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.13. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m20,
m21, m22, m23), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 20◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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Figura 3.14. Elementos de la matriz de Mueller cónica de una superficie 1-D (m30,
m31, m32, m33), a un ángulo cónico ϕ = 15◦ y un ángulo de incidencia θ0 = 20◦ para
una superficie rugosa con parámetros estadísticos δ = 1.5µm y a = 3.2µm.
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(ver figuras 3.3, 3.4, 3.5, 3.6), Observamos que el elemento m00 es igual al elemento
m11, el m23 es igual a −m32, estos últimos resultados concuerdan con los predichos
por Novikov. Los elementosm22 ym33 son diferentes y no concuerdan con lo predicho
por Novikov. En la parte central de la curva observamos un pico que tiene la forma
de retroreflexión reforzada en los elementos m00 y m11, en el resto de los elementos
no se observa este pico debido a que los elementos de Mueller son la suma y resta de
distintas intensidades.
Para un ángulo de incidencia de θ0 = 10◦, y un ángulo cónico de 15◦ (ver figuras

3.7, 3.8, 3.9, 3.10), Observamos los mismos resultados que para el ángulo de incidencia
de 0◦, pero con el pico de retroreflexion desplazado en el eje de ángulo de esparcimiento
por−10◦ y el pico disminuye en tamaño en comparación con los elementos de la matriz
de Mueller a un ángulo de incidencia de 0◦.
Para un ángulo de incidencia de θ0 = 20◦, y un ángulo cónico de 15◦ (ver figuras

3.11, 3.12, 3.13, 3.14), Observamos los mismos resultados que para el ángulo de
incidencia de 0◦, pero con el pico de retroreflexión desplazado en el eje de ángulo de
esparcimiento por −20◦, aunque prácticamente desaparece.
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Capítulo 4

Cálculo numérico para la obtención de modos.

El esparcimiento de luz por superficies rugosas aleatorias ha sido tema de mucho
estudio por muchos años [2, 3, 17, 36, 18], en parte motivado por la observación
del retroesparcimiento reforzado y muchos otros efectos de esparcimiento, como son
el esparcimiento por reacciones nucleares, producción de polarización, esparcimiento
fotón-fotón, esparcimiento por dipolos inducidos, esparcimiento raman entre otros.
Las técnicas numéricas rigurosas para el tratamiento de problemas de esparcimiento
de luz con una superficie unidimensional rugosa han sido desarrolladas [38, 39, 40,
41, 42, 43]. Un problema de gran importancia que involucra regiones cerradas, es
la propagación o excitación de ondas electromagnéticas en una guía de onda hueca
de sección transversal uniforme. Entonces, si nosotros tomamos una superficie unidi-
mensional y la unimos por sus extremos (x = 0 y x = L), estaremos generando una
superficie cerrada, donde la sección transversal permanecerá constante a lo largo del
eje de simetría, dandonos una geometría cilíndrica. Tomando en cuenta estos hechos
podemos modificar una técnica numérica rigurosa de esparcimiento de luz existente,
basada en el teorema integral de Green, válida para superficies reentrantes [43], para
resolver problemas de guías de onda con conductores perfectos en la frontera de la
superficie y una forma arbitraria de la sección transversal. Podemos decir que la
geometría involucrada es una de las variables principales presentes en el problema de
la determinación del funcionamiento de una guía de onda [44]. Actualmente, exis-
ten algunas secciones transversales interesantes reportadas sobre microestructuras de
fibras ópticas [45, 46] las cuales podrían ser tratadas por nuestro método.

4.1 Formulación de unmétodo numérico para guías de ondas.
En esta sección presentamos una técnica numérica rigurosa, aplicada para calcular
los modos en una guía de onda, para los casos TE y TM. Esta es una extensión de un
trabajo previo [47]. Como una aplicación del método descrito, nosotros consideramos
el caso de una guía de onda con estructura poligonal interna, donde la pared de esta
guía de onda es conductora perfecta y el interior esta hueco. Además, probamos la
validez de nuestra aproximación haciendo una comparación entre resultados numéricos
y análiticos, para algunos sistemas típicos.
En la figura 4.1 se muestra el contorno de una superficie cilíndrica de sección

transversal arbitraria. La forma y medida de la sección transversal suponemos que
es constante a lo largo del eje del cilindro (dirección z), y la intersección del cilindro
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Figura 4.1. Guía de onda cilíndrica hueca, con una forma de sección transversal
arbitraria. La medida y forma de la sección transversal se suponen constantes a lo
largo del eje del cilindro (dirección z), y la intersección del cilindro con el plano x− y
es el contorno cerrado C.

con el plano x− y define el contorno interno C, y este contorno encierra la superficie
S. Hemos supuesto que el espacio interno del cilindro está vacío.
Si los campos tienen una dependencia temporal del tipo exp(−iωt) dentro del

cilindro, y utilizando la geometría involucrada, podemos expresar la variación de los
campos en la dirección z de la siguiente forma

Ψ(x, y, z, t) = Ψ(x, y) exp(±ikz − iωt), (4.1)

donde Ψ representa el campo magnético H o el campo eléctrico E.
Es bien conocido que el campo electromagnético dentro de una guía de onda puede

estudiarse en términos de dos tipos de ondas desacopladas [48]: las ondas TE y las
TM. Ambas ondas deben satisfacer la ecuación homogénea de Helmholtz

(∇2 + γ2)Ψγ(x, y) = 0. (4.2)

Además, se cumplen ciertas condiciones a la frontera para cada uno de los casos y la
relación de dispersión está dada por

γ2 =
ω2

c2
− k2. (4.3)

Para encontrar Ψγ, utilizamos una función auxiliar. Introducimos una función
de Green, Gγ(r, r

0), la cual es la solución de la ecuación inhomogénea de Helmholtz
bidimensional

(∇2t + γ2)Gγ(r, r
0) = −4πδ(r− r0), (4.4)



62

donde r = (x, y) y r0 = (x0, y0), los cuales no tienen componente a lo largo del eje
del cilindro. La función de Green puede ser expresada en términos de una función de
Hankel de primera clase y orden cero, como sigue:

Gγ(r, r
0) = iπH

(1)
0 (γ | r− r0 |). (4.5)

Aplicando el teorema integral de Green para las funciones escalares Ψγ(r) y
Gγ(r, r

0) y para la geometría particular considerada aquí, obtenemosR
S
[Ψγ(r)∇2Gγ(r, r

0)−Gγ(r, r
0)∇2Ψγ(r)]da =

I
C

[Ψγ(r)∇Gγ(r, r
0)−Gγ(r, r

0)∇Ψγ(r)] · nds, (4.6)

donde da es el elemento diferencial de área perpendicular al eje del cilindro, ds es
longitud de arco diferencial del contorno interno C, y n es el vector unitario normal a
cada uno de los puntos sobre C. Podemos sustituir los Laplacianos de las ecuaciones
(4.2) y (4.4) dentro de la ecuación (4.6) para obtener

Ψγ(r) =
1

4π

I
C

[Gγ(r, r
0)∇0Ψγ(r

0)−Ψγ(r
0)∇0Gγ(r, r

0)] · nds0, (4.7)

donde r localiza los puntos dentro del cilindro.
Para el caso de las ondas, TM, tenemos que la condición de frontera es que la

componente del campo eléctrico, tangente a la superficie, al ser evaluada sobre el
conorno C es nulo. Esto es

Ez |C= 0. (4.8)

La cual se llama “condición de frontera de Dirichlet”. Para el caso complementario
de las ondas TE se tiene la condición de frontera de Neumann, expresada por

∇Hz · n |C= 0. (4.9)

A continuación mostraremos el formalismo que permite encontrar el campo magnético
para las ondas TE. Aplicando la condición a la ecuación (4.9), tenemos

Ψγ(r) = −
1

4π

I
C

Ψγ(r
0)∇0Gγ(r, r

0) · nds0, (4.10)

en donde Ψγ(r) = Hz(r). La función fuente en este caso es Ψγ(r) evaluada sobre C.
Esta se calcula de una manera similar que la empleada anteriormente para ondas TM
[47].
La ecuación (4.10) se resuelve numéricamene para la función Ψγ(r

0). Esto se
realiza convirtiendo dicha ecuación en una ecuación matricial numérica para la función
fuente, la cual, está dada por
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0 =
NX
n=1

Lγ
mnΨ

n
γ , con m = 1, 2, ..., N, (4.11)

donde Ψn
γ = Ψγ(R) |R=R(sn) y R(s1), R(s2), ..., R(sN), son N puntos igualmente

espaciados sobre el contorno.
La expresión que permite obtener los elementos de la matriz, es la siguiente:

Lγ
mn = −i∆s

4
γH

(1)
1 (γ{[Xm −Xn]

2 + [Ym − Yn]
2}1/2)× (4.12)£

[Xm −Xn]
2 + [Ym − Yn]

2
¤− 1

2 {X 0
n[Ym − Yn]− Y

0
n[Xm −Xn]},

para m 6= n, y donde ∆s es la distancia sobre la curva C entre R(sj) y R(sj+1), con
j = 1, 2, ..., N − 1. Además, (Xm, Xn) son las componentes cartesianas del vector
R(sN), y H

(1)
1 (z) es la función de Hankel de primera clase y orden uno.

Para m = n, tenemos

Lγ
mn=

1

2
− ∆s

4π

³
X

0
nY

00
n −X

00
nY

0
n

´
, (4.13)

donde cada uno de los simbolos primados denota una derivada. Como puede obser-
varse de la ecuación (4.11) la ecuación matricial es homogénea; así que los valores de
γ pueden determinarse de la siguiente condición:

|Lγ
mn| = 0. (4.14)

Definimos la función

D(γ) = ln(|Lγ
mn|), (4.15)

debido a que el determinante de las matrices de interés es muy pequeño, por lo que la
función logaritmo natural del determinante de la matriz permite ver mejor los valores
numéricos propuestos como eigenvalores.
Una vez que γ y la función fuente Ψn

γ han sido determinados, la amplitud del
campo en el interior del cilindro puede calcularse de

Ψγ(x, y) = −i∆s

4
γ

NX
n=1

Ψn
γH

(1)
1 (γ{[x−xn]2 + [y−yn]2}1/2)× (4.16)

£
[x− xn]

2 + [y − yn]
2
¤− 1

2 {x0n[y − yn]− y
0
n[x− xn]}.

La solución general para Hz(x, y, z, t) puede expresarse por
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Hz(x, y, z, t) =
X
j

AγjΨγj(x, y) exp(ikz − iωt), (4.17)

donde Aγj son constantes complejas y k puede calcularse de la relación de dispersión

k = ±
µ
ω2

c2
− γ2j

¶1/2
. (4.18)

Nosotros hemos considerado un contorno particular C para mostrar las aplica-
ciones del método reportado [47] para ondas TE y TM.
Sea C un polígono regular. Nosotros consideramos el caso donde el contorno

cerrado C es un polígono regular con p lados, donde p = 3, 4, 5, 6.y ∞. Esto es,
el polígono es un triángulo, un cuadrado, un pentágono, un hexágono y un círculo,
respectivamente. Además, el polígono está inscrito en una circunferencia de radio
R = 3

√
2 (unidades arbitrarias), que puede considerarse como un polígono con p =∞.

Calculamos los eigenvalores numéricos para ondas TE, como se ven en la figura 4.2,
encontrando los valores de γ tal que ellos son mínimos relativos de la función D(γ)
(ecuación 4.15) en el intervalo [0.10, 2.50] o 2π/γ ∈ [0.59, 14.80]R, donde 2π/γ es
la longitud de onda bidimensional. Expresiones análogas se obtuvieron utilizando
el mismo criterio para ondas TM, los resultados se muestran en la figura 4.3. La
tabla 4.4 muestra los eigenvalores asociados con las guías de onda con las secciones
transversales consideradas aquí, tanto para ondas TE como para las TM (ver figura
4.5). Los eigenvalores muestran características interesantes para ambos casos. Para
este intervalo numérico, el triángulo presenta nueve eigenvalores para el caso TE
mientras que para el caso TM solamente tiene cinco eigenvalores, mientras que para
el hexágono presentan trece eigenvalores para el caso TE y doce para el caso TM.
Hacemos una comparación entre los resultados numéricos y análiticos, para los

casos p = 4, y p = ∞, los cuales son posibles de realizar analíticamente. Definimos
un error cuadrático entre los resultados analíticos y numéricos como

err =

Ã
NX
j=1

(γaj − γj)
2

!1/2
, (4.19)

donde γj son los eigenvalores calculados numéricamente en el intervalo, N es el número
de eigenvalores en el intervalo, y γaj = γmn corresponde a los eigenvalores analíticos
[49]. Los errores para las ondas TE son 0.025 para el cuadrado y 0.003 para la circun-
ferencia mientras que para el caso TM los errores son 0.007 tanto para el cuadrado
como para la circunferencia. Entonces, podemos observar que los resultados numéri-
cos están en muy buen acuerdo con los resultados analíticos correspondientes. Este
ejemplo ayuda a ilustrar la validez del método anteriormente descrito.
La función fuente Ψn

γ la podemos determinar utilizando la técnica numérica de
descomposición de valores singulares (SVD - Singular Values Decomposition) [50] uti-
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Figura 4.2. El logaritmo de la matriz Mγ
mn D (γ) vs γ, para contornos poligonales

en el caso TE. El intervalo que se consideró para los eigenvalores γ es [0.10, 2.50]. Los
puntos mínimos relativos de D (γ) dan la posición de los eigenvalores. Los contornos
son (a) triángulo, (b) cuadrado, (c) pentágono, (d) hexágono y (e) círculo.
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Figura 4.3. El logaritmo de la matriz Mγ
mn D (γ) vs γ, para contornos poligonales

en el caso TM. El intervalo que se consideró para los eigenvalores γ es [0.10, 2.50]. Los
puntos mínimos relativos de D (γ) dan la posición de los eigenvalores. Los contornos
son (a) triángulo, (b) cuadrado, (c) pentágono, (d) hexágono y (e) círculo.
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Figura 4.4. Eigenvalores TE para una guía de onda hueca conductora de sección
transversal poligonal de lados p = 3, 4, 5, 6, y ∞, respectivamente.

Figura 4.5. Eigenvalores TM para una guía de onda hueca conductora de sección
transversal poligonal de lados p = 3, 4, 5, 6, y ∞, respectivamente.
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Figura 4.6. Valores absolutos de las eigenfunciones del estado base de una guía de
onda con sección transversal poligonal para el caso de a) un triángulo, b) cuadrado,
c) pentágono, y d) hexágono para el caso TE.
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Figura 4.7. Valores absolutos de las eigenfunciones del estado base de una guía de
onda con sección transversal poligonal para el caso de a) un triángulo, b) cuadrado,
c) pentágono, y d) hexágono para el caso TM.

Figura 4.8. Valores absolutos de las eigenfunciones del estado base de una guía de
onda con sección transversal poligonal para el caso de un círculo a) en el caso TM,
b) en el caso TE.
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lizando la ecuación (4.11), la cual representa un conjunto de ecuaciones homogéneas,
donde la matriz Lγ

mn es numéricamente casi singular. Después, se obtiene la amplitud
de campo de la ecuación (4.16). Las figuras 4.6 y 4.7 muestran el valor absoluto al
cuadrado de las eigenfunciones del estado base, | Ψ1(x, y) |2, para el de las guías de
onda con la sección transversal consideradas aquí para ondas TE (figuras 4.6a, 4.6b,
4.6c, y 4.6d) y TM (figuras 4.7a, 4.7b, 4.7c, y 4.7d), para el triángulo, el cuadrado,
el pentágono y el hexágono respectivamente, en la figura 4.8a se muestra el caso TM
y en la figura 4.8b se muestra el caso TE, para el círculo respectivamente.

4.2 Discusión de resultados.
De los resultados anteriores, podemos inferir los siguientes hechos: cuando el número
de elementos de simetría se incrementa, los eigenvalores del estado base se desplazan
hacia el lado izquierdo tanto para el caso TE como para el TM, el número de modos
también se incrementa. El caso TE siempre tiene un número mayor de modos que el
caso TM. En el caso TE observamos que siempre se presenta un valor mínimo en el
centro del polígono, mientras que para el caso TM estas presentan un máximo.
Tenemos resultados numéricos para eigenestados no degenerados (caso TM), sin

embargo, la simetría obtenida en algunos casos no significa necesariamente la exis-
tencia de un estado no degenerado, es decir, el cuadrado para el caso TE es simétrico
pero es bien sabido que este no es un caso de estado degenerado [46]. Para el caso
TE, la energía está centrada alrededor de los vértices, mientras que para el caso TM
está centrada alrededor del centro de simetría.
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Capítulo 5

Conclusiones.

En este capítulo damos las conclusiones sobre el trabajo hecho en la realización de
esta tesis, así como trabajo por realizar. Nosotros presentamos una descripción de un
método de optimización en el número de mediciones de intensidad diferentes, el cual es
comparado con el método anteriormente propuesto, obteniendo los mismos resultados.
Además, existe un 33% de ahorro en tiempo de ejecución de las mediciones para el
caso de una superficie rugosa unidimensional, lo cual es bastante bueno. Para una
superficie que no tenga simetría habría que realizar máximo 16 distintas mediciones
en vez de las 49 que propone Bickel y Bayley, lo cual estaría reduciendo el tiempo en
un 66%.
Por otro lado, encontramos los elementos completos de la matriz de Mueller en

una geometría de incidencia cónica, para ángulos de incidencia de θ0 = 0◦, 10◦ y 20◦

a un ángulo cónico de 15◦. Observamos que el elemento m00 es igual al elemento m11,
el m23 es igual a −m32, estos resultados concuerdan con los predichos por Novikov.
Los elementos m22 ym33 son diferentes y no concuerdan con lo predicho por Novikov.
En la parte central de la curva de los elementosm00 ym11, observamos un pico que

tiene la forma de retroreflexión reforzada, en el resto de los elementos no se observa
este pico debido a que los elementos de Mueller son la suma y resta de distintas
intensidades, aunque en las mediciones de cada una de las intensidades si aparecen.
También observamos que el pico máximo, conforme aumenta el ángulo de incidencia
disminuye y se desplaza una distancia igual a la del ángulo de incidencia.
También podemos decir, que tenemos una técnica numérica rigurosa para calcular

modos en guías de ondas con sección transversal arbitraria, tanto para ondas TE como
para ondas TM, en particular lo hicimos para guías de onda conductoras con secciones
transversales poligonales huecas. Esto representa una extensión de una formulación
aplicada a problemas con superficies reentrantes [42, 43]. Los resultados obtenidos
son coherentes con los reportados en la literatura. La conclusión final de este trabajo
es que el método descrito anteriormente [47] puede aplicarse para calcular los modos
sobre guias de onda conductoras con sección transversal arbitraria.
El trabajo a realizar en los próximos años, es mejorar el sistema de detección para

obtener los elementos completos de la matriz de Mueller cónica con mayor precisión
para posteriormente publicar los resultados en una revista de circulación interna-
cional. Aplicar el método obtenido para estudiar distintos sistemas. Proseguir con la
implementación de los calculos numéricos para realizar simulaciones de propagación
en guías de ondas.
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