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Resumen 
 
Resumen de la tesis del Ing. Alexis de Jesús Flores García, presentada como 

requisito parcial para la obtención del grado de MAESTRO EN OPTOMECATRONICA, 
León, Guanajuato, México, Marzo de 2013.  
 
ESCANEO 3D EN UN CAMPO DE VISIÓN DE 360° UTILIZANDO LA TÉCNICA DE 
PROYECCIÓN DE FRANJAS Y UN ARREGLO DE ESPEJOS   

 
La reconstrucción tridimensional de objetos es un proceso en el cual, objetos reales 

son reproducidos digitalmente en la memoria de una computadora, conservando sus 
características físicas tales como dimensiones, volumen y forma. Existen diversas técnicas 
de reconstrucción tridimensional, éstas se dividen en técnicas de contacto y de no contacto, 
siendo estas últimas denominadas técnicas no invasivas y por tanto las más utilizadas 
actualmente en varios sectores de la industria. Dentro de esta categoría los sistemas que 
utilizan técnicas ópticas basadas en proyección de luz estructurada son muy populares 
debido a su versatilidad, economía y precisión en la obtención de topografía. 

 
En el presente trabajo se expone el desarrollo de un sistema de reconstrucción 

tridimensional con una visión de 360° utilizando la técnica de proyección de franjas y un 
arreglo de espejos, obteniendo tres vistas diferentes y complementarias del objeto bajo 
estudio. Se hace uso de la técnica de corrimiento de fase, en particular un algoritmo de 
cuatro pasos y una técnica iterativa para el desenvolvimiento de la fase. El proceso para la 
reconstrucción en 360° a partir de las tres vistas, se lleva a cabo determinando parámetros 
que describen el movimiento necesario para el acoplamiento de cada una de las vistas 
(matriz de rotación), dados por la geometría del arreglo. 

 
Se analiza un objeto de forma cilíndrica conocida para la caracterización del 

sistema. El sistema de reconstrucción 3D es probado en la digitalización de un maniquí de 
pie humano el cual  corresponde a una talla de 20cm. La información topográfica que se 
puede obtener para el pie humano es de utilidad en el diseño de plantillas y hormas 
especializadas. El proyecto es de gran interés para el Centro de Innovación Aplicada en 
Tecnologías Competitivas (CIATEC, A. C.), instituto que apoya a empresas del sector 
cuero calzado. 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“But I don’t want to go among mad people," Alice remarked. 
"Oh, you can’t help that," said the Cat: "we’re all mad here. I’m mad. You’re mad." 

"How do you know I’m mad?" said Alice. 
"You must be," said the Cat, or you wouldn’t have come here.” 

Lewis Carroll, Alice in Wonderland 
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Justificación 
 

Actualmente existen en el mercado dispositivos capaces de obtener la anatomía del pie 

humano, estos dispositivos regularmente están destinados a fines médicos, alguna de las 

finalidades de estas pruebas es realizar estudios de los siguientes tipos: 

 

 Fabricación de calzado personalizado para pacientes con problemas vasculares o 

diferentes enfermedades que afecten la marcha. 

 Fabricación de plantillas personalizadas que corrigen las deficiencias que afecten al 

pie. 

 Fabricaciones de artículos ortopédicos como calcetines con tejidos que incrementan 

la oxigenación de la piel teniendo en cuanta la anatomía del pie de cada paciente. 

 Aplicaciones en biomédica deportiva 

 

Existen empresas que se dedican a la fabricación y personalización de artículos 

ortopédicos, algunas de estas utilizan técnicas ópticas de vanguardia sin embargo aún 

existen métodos abrasivos que resultan poco eficientes. 

 

La reconstrucción de objetos utilizando proyección de franjas es una técnica óptica que 

tiene diversos campos de aplicación. En esta técnica se utilizan algoritmos para encontrar la 

fase y su procesamiento para obtener la fase desenvuelta. Los algoritmos utilizados en esta 

tesis corresponden a la transformada de Fourier y desplazamiento de fase. 

 

Con el fin de proveer un prototipo para la obtención topométrica de objetos y en 

particular el de un maniquí de pie humano se ha desarrollado un sistema óptico basado en 

la proyección de luz estructurada capaz de reconstruir tridimensionalmente la muestra 

utilizando una sola cámara y capturando tres vistas diferentes y complementarias mediante 

la utilización de espejos. El sistema propuesto captura dichas imágenes en unos pocos 

segundos y procesa la información de cada vista para obtener un modelo digital del objeto 

bajo estudio.  
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Objetivos 
 

 
El objetivo principal de este trabajo de tesis es la implementación de un prototipo 

optomecatrónico capaz de digitalizar un objeto en un campo de visión de 360 grados 

utilizando la técnica de proyección de luz estructurada correspondiente a proyección de 

franjas.  

 

Los objetivos generales se describen a continuación: 

 

 Diseñar un arreglo óptico que capture tres vistas diferentes y complementarias 

del objeto para su reconstrucción en 360 grados utilizando un arreglo de espejos. 

 Implementar un algoritmo que genere y capture el patrón de franjas proyectado 

sobre cada una de las vistas del objeto. 

 Implementación de un algoritmo que pegue las tres vistas para formar un 

modelo tridimensional. 

 Obtener las mediciones del objeto bajo estudio en coordenadas reales. 

 Determinar el error comparando los resultados obtenidos con las medidas del 

objeto real. 
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Prólogo 
 

El desarrollo de la tesis está orientado a la implementación de un arreglo óptico 

basado en la técnica de proyección de franjas  para la reconstrucción tridimensional de 

objetos en un campo de visión de 360°. En particular se estudia un objeto cilíndrico de 

medidas conocidas para la caracterización del sistema, posteriormente se estudia un 

maniquí que presenta una forma y medidas aproximadas a las del pie humano para el 

desarrollo de plantillas y hormas personalizadas. 

 

A continuación se presenta un resumen general de los capítulos descritos a lo largo 

de este trabajo de tesis. 

 

Capítulo 1: En este capítulo se presentan antecedentes relacionados con la reconstrucción 

tridimensional, las técnicas utilizadas y las aplicaciones que estas técnicas tienen en 

diferentes campos de la industria. 

 

Capítulo 2: En este capítulo se presentaran los fundamentos teóricos del método de 

proyección de franjas, explicando el fenómeno moiré y las diferentes técnicas implícitas 

que se derivan de éste, se discuten las diferencias de utilizar luz colimada y luz divergente. 

En esta sección se obtendrán las ecuaciones que son de utilidad para la obtención de la 

altura del objeto en unidades de longitud a partir de la geometría del arreglo. 

 

Capítulo 3: En esta sección se presentan dos técnicas para la obtención de fase, discutiendo 

primeramente el método de Fourier-Takeda y posteriormente el método de desplazamiento 

de fase, se presentan las ventajas y desventajas que conlleva cada técnica. Así mismo en 

esta sección se describen dos algoritmos para el desenvolvimiento de fase, ambos 

algoritmos implican fases consistentes. 

 

Capítulo 4: En esta sección se describe el prototipo basado en proyección de luz 

estructurada para una visión de 360 grados. Se presentan los diferentes métodos utilizados 

para la alineación de los componentes del sistema. También se presentan resultados 



vi 
 

utilizando las técnicas de obtención de fase descritas en el capítulo 3 así como una 

comparación entre ambas técnicas. Finalmente en este capítulo se presentan los resultados 

obtenidos al digitalizar el maniquí de un pie humano. 

 

Capítulo 5: Se presentan las conclusiones del trabajo de tesis y los trabajos futuros que se 

pueden desarrollar. 
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Capítulo 1 Introducción 
 

1.1  Antecedentes 
 

Actualmente en la industria existe una creciente demanda en la reconstrucción de 

objetos tridimensionales  ya sea para el control de calidad y en ocasiones para procesos de 

ingeniería inversa [1]. Las técnicas ópticas de reconstrucción tridimensional de campo 

completo reducen significativamente el tiempo de adquisición con una buena precisión y 

alta resolución espacial [2]. Una de las técnicas ópticas clásicas de campo completo 

consiste en la proyección de franjas sobre la superficie de análisis. Esta técnica consiste en 

proyectar un patrón de franjas sobre la muestra. Las franjas son deformadas de acuerdo a la 

topografía del objeto dando información de su relieve. 

 

En el caso de la reconstrucción a 360° de un objeto, uno de los métodos consiste en 

realizar varias capturas con diferentes cámaras, al obtener el mapa de fase de cada una de 

las tomas se busca encontrar valores en los que la fase sea igual, esto representara el mismo 

punto real en la superficie del objeto, una vez que se conoce sus coordenadas es posible 

obtener un modelado tridimensional utilizando algoritmos estereoscópicos.  

 

 Esta técnica ha sido desarrollada utilizando un proyector y de 2 a 4 cámaras [3], 

dado que se tienen múltiples cámaras el proceso de captura es rápido comparado con las 

técnicas que utilizan una única cámara. Otra alternativa consiste en utilizar un proyector y 

una cámara y rotar el objeto sobre un eje referenciado y un plano de referencia 

preestablecido,  esto conlleva a realizar dos o más capturas para poder reconstruir el objeto 

en su totalidad, sin embargo el tiempo de adquisición se vuelve más lento entre más 

capturas sean requeridas, así mismo el proceso para el procesamiento de las capturas es más 

complejo. Se han implementado algunos arreglos utilizando esta técnica y con la finalidad 

de obtener información topográfica completa, es decir  en campo de visión de 3600. Un 

ejemplo de esta metodología consiste en colocar el objeto en una platina y desplazarlo 

angularmente para tomar diferentes vistas, en cada vista es proyectado un patrón de franjas 

y capturado mediante una cámara CCD. Cada patrón es digitalmente demodulado para 
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obtener información de la profundidad.   Posteriormente se realiza un pegado de cada una 

de las nubes de puntos obtenidas para obtener un modelo tridimensional de la muestra [4].  

 

Uno de los inconvenientes de las técnicas anteriormente descritas se presenta 

cuando el objeto tiene una superficie compleja, pudiendo tener cortes muy pronunciados o 

una superficie sesgada, en estos casos las franjas del patrón proyectado no serían continuas 

o casos en donde ninguna de las cámaras pueda tomar una captura completa de la 

superficie. 

 

La dificultad anterior es evitada al proyectar una línea de luz para la reconstrucción 

tridimensional de la muestra. Un ejemplo que emplea esta técnica consiste en rotar el objeto 

utilizando un dispositivo electromecánico, en cada rotación se extrae una vista del objeto, 

finalmente para la reconstrucción se toma en cuenta el origen y el ángulo de rotación de 

cada vista [5].  

 

 En el área de la medicina y en específico en la obtención de la antropometría del pie 

humano, existen trabajos basados en el análisis de componentes principales (ACP), este 

método como los anteriores descritos, realiza la reconstrucción del pie utilizando múltiples 

cámaras [6], con estos métodos la forma del pie se obtiene mediante la detección de la 

distancia de determinados puntos al borde y las variaciones de color en las múltiples 

imágenes capturadas. Además de estos métodos existen trabajos que utilizan luz 

estructurada para la detección de forma del pie humano [7]. 

 

Por otro lado se han realizado trabajos que utilizan  metrología láser para obtener 

dimensiones de objetos tridimensionales, tal es el caso del trabajo realizado en el Centro de 

Investigaciones en Óptica en el área de metrología óptica, el cual consiste en la obtención 

de la antropometría del pie para el diseño de calzado personalizado [8]. El sistema está 

formado por tres diodos láser y tres cámaras, el proceso consiste en realizar un barrido a lo 

largo del pie mientras se proyecta una línea de luz láser, la deformación de esta línea 

arrojará datos de la superficie del objeto, y utilizando algoritmos computacionales se 

obtiene un modelo del pie que servirá para el diseño de calzado personalizado.  
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En el mercado actualmente existen sistemas que escanean el pie humano para fines 

médicos o de diseño de calzado personalizado [9-10], estos sistemas tienen la ventaja de 

digitalizar el pie en unos pocos segundos con una precisión muy alta, son sistemas 

compactos fiables y versátiles, sin embargo la mayoría de estos escáneres presentan un 

costo elevado y el acceso a estos sistemas se limita a un grupo pequeño de usuarios. 

 

En este trabajo se presenta un sistema óptico de proyección de franjas basado en los 

sistemas de múltiples capturas presentando una variante, en este caso se utiliza una sola 

cámara y un proyector pero se utilizan espejos que capturarán dos vistas diferentes y 

complementarias del objeto, de esta manera se tienen tres perspectivas diferentes del mismo 

objeto con lo que se puede obtener su modelo tridimensional. Para obtener el mapa de fase 

de cada una de las vistas se utiliza un algoritmo de cuatro pasos, la alineación de las nubes 

de puntos se realiza utilizando operaciones de rotación, en este caso matrices de rotación. 

Finalmente para la generación del modelo tridimensional del objeto se utiliza un algoritmo 

iterativo para el acoplamiento de las nubes de puntos conocido como ICP. 

 

En el desarrollo de la tesis se muestra el procedimiento para la caracterización del 

sistema utilizando un objeto simple de dimensiones conocidas, finalmente como una 

aplicación adicional se digitaliza el maniquí de un pie humano el cual presenta la forma y 

dimisiones aproximadas a un pie. Esta aplicación pretende servir como base para el 

desarrollo de plantillas y hormas personalizadas, así mismo en aplicaciones médicas para el 

análisis y prevención de enfermedades relacionadas con la antropometría del pie. El sistema 

propuesto es un prototipo base que pretende ser económico y brindar resultados similares a 

los que ofrecen los sistemas comerciales. 
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1.2  Técnicas de reconstrucción tridimensional 
 

La reconstrucción tridimensional es un proceso mediante el cual objetos reales son 

reproducidos digitalmente en una computadora conservando sus características físicas, tales 

como su dimensión, volumen y forma. 

 

Existen varios métodos de adquisición de objetos en 3-D, pero en general dichos 

métodos se dividen en dos grandes grupos: métodos de adquisición por contacto físico y sin 

contacto físico. La Figura 1.1 muestra una clasificación de acuerdo al cuadro de Rocchini 

[11] y de Vargas [12].   

 

Las técnicas de contacto son las que miden la superficie de los objetos por medio 

del contacto físico. Alcanzan gran precisión y son usadas frecuentemente en la industria. 

Sin embargo, el tiempo de escaneo es lento en comparación con otros métodos y al 

depender del contacto físico puede causar daños o modificaciones a las superficies de los 

objetos.  

 

 
Figura 1.1 Técnicas de digitalización de datos para la construcción de modelos 3D. 

Técnicas de reconstrucción 3D

Por contacto Sin contacto

Punta montada sobre
un brazo robot (Joint 

Arms)

Sistema de posicionamiento 
tridimensional (Coordinate 

Machine Measurement)

Activos Pasivos

Reflexión Transmisión 

Ópticos No ópticos 

Triangulación activa

Tiempo de vuelo

Luz estructurada

Microndas Utrasonidos

Tomografía 
computarizada 

(RX) 

Movimiento

Siluetas

Estéreo

Fotogrametría
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Las técnicas sin contacto utilizan equipo que emiten cierto tipo de energía, por 

ejemplo luz o sonido, para examinar la superficie del objeto a escanear. Se pueden 

subdividir en activas y pasivas. Las primeras son aquellas que se caracterizan por emitir 

alguna clase de radiación (luz, ultrasonido u ondas de radio). La medición de la forma del 

objeto se logra analizando la energía reflejada o transmitida por la superficie del objeto. Las 

segundas consisten en técnicas que no emiten ninguna clase de radiación pero se enfocan en 

detectar la reflejada en el ambiente como puede ser la luz visible. 

 

En general, los métodos ópticos para la medición de topografía son de gran interés 

en aplicaciones industriales, médicas, de conservación y restauración de objetos, seguridad, 

ergonomía avanzada [13], etc.  

 

1.3  Métodos ópticos para la evaluación de topografía 
 

Uno de las principales metas en la industria es la reconstrucción tridimensional con 

técnicas que no utilicen algún tipo de contacto mecánico y en el menor tiempo posible, en 

metrología óptica existen diversos métodos para la detección de la forma tridimensional de 

objetos, estos métodos generalmente utilizan fuentes de luz blanca y fuentes de luz 

coherentes, permiten realizar un modelado digital de la topografía y contorno de la 

superficie de objetos. Entre las técnicas de reconstrucción en 3D por métodos ópticos se 

encuentran la de proyección de franjas y el escaneo láser [14] en particular la proyección de 

un haz de luz láser y la proyección de una línea de luz láser, estas técnicas tiene un 

particular interés debido a que no destruye las muestras en el momento de análisis lo que 

asegura que la superficie del objeto no se verá intervenida por la técnica de medición. 

 

1.3.1 Proyección de un haz de luz 
 

En la técnica de proyección de un haz de luz para la detección de forma de un objeto 

se utiliza un diodo láser el cual se proyecta sobre el objeto, este haz barre el objeto a lo 

largo de su superficie al mismo tiempo que una cámara colocada a un ángulo 휃 con 

respecto al haz captura un conjunto de imágenes, debido a los desplazamientos la posición 
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del haz cambia con respecto al plano de referencia. Con la posición del haz en las imágenes 

se determina la altura de la superficie del objeto mediante el método de triangulación [15-

16]. Al utilizar esta técnica se logra obtener un perfil de la sección transversal del objeto en 

donde se proyectó el haz láser, por lo tanto para realizar una reconstrucción completa del 

objeto es necesario repetir este procedimiento 푛 veces a lo largo del eje 푦. 

 

En la Figura 1.2 se muestra el arreglo óptico para un sistema de proyección de un 

haz de luz láser, donde 푑 es la distancia entre la línea láser y el centro de la imagen (eje 

óptico), 푓 es la distancia focal de la lente de la cámara, 푥  es el centro de la imagen, 퐷 

representa la distancia entre la lente de la cámara y la superficie del objeto y ℎ es la altura 

del objeto en el punto donde se proyecta el haz láser. 

 

 
Figura 1.2 Arreglo óptico de un sistema de proyección de un haz de luz láser. 

 

Analizando la geometría del arreglo se puede obtener la altura del objeto como se 

muestra a continuación: 

 

tan 휃 =
(푥 − 푥 )휂

푓  
(1.1) 

 

Donde 휂 es el tamaño del pixel de la camara y está dado en 푚푚/푝푖푥. 

 



Capítulo 1 Introducción 
 

7 
 

(푥 − 푥 )휂
푓 =

푑
퐷 − ℎ 

(1.2) 

 

ℎ = 퐷 −
푑푓

(푥 − 푥 )휂 

 
 
 

(1.3) 
 

En la Figura 1.3 se muestran los resultados obtenidos al utilizar la técnica de 

proyección de un haz de luz láser sobre un objeto que presenta una forma piramidal. 

 

 
 

(a) 
 

 (b) 
 

Figura 1.3 (a) Proyección de un haz de luz láser sobre un objeto y (b) Perfil obtenido utilizando la técnica de 
proyección de un haz de luz. 

 

1.3.2 Proyección de una línea de luz 
 

Esta es una técnica óptica para la obtención de forma muy utilizada en diversos 

campos de la industria [17], consiste en proyectar una línea de luz láser sobre un objeto y 

realizar un barrido sobre la superficie de éste, en este proceso se capturan un conjunto de 

imágenes del haz láser utilizando una cámara CCD. Las imágenes capturadas contienen 

información de la topografía del objeto, esto debido a que cuando una línea de luz láser es 

proyectada sobre la muestra la posición del haz cambia en el plano de la imagen en relación 

directa a la superficie de este [18]. Con la medición de la posición del haz láser y los 

parámetros de la geometría del arreglo óptico se puede obtener la información de la 

topografía del objeto utilizando triangulación. 
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Existen diversas configuraciones geométricas para llevar a cabo esta técnica, una de 

las más utilizadas es colocando el láser perpendicularmente a la superficie del objeto y la 

cámara alineada a un ángulo con respecto a la línea láser (Figura 1.4). 

 
Figura 1.4 Arreglo óptico de un sistema de proyección de una línea de luz láser. 

 

En la Figura 1.4 se muestra el arreglo óptico para un sistema de proyección de una 

línea de luz láser, donde 푙푎 es la distancia entre la línea láser y el centro de la imagen (eje 

óptico), 푓 es la distancia focal de la lente de la cámara, 푥  es el centro de la imagen, 푧  

representa la distancia entre la lente de la cámara y la superficie del objeto y ℎ  es la altura 

del objeto en el punto donde se proyecta la línea láser. 

 

Los valores de intensidad del haz láser son representados como 

(푥 ,푦 , 푧 ), (푥 ,푦 , 푧 ), … , (푥 ,푦 , 푧 ), donde (푥 ,푦 ) es la posición del pixel y 푧  es la 

intensidad del pixel [19], para 푖 = 1,2,3,4, … , 푛. Para encontrar la posición central de este 

conjunto de pixeles, se calcula el centroide mediante momentos estáticos [20]. 

 

Analizando la geometría del arreglo y descomponiéndolo en triángulos semejantes 

se puede obtener la altura del objeto tal como se muestra a continuación: 

 

tan 휃 =
ℎ
푠 =

푧
푙푎 + 푠 

(1.4) 

 



Capítulo 1 Introducción 
 

9 
 

ℎ =
푧 ∗ 푠
푙푎 + 푠 (1.5) 

 

En la Figura 1.5 se muestran los resultados obtenidos al utilizar la técnica de 

proyección de una línea de luz láser sobre un maniquí de un rosto humano. 

 

 
 (a) 

 
(b) 

 
Figura 1.5 (a) Proyección de una línea de luz láser sobre un objeto y (b) Reconstrucción tridimensional del 

objeto. 
 

1.3.3 Proyección de un patrón de franjas 
 

La técnica de proyección de franjas es una técnica para la obtención de dimensiones 

tridimensionales muy popular dentro del área de metrología óptica, esto debido a la gran 

versatilidad y precisión en la obtención de topografía de objetos [21]. El método de 

reconstrucción por proyección de franjas consta de un sistema de proyección, un sistema de 

observación y un plano de referencia. La Figura 1.6 muestra la geometría óptica de donde 

se puede obtener la relación para la altura del objeto; se proyecta una rejilla con un perfil 

cosenoidal paralelo al plano de referencia (푧 = 0), la normal de la rejilla proyectada forma 

un ángulo 훼 con respecto al eje optico. La superficie es entonces iluminada 

incoherentemente con una rejilla cosenoidal y observada por una cámara CCD [21]. 
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Figura 1.6 Arreglo óptico de un sistema de proyección de franjas. 

 

Esta técnica presenta ventajas que la hacen robusta, es una técnica de campo 

completo por lo que se necesitan de pocas capturas para obtener el mapa de fase, presenta 

una resolución alta, el arreglo óptico es flexible además de poder adecuarse en aplicaciones 

específicas [22]. A partir de esto se ha elegido esta técnica como la óptima para el 

desarrollo de este trabajo de tesis, en los capítulos siguientes se discutirán las características 

del arreglo de proyección de franjas utilizado en este trabajo. 

 

1.4  Calibración de sistemas que utilizan visión artificial 
 

Calibrar un sistema que utiliza visión artificial consiste en hacer un modelo de la 

relación que existe entre la imagen capturada por el sensor de una cámara y el mundo real, 

Al realizar este proceso se consideran aberraciones y errores introducidos tanto por la 

cámara como por el sistema de proyección, ambos relacionados con el uso de sistemas de 

lentes [23-25].  

 

Dentro del procedimiento de calibración se consideran dos conjuntos distintos de 

parámetros, los parámetros internos de la cámara (parámetros intrínsecos) como las 

aberraciones producidas por la lente, y los parámetros externos (parámetros extrínsecos) 

que dependen del arreglo experimental, principalmente la geometría y la disposición de los 

elementos del sistema [26-27]. 
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A continuación se describen algunos métodos para la calibración de arreglos 

experimentales que utilizan luz estructurada. 

 

1.4.1 Modelo de cámara Pinhole 
 

La calibración de un sistema pinhole consiste en determinar las características 

ópticas y geométricas internas de la cámara (cinco parámetros intrínsecos) y la posición y 

orientación del sistema coordenado de la cámara en relación con el sistema mundo real 

(seis parámetros extrínsecos) [23-24]. 

 

 
Figura 1.7 Modelo de una cámara sin distorsión (pinhole). 

 

La Figura 1.7 muestra el modelo de una cámara con centro de proyección en 푂 y el 

eje principal paralelo al eje 푍. El plano de la imagen está en foco y por lo tanto se encuentra 

a una distancia 푓 del punto 푂. El punto 푃 = (푋,푌,푍) se proyecta en el plano imagen en la 

coordenada 푝 = (푥, 푦), entonces las ecuaciones de proyección pueden derivarse del 

teorema geométrico de rayos y están dadas por: 

 
푓
푍 =

푥
푋 =

푦
푌 

 
(1.6) 

 

 

 

푃(푋,푌,푍)
푌

푝(푥,푦)

푋

푍
푦푥푂

Centro	de
proyección Plano	Imagen

Eje	principal
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Lo que resulta: 

푥 =
푓푋
푍  

 
(1.7) 

 

푦 =
푓푌
푍  

 
 

(1.8) 

 

Si el origen del sistema coordenado está posicionado en el plano imagen, entonces 

las ecuaciones de proyección son: 

 

푥 =
푓푋
푓 + 푍 

 
(1.9) 

 

푦 =
푓푌
푓 + 푍 

 
 

(1.10) 

 

El espacio real 퓡  (푋,푌,푍) se describe en coordenadas homogéneas (푡,푣, 푢,푤) 

como el espacio proyectado 푷 . Para representar un punto del espacio (푋,푌,푍) en 

coordenadas proyectadas se elige cualquier valor 푤 ≠ 0. Por ejemplo un plano 푍 = 푝푋 +

푞푌 + 푟 tiene la proyección en coordenadas homogéneas: 

 

푣 = 푝푡 + 푞푢 + 푟푤 (1.11) 
 

Para 푤 = 0 se obtiene un plano en el infinito.  Las transformaciones de 푷  son 

lineales y se conocen como colineaciones, y se encuentran dadas por: 

 

(푡 ,푢 ,푣 ,푤′) = 푨 ∙ (푡,푢, 푣,푤)푻 (1.12) 

 

El modelo de proyección paralela es útil cuando los objetos se encuentran cerca de 

la cámara pero son pequeños en comparación a la distancia focal 푓 de la cámara, si los 

objetos se encuentran relativamente lejos de la cámara se pueden usar lentes con distancia 

focal grande. En cualquier otro caso se recomienda el uso del modelo de proyección 

central. 
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1.5  Calibración de un sistema de proyección de franjas 
 

Existen diversas técnicas para la calibración de sistemas cámara-proyector [28-29], 

a continuación se describe una técnica basada en el modelo de cámara pinhole. 

 

1.5.1 Principios de medición. 
 

La geometría óptica de un sistema de proyección de franjas convencional se muestra 

en la Figura 1.8. El punto 푃 es la pupila de salida de la lente del proyector, el punto 퐶 es la 

pupila de entrada de la cámara, 푃푂 y 퐶푂 es el eje óptico del sistema de proyección y el eje 

óptico de la cámara respectivamente, y se intersectan en el punto 푂 en el plano de 

referencia. La línea que va del punto 퐶 al punto 푃 es paralela al plano de referencia y esta 

defina como 푑. La línea que va del punto 푃 al punto 푂 es perpendicular al plano de 

referencia y esta defina como 퐿. 퐴퐵 es la distancia del movimiento de la franja entre el 

plano de referencia y la superficie del objeto y ésta defina como 푆.  

 

 
Figura 1.8 Sistema de medición convencional de proyección de franjas. 

 

De acuerdo al principio de triángulos semejantes, la altura ℎ del punto 푄 en la 

superficie del objeto es: 

 

푧

푥
푂

퐿

ProyectorCámara CCD

퐶 푃
푑

Objeto
ℎ

푦

Plano de referencia
푄

퐴 퐵
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ℎ =
푆퐿
푠 + 푆 

 
(1.13) 

 

Hay algunos problemas en este método. En primer lugar, es difícil determinar la 

posición y orientación de la cámara CCD y el proyector, porque el eje óptico de la cámara y 

el proyector son líneas imaginarias. Por el contrario, la relación de transformación del plano 

imagen al plano de referencia para todos los puntos generalmente se considera como 

constante cuando se calcula 푆, sin embargo en realidad no es una constante debido a la 

diferencia de distancia del objeto y la distorsión de la lente etc., Por lo tanto, es difícil 

realizar una calibración precisa. 

 

Con el fin de configurar un sistema de medición 3D fácilmente, las coordenadas del 

punto de prueba en la superficie del objeto se podrían obtener a partir de líneas especiales 

basándose en el trazo de rayos, como se muestra en la Figura 1.9, donde el significado de 

cada uno de los puntos es el mismo que en la Figura 1.8. El proyector y la cámara CCD se 

colocan arbitrariamente. Se muestra que la intersección de la línea 퐵퐶 y la línea 푃퐴 es el 

punto 푄 en la superficie del objeto. Este sistema elimina las restricciones donde estas líneas 

tenían que ser paralelas y perpendiculares al plano de referencia [30]. La clave es 

determinar las coordenadas del punto 퐶,푃,퐴 y 퐵.  

 

 
Figura 1.9 Modificación 3D del esquema mostrado en la Figura 1.8. 

 

푥

퐷

Proyector
Cámara CCD

퐶

푃

퐵

퐻

Plano de referencia

푄(푥,푦, 푧)

퐴

퐴’푄′

푧 푦
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Entre estos puntos, la posición de los puntos C y P son fijos. El punto C puede ser 

obtenido por calibración de la cámara CCD, y de acuerdo con la relación de proyección de 

la perspectiva se podría obtener las coordenadas del punto P. El patrón de franjas se 

proyecta respectivamente en el plano de referencia y la superficie del objeto utilizando el 

proyector. Las imágenes se adquieren por medio de la cámara CCD y se almacenan en la 

memoria de una computadora. Las fases absolutas de cada píxel se pueden conseguir 

utilizando el método de la transformada de Fourier o el método de desplazamiento de fase. 

La distribución de fase 휑 (푥, 푦) y 휑 (푥,푦) corresponden al plano de referencia y al objeto 

respectivamente. Para la imagen el punto 푄′ en el patrón de fase del objeto, corresponde al 

punto 퐴 en el patrón de la fase del plano de referencia, y pueden se determinados por la 

diferencia de fase entre 휑 (푥, 푦) y 휑 (푥,푦). Y entonces, de acuerdo a la relación 

correspondiente entre el sensor CCD y el plano de referencia, que es asegurada por la 

calibración de la cámara, se podría calcular las coordenadas de los puntos 퐴 y 퐵. 

 

De acuerdo a lo anterior, la calibración de la cámara es un procedimiento importante 

para  la medición del perfil de un objeto. La precisión con la que se realice es un factor 

clave que afecta a la precisión del sistema de medición. 

 

1.5.2 Calibración de la cámara 
 

La calibración de la cámara de un sistema de medición está involucrada en la 

determinación de los parámetros intrínsecos y la relación de transformación entre las 

coordenadas 3-D del mundo y las coordenadas 2D de la imagen (parámetros extrínsecos) 

[30]. 

 

1.5.3 Modelo de cámara 
 

La Figura 1.10 muestra la relación geométrica entre un punto del objeto y un punto 

de la imagen basado en el modelo de cámara pinhole. En la Figura 1.10 P(x , y , z ) es un 

punto arbitrario del objeto con un sistema de coordenadas O -X Y Z . (x, y, z) son 
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coordenadas que corresponden a un punto en la imagen de la cámara con un sistema de 

coordenadas C-X Y Z , con origen en el eje óptico C, el eje Z  es el mismo que el eje óptico 

de la cámara. 

 
Figura 1.10 Modelo de cámara pinole. 

 

표-푥푦 es el sistema de coordenadas del plano imagen en el arreglo del sensor CCD 

que se origina en la intersección del eje óptico y el plano imagen frontal. (푥 ,푦 ) es un 

punto imaginario de la proyección del punto del objeto 푃, (푥 ,푦 ) es un punto real de la 

imagen con distorsión. 표′-푢푣 es el sistema de coordenadas de la imagen en la computadora. 

La transformación global de (푥 ,푦 , 푧 ) a (푢,푣) puede describirse de la siguiente manera:  

 

La transformación de (푥 ,푦 , 푧 ) a  (푥, 푦, 푧) es: 

 
푥
푦
푧

= 푅
푥
푦
푧

+ 푇 =
푟 푟 푟
푟 푟 푟
푟 푟 푟

푥
푦
푧

+
푡
푡
푡

 
 

(1.14) 

 

Donde la matriz de rotación 푅 y el vector de traslación 푇휓 representan la 

transformación euclidiana entre la cámara y el sistema de coordenadas del mundo. 

Utilizando el modelo de la cámara pinhole, se tiene: 

 

푥 = 푓 ⋅
푥
푧 , 푦 = 푓 ⋅

푦
푧  

(1.15) 
 

푌

푥

푋
푦

표

푍

(푥 ,푦 )

(푥 ,푦 )

푃(푥 ,푦 , 푧 )

퐶

푂
푃 푢

푣

표′

푌
푍

푂

Imagen	en	la
computadora
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Donde 푓 es la distancia focal de la lente de la cámara. El modelo pinole es una 

aproximación de la imagen real de la cámara, por lo general, se trata de una base que 

corrige sistemáticamente las coordenadas distorsionadas de la imagen. Se considera 

principalmente la distorsión radial de la lente, modelada como un polinomio de segundo 

grado. 

 

푥 = 푥 (1 + 푘푟 ) (1.16) 

 
푦 = 푦 (1 + 푘푟 ) 

 
(1.17) 

 

Donde 푟 = 푥 + 푦 , 푘 es un coeficiente de la distorsión radial. El sistema de 

coordenadas físicas de la imagen se transforma en un sistema de coordenadas en pixeles 

dado por: 

 
푢 = 퐶 + 푆 푥
푣 = 퐶 + 푆 푦  

 
(1.18) 

 

Donde (퐶 ,퐶 ) corresponden a las coordenadas del centro de la imagen en pixeles, 

푆  y 푆  son coeficientes de escalamiento horizontal y vertical respectivamente en 푝푖푥/푚푚. 

Estos parámetros pueden ser obtenidos por pre-calibración. 

 

1.5.4 Método de calibración  
 

La lente de la cámara se compone generalmente de una serie de lentes compuestas. 

Los parámetros sistemáticos se obtienen a través de la calibración de la cámara. Hay ocho 

parámetros que se deben calibrar [30]. Estos son, el vector de traslación (푡 , 푡 , 푡 )′, el 

vector de orientación (훼,훽, 훾), la distancia focal efectiva 푓, y un coeficiente de distorsión 

푘. Para evaluar los parámetros anteriores se utiliza un conjunto de puntos de calibración 

conocidos. De acuerdo a la restricción de alineación radial, tenemos: 

 
푥
푦 =

푥
푦   

(1.19) 
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Esto es: 
푟 푥 + 푟 푦 + 푟 푧 + 푡
푟 푥 + 푟 푦 + 푟 푧 + 푡 =

푥
푦  

 
(1.20) 

 

Suponiendo que el plano de calibración es el plano de referencia (푧 = 0). Se 

utilizan una técnica de calibración de dos etapas [23]. De acuerdo con el resultado del 

procesamiento de imagen del modelo de calibración que es adquirido de la cámara CCD y 

la ecuación 1.18, se obtiene 푥  y 푦  para todos los puntos de calibración. De la ecuación 

1.20 y porque la matriz de rotación 푅 es una matriz ortogonal, se puede obtener 푅 y 푡 , 푡  

se puede obtener utilizando mínimos cuadrados.   

 

De acuerdo a la ecuación 1.15, 1.16 y 1.17 se tiene: 

 

푓
푥
푧 =

푥
1 + 푘푟

	 , 푓
푦
푧 =

푦
1 + 푘푟

  
(1.21) 

 

Definiendo: 

퐻 = 푟 푥 + 푟 푦 + 푡  (1.22) 
 

퐻 = 푟 푥 + 푟 푦 + 푡  
 

(1.23) 

 
푊 = 푟 푥 + 푟 푦  

 
(1.24) 

 
푓 = 푓 ⋅ 푘 

 
(1.25) 

 

Se tiene: 

퐻 ⋅ 푟 ⋅ 푓푘 − 푥 ⋅ 푡 = 푥 ⋅ 푊 − 퐻 ⋅ 푓
퐻 ⋅ 푟 ⋅ 푓푘 − 푦 ⋅ 푡 = 푦 ⋅ 푊 − 퐻 ⋅ 푓 

 
(1.26) 

 

De la ecuación 1.26 y utilizando mínimos cuadrados pueden ser evaluados los 

puntos de calibración 푘, 푡  y 푓. De esta manera se obtienen todos los parámetros de la 

cámara, es decir se tiene la relación que existe entre las coordenadas de la computadora y 

las del mundo real como se muestra en la ecuación 1.27. 

 

푢 = 푓 (푥 ,푦 , 푧 ),			푣 = 푓 (푥 ,푦 , 푧 ) (1.27) 
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La validez de esta relación se verifica a través de la medición de otros puntos del 

patrón de calibración. 

 

Con el fin de obtener las coordenadas del centro de la luz del proyector 푃, dos rayos 

se proyectaron sobre un objeto de altura conocida y sobre el plano de referencia, la cámara 

CCD captura entonces estas dos imágenes. 

 

Con procesamiento de imagen, las coordenadas de la imagen en la computadora de 

los puntos proyectados se pueden transformar en coordenadas del mundo real utilizando la 

ecuación 1.27. La proyección de estos puntos están conectados respectivamente con 퐴푄 y 

퐷퐻 como se muestra en la Figura 1.9. La intersección de la línea 퐴푄 y 퐷퐻 es el punto P, 

que es el centro óptico de la lente del proyector. 

 

Sustituyendo [푥,푦, 푧] = [0,0,0] en la ecuación 1.14, se obtendrían las coordenadas 

del punto 퐶 que corresponde al centro óptico de la cámara CCD (Figura 1.9). 
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Capítulo 2 Fundamentos de la técnica de proyección de franjas 
 

2.1  Introducción 
 

La técnica de proyección de franjas es una técnica óptica no invasiva en la cual se 

utiliza luz estructurada para proyectar un patrón de franjas sobre un objeto de prueba, 

pueden emplearse diferentes tipos de patrones en la proyección, pudiendo ser estos de tipo 

cosenoidal, de tipo ronchi o rejilla binaria,  sin embargo el patrón más utilizado es el de 

forma cosenoidal [31]. 

 

Una de las ventajas de la técnica de proyección de franjas es que existen métodos 

que requieren de una única toma para la obtención del mapa de fase, es una técnica de 

campo completo por lo que se puede obtener información en varios puntos de la muestra a 

la vez y pueden ser estudiados objetos de diferentes dimensiones [32]. Una de las 

desventajas de esta técnica es que está limitada a objetos que presentan una superficie 

lambertiana [33], existen sin embargo técnicas para la digitalización de objetos especulares 

que se basan en la reflexión de patrones de franjas sobre la muestra [34]. 

 

El gran auge de esta técnica se debe en gran parte a su versatilidad, economía y la 

compatibilidad que existe con las técnicas de análisis de interferogramas, pues existe una 

gran cantidad de herramientas disponibles y ampliamente conocidas. 

 

2.2  Técnica de moiré 
 

Un patrón de moiré es un patrón de franjas secundarias formadas a partir de la 

superposición de dos patrones de franjas conocidas como primarias, las rejillas 

superpuestas estarán a cierto ángulo entre sí o con un ligero desplazamiento [35] (Figura 

2.1). 
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(a) 

 

 
(b) 

Figura 2.1 Patrón de moiré a) donde las rejillas están rotadas a cierto ángulo y b) donde las rejillas son 
desplazadas entre sí. 

 

El moiré es una técnica de medición que se remonta muchos años atrás y 

actualmente las técnicas utilizando rejillas o franjas son ampliamente utilizadas debido a 

sus múltiples aplicaciones, ya que se pueden resolver problemas en óptica, movimiento de 

onda, análisis de esfuerzos, criptografía [36] y medicina [37] por mencionar algunas. 

 

Los métodos moiré pueden ser divididos en dos categorías:  

1. Métodos para medir desplazamientos en plano  

2. Métodos para medir desplazamientos fuera de plano y obtención de topografía. 

 

En el caso de la medición de componentes de desplazamientos en plano la técnica se 

conoce como interferometría de moiré [38]. En esta técnica se tiene la superposición de una 

rejilla espécimen (grabada en el objeto de interés) y una rejilla virtual generada por los 

haces 1 y 2 (Figura 2.2). 

 

Entre las características de la interferometría de moiré se tiene:  

 

1. Se puede medir desplazamientos en plano hasta con una sensibilidad máxima de 

4	franjas/휇푚 . 

2. Es una técnica en tiempo real y de campo completo. 
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3. Adicionalmente, tiene alta razón de señal a ruido: los patrones de franjas tienen 

alto contraste y excelente visibilidad. 

4. Rango dinámico grande: el método es compatible con un gran rango de 

desplazamientos, esfuerzos y gradientes. 

 

 
Figura 2.2 Esquema de la interferometría de moiré. 

 

En el caso de mediciones de desplazamientos fuera de plano y obtención de la 

topografía de objetos, se utiliza el moiré por sombreado, moiré por proyección y 

proyección de franjas. 

 

2.2.1 Moiré por sombreado  
 

En este caso las franjas de moiré son generadas por la superposición de la rejilla y 

su propia sombra, por lo que se conoce como moiré por sombreado. La sombra de la rejilla 

es distorsionada por la forma del objeto, por lo que se pueden observar franjas de moiré por 

las rejillas distorsionadas y las de la referencia [35,39]. El principio del método se muestra 

en la Figura 2.3 

haz 1

haz 1

haz 2

haz 2

x

z

espécimen
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En la figura se puede ver un arreglo con iluminación y observación oblicuas. Como 

se puede ver, se coloca una rejilla de referencia en el objeto. El punto A hace contacto con 

la rejilla, 훼 es el ángulo de iluminación con respecto a la normal de la superficie de la rejilla 

(eje z) y 훽 es el ángulo de observación. 

 

 
Figura 2.3 Esquema utilizado en la técnica de moiré por sombreado. 

 
Los elementos de la rejilla contenidos en la distancia 퐴퐵 ocuparán una distancia 퐴퐷 

en la superficie del objeto. Los elementos en 퐴퐷 formarán un patrón de moiré con los 

elementos de la rejilla contenidos en la distancia 퐴퐶. 

 

Analizando la geometría del sistema se puede obtener el valor de z como: 

 

푧(푥, 푦) =
푁푎

tan훼 + tan 훽 
(2.1) 

 

Donde 푁 es el orden de la franja. En términos de la fase, la ecuación anterior se 

puede expresar como: 

 

푧(푥, 푦) =
휑

2휋
푎

tan 훼 + tan훽 (2.2) 

 

Cuando la observación es a lo largo de la normal de la rejilla, es decir 훽 = 0 se tiene 

que: 

푧(푥,푦) =
휑

2휋
푁푎

tan훼 
(2.3) 

B C
β

α

A D
z(x,y)

RejillaP’
• •• •

•

x

z

Haz Colimado

Observación al infinito
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En el caso de que la rejilla es iluminada en la dirección de su  normal y observada 

oblicuamente entonces: 

  

푧(푥, 푦) =
휑

2휋
푁푎

tan 훽 
(2.4) 

 

Cabe mencionar que este método no es útil para cuando el objeto es grande dado 

que esta técnica depende del tamaño de la rejilla. 

 

2.2.2 Moiré por proyección 
 

En moiré por proyección se utiliza una rejilla de alta frecuencia; la rejilla es 

proyectada en la superficie del objeto y luego se forma su imagen en una rejilla de 

referencia idéntica a la rejilla proyectada y alineada paralela a ella [40-42]. Las franjas de 

moiré se forman en el plano de la rejilla de referencia. 

 

Se examinan dos casos: 

1. Los ejes ópticos de la proyección y de la observación son paralelos. 

2. Los ejes ópticos están inclinados uno con respecto al otro. 

 

Observando la Figura 2.4 tenemos que se forma la imagen de la rejilla 퐺  de periodo 

푏 en el plano de referencia donde su periodo es 푀푏, siendo 푀 la amplificación del sistema 

de proyección. Si la superficie del objeto fuera plana y localizada en este plano de 

referencia, la rejilla proyectada debería tener un periodo constante. Se forma la imagen de 

esta rejilla en la rejilla de referencia 퐺 . 

 

Si los sistemas de proyección y de formación de imágenes son idénticos el periodo 

de la rejilla imagen será igual al de 퐺  y los elementos de las rejillas estarán paralelas entre 

sí dada la alineación inicial. Entonces no se forma un patrón de moiré. Sin embargo, si la 
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superficie es curva, el periodo de la rejilla proyectada en la superficie varía y se formará un 

patrón de moiré 

 

 

Figura 2.4 Esquema utilizado en la técnica de moiré por proyección. 

 

Podemos examinar de la misma forma como en moiré por sombreado, esto es, 

iluminando la rejilla de periodo 푀푏 en el plano de referencia por una onda esférica desde la 

pupila de salida de la lente de proyección. 

 

De acuerdo a lo descrito en moiré por sombreado podemos escribir: 

 

푧(푥, 푦) =
푁푀푏

tan 훼 + tan훽′ = 푁푀푏
퐿 + 푧(푥, 푦)

푃  
(2.5) 

 

La ecuación anterior se puede rescribir de la siguiente manera. 

 

푧(푥, 푦) =
푁푀푏퐿

푃 − 푁푀푏 
(2.6) 

 

 
 

 

P
G2G1

L

A

D
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β'

α'
••• Plano de Referencia
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2.3  Proyección de franjas 
 

La Figura 2.5 es una ilustración de la interferencia de dos ondas planas. También se 

puede ver como dos rejillas en contacto con un pequeño ángulo entre las rejillas. El 

resultado que se puede ver es un patrón de franjas de menor frecuencia que el de las rejillas 

individuales. Este es un ejemplo del efecto moiré y las franjas resultantes son llamadas 

franjas de moiré [35]. La descripción matemática de los patrones de moiré resultantes de la 

superposición de dos rejillas senoidales es la misma que del patrón de interferencia 

formado por ondas electromagnéticas. El efecto moiré es por consiguiente referido como 

interferencia mecánica. 

 

Figura 2.5 Interferencia entre dos ondas planas. 

 

En la Figura 2.5 푛  y 푛  representan los vectores de propagación de la luz de los 

frentes de onda. Los ángulos 휃  y 휃  señalan el ángulo de los vectores de propagación con 

respecto a la normal del plano 푥푦. El periodo correspondiente a las franjas de moiré o a las 

franjas generadas por la interferencia de los dos frentes de onda es representado por 푑. Se 

considerarán los casos de proyección de franjas generadas por la interferencia de dos 

frentes de onda planos y el caso de la interferencia de dos frentes de ondas esféricas. 
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2.3.1 Proyección de franjas utilizando una fuente de luz colimada 
 

Consideremos primero el caso de la interferencia entre dos ondas planas (Figura 

2.6), donde dos ondas planas 푒( ∙ ⃗) y 푒( ∙ ⃗) inciden sobre la superficie definida como 

푧 = 푓(푥, 푦) [41].  

 
 

 
 

Figura 2.6 Proyección de franjas generadas por la interferencia de dos frentes de onda planos con direcciones 
de propagación definidas por los vectores 푛  y 푛 .  

 

Los vectores de propagación 푛  y 푛  inciden sobre el plano 푥푦 formando los 

ángulos (휃 − ) y (휃 + )  con respecto al eje z. El patrón de interferencia resultante 

en la superficie del objeto está dada por: 

 

퐼 = 2(1 + cos휑) (2.7) 
 

Donde: 

휑 = 푘(푛 − 푛 ) ∙ 푟⃗ =
2휋
푑 (푥	 cos 휃 + 푧	 cos 휃) 

 
(2.8) 

 

푑 =
휆

2	 sin(훼/2) 

 
 

(2.9) 

 

La ecuación 2.7 representa una rejilla cosenoidal con líneas paralelas sobre el eje 푦 

y con modulación en fase debido a variaciones en altura 푧 con un periodo dado por: 

 

휃

훼/2
훼/2

풙풚

풛

푧 = 푓(푥,푦)

푛1

푛
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푑 =
푑

cos휃 
 

(2.10) 
 

Y en términos de frecuencia como: 

 

푓 =
1
푑 =

cos 휃
푑  

 
(2.11) 

 

Asumiendo que se captura una imagen 퐼  del objeto dado por 푧 = 푓 (푥,푦), y 

posteriormente se captura una imagen 퐼  del plano de referencia donde se coloca el objeto, 

dado por 푧 = 푓 (푥,푦). Utilizando la ecuación 2.7 se obtiene la diferencia entre las dos 

imágenes representada como: 

 

퐼 − 퐼 = 2(1 + cos휑 ) − 2(1 + cos휑 ) (2.12) 
 

퐼 − 퐼 = 4 sin
휑 − 휑

2 sin
휑 + 휑

2  

 
 

(2.13) 
 

De la ecuación 2.8: 

 

휑 =
2휋
푑 (푥 cos휃 + 푧 sin 휃 ) 

 
(2.14) 

 

휑 =
2휋
푑 (푥 cos휃 + 푧 sin휃 ) 

 
 

(2.15) 
 

Debido a que no se modifican los ángulos de incidencia 휃 = 휃 = 휃, buscando 

solo cambios en 푧, 푥 = 푥 = 푥, se obtiene que: 

 

퐼 − 퐼 = 4 sin
휋
푑 (푧 − 푧 ) sin 휃 sin

2휋
푑 푥 cos휃 +

푧 + 푧
2 sin 휃  

 
(2.16) 

 

Vemos que esta función representa las franjas que se proyectan originalmente 

(excepto por una ligera variación en fase) moduladas en amplitud por un factor de: 

 

4 sin
휋
푑 (푧 − 푧 ) sin 휃   

(2.17) 
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Teniendo un mínimo cuando: 

 
휋
푑

(푧 − 푧 ) sin 휃 = 푛휋  
(2.18) 

 

Sabiendo que Δ푧 = 푧 − 푧  y 푛 =  la ecuación 2.18 puede escribirse como: 

 

Δ푧 = 푧 − 푧 =
푛푑

sin휃 
 

(2.19) 
 

푧 =
휑

2휋
푑

sin휃 

 
 

(2.20) 
 

La ecuación 2.20 representa la topografía del objeto cuando éste es iluminado 

utilizando un haz colimado [41]. Donde 휑 representa la diferencia de fase entre el objeto de 

prueba y el plano de referencia, 푑 el periodo de las franjas que se proyectan y 휃 el ángulo 

que forma el punto de observación y la fuente de iluminación colimada. 

 

2.3.2 Proyección de franjas utilizando una fuente de luz divergente 
 

A continuación consideramos el caso en donde se tienen dos fuentes de iluminación 

puntuales (Figura 2.7). Aquí, dos fuentes puntuales 푃  y 푃  separadas una distancia 2푎 con 

coordenadas (−푥 , 푧 ) y (−푥 , 푧 ), iluminan el plano 푥푦. 

 

La configuración es tal que una línea recta a través del origen formando un ángulo 

휃  con el eje 푧 se traza perpendicularmente a la línea que une los puntos 푃  y 푃 , el punto 

donde se intersecta tiene coordenadas (−푥 , 푧 ). 

 

Estas dos fuentes puntuales forman un patrón de interferencia sobre el plano 푥푦. A 

diferencia del modelo de ondas planas, los puntos de igual fase en el patrón de interferencia 

forman hiperboloides de revolución centrados en el origen, que coinciden con el centro del 

objeto bajo prueba [41]. 
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Figura 2.7 Proyección de franjas por medio de la interferencia de dos fuentes puntuales. 
 

En base a la Figura 2.7, se puede obtener: 

 

푑 =
휆

2 sin 훼
2

≃
휆

2 tan 훼
2

=
휆

2 푎
푟

 
 

(2.21) 

 

Δ푧 =
푑

sin휃 =
휆

2 푎푥
푟

 

 
 
 

(2.22) 
 

d =
푑

cos휃 =
휆

2 푎푧
푟

 

 
 
 

(2.23) 

 

Las ecuaciones 2.21, 2.22 y 2.23 están expresadas tomando en cuenta el punto 

central del objeto. Para analizar cualquier punto del objeto es necesario tomar en cuenta 

ciertas aproximaciones basadas en el modelo de la Figura 2.7 [41]. Se trazan los vectores 푟⃗  

y 푟⃗  que van de las fuentes puntuales 푃  y 푃  hacia un punto arbitrario 푥 en la superficie del 

objeto. Como primera aproximación se asume que el plano de interferencia intersecta la 

superficie del objeto en 푥 y bisecta el ángulo 훼 entre 푟⃗  y 푟⃗  se obtiene: 

 

휃 =
훽 + 훽

2  
 

(2.24) 
  

휃

풙
풚

풛

훽

훽푟

푟

푟

푟

푟
푟

훼

훼

푥 푥

푃 (−푥 , 푧 )

푃 (−푥 , 푧 )

푎

푎

휃
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푑 =
휆

2 sin 훼
2

=
휆

2 sin 훽 + 훽
2

 
 

(2.25) 

 

Δ푧 =
푑

sin휃 =
휆

2 sin 훽 − 훽
2 sin 훽 + 훽

2
=

휆
cos훽 − cos훽 =

휆
푧
푟 − 푧

푟
 

 
 

(2.26) 

 

d =
푑

cos휃 =
휆

2 sin 훽 − 훽
2 cos 훽 + 훽

2
=

휆
sin 훽 − cos훽

=
휆

푥 + 푥
푟 − 푥 + 푥

푟
 

 
 
 
 
 

(2.27) 

 

 Como segunda aproximación se dice que 푟 = 푟 = 푟 = (푥 + 푥) + 푧  y con la 

ecuación 2.26 se obtiene: 

 

Δ푧 =
휆

푧 − 푧
푟

=
휆

2푎 sin 휃
푟

= Δ푧
푟
푟  

 
(2.28) 

 

d =
휆

푥 − 푥
푟

=
휆

2푎 cos 휃
푟

= d
푟
푟  

 
 

(2.29) 

 

Al evaluar las ecuaciones 2.28 y 2.29 en las orillas de un objeto de ancho 2푋 

centrado en el origen, se obtiene un factor común dado por: 

 

푟(±푋)
푟 =

(푥 ± 푋) + 푧
푟 = sin 휃 ±

푋
푟 + cos 휃  

 
 

(2.30) 

 

Por lo tanto las ecuaciones 2.28 y 2.29 permiten obtener la topografía de un objeto 

utilizando iluminación divergente. 

 

Δ푧 = 푛
푑

sin 휃 sin 휃 ±
푋
푟 + cos 휃  

 
 

(2.31) 
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Donde 푑 = 푚푑 , siendo 푚 el valor de amplificación del sistema, 푑  el valor del 

período de la rejilla, 휃  representa el ángulo de proyección respecto al eje óptico y 푟  es la 

distancia del punto medio de ambas fuentes hacia el objeto. 

 

En términos de fase la ecuación 2.31 puede rescribirse como: 

 

푧 =
휑

2휋
푑

sin 휃 sin휃 +
푋
푟 + cos 휃 

 
 

(2.32) 

 

Donde 휑 representa la diferencia de fase entre el objeto de prueba y el plano de 

referencia y 푥 es la distancia a lo largo del objeto medido desde el origen, de manera que 

para 푥 = 0, la ecuación 2.32 se puede expresar como: 

 

푧 =
휑

2휋
푑

sin휃 
 

(2.33) 
 

Lo cual se reduce al caso de iluminación colima mostrado en la sección anterior. 

 

2.4  Generación de franjas 
 

El patrón de franjas deformado por el objeto es la referencia que se tiene y por 

medio de la cual se puede obtener la forma del objeto. Este es uno de los factores de mayor 

importancia en la medición, por lo que se han propuesto múltiples alternativas. La 

generación de patrones de franjas puede ser tanto digital como analógica [43]. Si bien cada 

una tiene ventajas, en general los métodos digitales se caracterizan por su flexibilidad y 

repetibilidad mientras que los analógicos pueden llegar a ofrecer señales con un menor 

contenido armónico, siendo las rejillas de espectro de menor costo y las pantallas LCD de 

mayor costo. Un patrón muy común son las franjas cosenoidales con un periodo constante, 

un ejemplo de este patrón se puede apreciar en la Figura 2.8. 
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(a) 

 
 

(b) 
Figura 2.8 (a) Patrón de franjas cosenoidal generado sintéticamente en la computadora, (b) Corte vertical del 

patrón en donde se puede apreciar la modulación cosenoidal de la intensidad de la luz. 
 

El patrón mostrado en la figura anterior esta descrito por la ecuación siguiente: 

 

퐼(푥,푦) = 푎(푥, 푦) + 푏(푥,푦) cos(휑(푥, 푦)) (2.34) 
 

En donde 푎(푥, 푦) describe la iluminación de fondo, 푏(푥, 푦) representa las 

variaciones de reflectancia del objeto y 휑(푥,푦) está dada por: 

 

휑(푥, 푦) = 2휋푓 (푥, 푦) + 휙(푥,푦) (2.35) 
 

Donde 푓  corresponde a la frecuencia espacial de señal portadora y 휑(푥,푦) es el 

término asociado con la fase, mismo que será utilizado para estimar la forma del objeto. 

Los algoritmos de extracción de fase, como el de la transformada de Fourier y el de 

corrimiento de fase pueden utilizarse para extraer la fase envuelta de uno o varios patrones 

de franjas. Un proceso de desenvolvimiento de fase puede usarse después para obtener una 

distribución continua de fase conteniendo tanto la fase relacionada con la forma del objeto 

휑(푥,푦), como la fase relacionada con el término de la señal portadora 2휋푓 (푥,푦), esto se 

discutirá en los capítulos posteriores. 

 

 

pixeles

P
ix

el
es

100 200 300 400

100

200

300

400

500

600

700



 

35 
 

Capítulo 3 Métodos para la obtención de fase 
 

3.1  Introducción 
 

La finalidad de la técnica de proyección de franjas es la obtención de medidas 

tridimensionales de la superficie de una muestra, una parte fundamental de dicha técnica 

consiste en la detección de la fase, ya que ésta se encuentra asociada directamente con la 

profundidad en cada punto de la superficie de la muestra. 

 

En esta sección se describen dos técnicas para la recuperación de la fase, en primer 

lugar se describe la técnica de Fourier-Takeda y posteriormente la técnica de 

desplazamiento de fase (PS por sus siglas en inglés Phase Shifting). 

 

3.2  Método de Fourier-Takeda 
 

El uso de técnicas de análisis espacial como la transformada de Fourier se ha 

convertido en un método muy popular debido a que se puede obtener información de fase a 

partir de una sola toma, es decir, este método puede ser aplicado en eventos en donde el 

objeto de prueba está en movimiento o éste varía respecto al tiempo, esta técnica se basa en 

el procesamiento de imágenes, transformando información de intensidad en datos en el 

dominio de la frecuencia o dominio de Fourier [44-45]. 

 

Normalmente el patrón de franjas utilizado en mediciones ópticas está representado 

de la forma: 

 

푔(푥, 푦) = 푎(푥,푦) + 푏(푥, 푦)cos	[2휋푓 푥 + 휙(푥,푦)] (3.1) 

 

Donde la fase 휙(푥, 푦) contiene la información deseada y 푎(푥, 푦) y	푏(푥,푦)  

representan variaciones no deseadas de irradiancia que surge de la reflexión de la luz no 

uniforme o transmisión del objeto de prueba, en la mayoría de casos 푎(푥, 푦), 	푏(푥, 푦)  y 
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휙(푥, 푦) varían lentamente en comparación con la variación introducida por la frecuencia 

portadora 푓 . 

 

En la técnica de la transformada de Fourier propuesta por Takeda [44] se toma el 

patrón de franjas adquirido, y utilizando: 

 

푐표푠휃 =
푒 + 푒

2  
 

(3.2) 

 

Podemos rescribirlo como: 

 

푔(푥,푦) = 푎(푥,푦) + 푐(푥, 푦)	푒 + 푐(푥, 푦)∗푒  (3.3) 

 

Dónde: 

푐(푥,푦) =
1
2 푏(푥, 푦)푒 ( , ) 

 

(3.4) 
 

Y donde * denota el conjugado complejo. 

 

A continuación se aplica la transformada de Fourier con respecto a 푥 en la ecuación 

3.3, utilizando un algoritmo conocido como la transformada rápida de Fourier (FFT) 

obteniendo 퐺(푥, 푦): 

 

퐺(푥, 푦) = 퐴(푓,푦) + 퐶(푓 − 푓 , 푦) + 퐶∗(푓 + 푓 , 푦) (3.5) 

 

Donde las letras mayúsculas denotan el espectro de Fourier y 푓 es la frecuencia 

espacial en la dirección 푥. Como las variaciones espaciales de 푎(푥, 푦), 	푏(푥, 푦)  y 휙(푥, 푦) 

varían lentamente en comparación con la frecuencia espacial 푓 , los espectros de Fourier se 

separan como se muestra en la Figura 3.1. 
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Figura 3.1 Espectro de Fourier de un patrón de franjas abiertas. 

 

En seguida se aplica un filtro gaussiano de frecuencia, el cual seleccionara 

solamente uno de los espectros de la señal portadora eliminando la variación de fondo 

푎(푥, 푦), posteriormente se traslada al origen desplazando una distancia 푓  a lo largo del eje 

푓, eliminando de esta manera la frecuencia portadora, en este caso se utilizó el espectro en 

퐶(푓 − 푓 ,푦), el resultado se muestra en la Figura 3.2. 

 

 
Figura 3.2 Espectro filtrado y trasladado al origen. 

 

El siguiente paso es encontrar la transformada inversa de Fourier  para 퐶(푓, 푦) con 

respecto a 푓 obteniendo de esta manera 푐(푥,푦) definido en la ecuación 3.4. Después de 

calcular el logaritmo de 푐(푥, 푦) se obtiene: 

 

log[푐(푥,푦)] = log
1
2 푏(푥,푦) + 푖휙(푥, 푦) 

(3.6) 

 

푓 푓

퐴(푓, 푦)

퐶∗	(푓 + 푓 ,푦) 퐶(푓 − 푓 , 푦)

풇
풚

퐶(푓,푦)

풇
풚
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La fase se obtiene extrayendo la parte imaginaria la cual está separada de la 

variación de amplitud 푏(푥, 푦) en la parte real. 

 

Un método alternativo para encontrar la fase es utilizar la ecuación 3.7, donde 푅푒 e 

퐼푚 representan la parte real e imaginaria de 푐(푥,푦) respectivamente. 

 

휙(푥,푦) = arctan
퐼푚(푐(푥,푦))
푅푒(푐(푥,푦))  

 

(3.7) 

 

La fase obtenida se encuentra envuelta en un factor de 2휋, En la mayoría de los 

casos la función será dada en el valor principal de -휋 a 휋. 

 

3.3  Método de desplazamiento de fase (Phase Shifting) 
 

El método de desplazamiento de fase involucra la captura de múltiples imágenes. En 

este método se proyectan 푁 patrones de franjas en donde la fase inicial es comúnmente 

cero y ésta se va modificando conforme 푁 incrementa en un factor de Δ휓 [46].  

 

Para un número de patrones 푘 = 1,2,3 …푁, el cambio de fase está dado 

normalmente por:  

 

Δ휓 =
2휋
푁  

(3.8) 

 

Todos los 푁 patrones de franjas tienen la siguiente forma: 

 

퐼 = 퐼 + 퐼 cos(휙(푥,푦) + Δ휓 ) (3.9) 

 

En esta tesis se utiliza particularmente un algoritmo de cuatro pasos, a continuación 

se presenta el desarrollo matemático para la obtención de la fase utilizando dicho algoritmo 

y la técnica de corrimiento de fase. 
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En el algoritmo de cuatro pasos se utilizan cuatro interferogramas con un cambio de 

fase de π/2. La ecuación de intensidad para cada uno de estos pasos está dada por: 

 

퐼 = 퐼 (푥,푦) + 퐼 (푥,푦) cos[휙(푥,푦)] (3.10) 

 

퐼 = 퐼 (푥, 푦) + 퐼 (푥, 푦) cos 휙(푥, 푦) +
휋
2  

 

 

(3.11) 

 

퐼 = 퐼 (푥, 푦) + 퐼 (푥, 푦) cos[휙(푥, 푦) + 휋] 
 

(3.12) 

 

퐼 = 퐼 (푥,푦) + 퐼 (푥, 푦) cos 휙(푥, 푦) +
3휋
2  

 

 

(3.13) 

 

Aplicando la función trigonométrica: 

 

cos(퐴 + 퐵) = cos퐴 cos퐵 − sin퐴 sin퐵 (3.14) 

 

A las ecuaciones anteriores y mediante pasos algebraicos se llega a: 

 

	퐼 − 퐼 = 2퐼 (푥,푦) sin[휙(푥, 푦)] (3.15) 

 

	퐼 − 퐼 = 2퐼 (푥,푦) cos[휙(푥, 푦)] 

 

(3.16) 

 

De donde la fase se puede obtener como: 

 

휙(푥, 푦) = arctan
(퐼 − 퐼 )
(퐼 − 퐼 )  

 

(3.17) 
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3.4  Discusión de las ventajas y desventajas de las técnicas descritas 
 

Una de las ventajas del método de corrimiento de fase es la operación pixel por 

pixel para obtener el valor de fase, debido a esto no se sacrifica resolución espacial, la 

precisión de cálculo de la fase puede mejorarse fácilmente al incrementar el número de 

interferogramas procesados. Sin embargo el hecho de adquirir varias imágenes comienza a 

ser un factor decisivo al tomar en cuenta factores externos tales como las vibraciones en el 

sistema, ya que esto podría producir un error al momento de realizar el desplazamiento de 

fase en el patrón proyectado al momento de ser capturado por la cámara. Debido a que este 

método utiliza múltiples tomas no es recomendable utilizarlo para objetos en movimiento, 

existen sin embargo algoritmos capaces de compensar en gran medida este tipo de errores, 

tal es el caso de métodos como el de Schwider [47] y Hariharan [48]. Es en estos casos en 

donde el método de Fourier-Takeda se antepone al método de desplazamiento de fase, ya 

que esta técnica solo requiere una captura para la obtención de la fase, pudiendo tener un 

sistema capaz de funcionar en tiempo real o en casos en  donde el objeto cambia 

constantemente, esto es importante principalmente en el campo industrial donde se 

digitalizan objetos en una línea de producción y se requiere de capturas rápidas y los 

factores como vibraciones o turbulencias en el aire no afecten al sistema. Una de las 

desventajas es el tiempo de cálculo que se requiere para la obtención de la fase, ya que este 

método requiere de operaciones complejas en comparación con el método de 

desplazamiento de fase. 

 

Sea indiferente el caso estos métodos necesitan de un proceso de desenvolvimiento, 

debido a que estas técnicas utilizan la función arcotangente para el cálculo de la fase 

teniendo como resultado una fase con valores discontinuos. 

 

Finalmente no se puede considerar un método mejor que otro, ambos tiene un 

campo de aplicación particular y ventajas y desventajas que pueden ser aprovechadas dadas 

las condiciones de operación del sistema de proyección de franjas. 
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3.5  Desenvolvimiento de fase 
 

En los métodos de recuperación de fase vistos en la sección anterior se utiliza la 

función arcotangente, por lo que la fase obtenida se encuentra envuelta en un rango de 

[−휋	, 휋	], lo que produce saltos y discontinuidades de fase en pixeles adyacentes. La 

Figura 3.3 muestra un ejemplo de lo que corresponde  a  la fase envuelta. 

 

Las discontinuidades en la fase se dan cada vez que esta presenta un cambio de 2π. 

Si 휑 incrementa, la pendiente de la curva es positiva y negativa para el caso en que decrece.  

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 3.3 (a) Fase envuelta (b) Perfil de la fase envuelta mostrada en a), este perfil está envuelto en un rango 

de [−휋,휋]. 

  

A continuación se describen dos modalidades distintas para el desenvolvimiento de 

la fase. 

 

3.5.1 Desenvolvimiento de fase de campo completo (Fase consistente) 
 

La técnica de desenvolvimiento de fase de campo completo es uno de los métodos 

más simples, esta técnica requiere que la fase sea consistente es decir que tenga muy poco 
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ruido de fase. La técnica consiste en la integración de las diferencias de fase a lo largo de 

un camino o línea de barrido [49], tal como se muestra en la Figura 3.4. 

 

 
Figura 3.4 Trayectoria de escaneo seguida por el metodo de desenvolvimiento de fase de campo completo. 

 

Suponiendo que el mapa de fase de campo completo está dado por 휙 (푥,푦) en un 

espacio regular 퐿 de dos dimensiones de 푀푥푀 píxeles de tamaño. Para desenvolver este 

mapa de fase primero se desenvuelve la primera fila (푦 = 0) después se toma el último 

valor y lo utilizaremos como condición inicial para desenvolver la siguiente fila en 

dirección positiva. Esto se puede hacer a lo largo de la primera fila mediante la siguiente 

ecuación: 

  

휙(푥 ,푦 ) = 휙(푥 ,푦 ) + 푉[휙 (푥 , 푦 ) − 휙(푥 ,푦 )]; 		1 ≤ 푖 ≤ 푀 (3.18) 

 

Donde la función de desenvolvimiento es: 

 

푉(푥) = [푥 − 2휋	int(푥/휋)]  (3.19) 

 

La ecuación anterior es válida en un intervalo de [−휋	, 휋]. Esta función es 

equivalente a 푉(푥) = tan [sen	푥/ cos푥] en el mismo rango, en la ecuación 3.18 se puede 

considerar como valor inicial: 

 

 휙(푥 ,푦 ) = 휙  (3.20) 
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Una vez que se desenvuelve la primera fila, se puede utilizar el último valor de la 

fase desenvuelta que se obtuvo de la primera fila para utilizarlo como el valor inicial para 

comenzar a desenvolver la fila siguiente (푦 = 1) esta vez en sentido contrario (Figura 3.4), 

esto puede expresarse de la siguiente manera: 

  

휙(푥 ,푦 ) = 휙(푥 , 푦 ) + 푉[휙 (푥 , 푦 )− 휙(푥 ,푦 )]; 		1 ≤ 푖 ≤ 푀 (3.21) 

 

Para este caso el valor inicial, tal como se dijo anteriormente puede ser considera el 

último valor de la fila anterior, es decir: 

 

휙(푥 , 푦 ) = 휙(푥 , 푦 ) + 푉[휙 (푥 , 푦 ) − 휙(푥 , 푦 )] (3.22) 

 

El proceso continúa con la siguiente fila (푦 = 2), el proceso de escaneo continua 

hasta completar las 푀 filas y desenvolver el mapa de fase completamente. La superficie 

que se obtiene después de aplicar este método secuencial es una superficie continua y se 

muestra en la Figura 3.5. 

 

 
 (a) 

 
(b) 

Figura 3.5 (a) Fase desenvuelta utilizando el método secuencial expuesto en esta sección, (b) Perfil de la fase 
desenvuelta mostrada en a). 
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3.5.2 Desenvolvimiento de fase dentro de una región simple y bien definida (Fase 
consistente) 

 

Por otra parte si no se tiene una fase de campo completo y por el contrario se tiene 

una fase que está limitada por una región arbitraria tal como se presentan en muchos 

resultados experimentales, en donde la región de interés se encuentra bien delimitada. A 

este proceso se le conoce como enmascaramiento de la fase. En la Figura 3.6 se muestra un 

ejemplo de un mapa de fase que ha sido procesado con una máscara. 

 

 
 (a) 

 
(b) 

Figura 3.6 (a) Ejemplo de una fase envuelta delimitada por un área simple, (b) Perfil de la fase envuelta 
mostrada en a). 

 

En este caso el algoritmo utilizado en la sección anterior (ecuaciones 3.18-3.22) no 

puede ser utilizado. Para desenvolver este mapa de fase se utilizará el algoritmo que se 

describe a continuación: 

 

Para comenzar se define una la función 휎(푥, 푦) que tendrá un valor inicial de cero, 

esta función se encuentra dentro del dominio 퐷 que corresponde al espacio donde la fase 

está definida [49]. 

 

Después de esto se elige una semilla o un punto de partida dentro de 퐷 y a este 

punto se le asigna un valor de fase arbitrario 휙(푥, 푦) = 휙 . Una vez que se analiza este 
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punto se marca como desenvuelto, y la función σ(x, y) ahora vale 1. Una vez que la fase del 

pixel de arranque se define, se puede llevar a cabo el proceso de desenvolvimiento. 

 

1. Seleccionar un pixel (푥,푦), dentro del espacio 퐷 (Puede ser de manera aleatorio o 

siguiendo un orden). 

2. Verificar si el punto seleccionado (푥, 푦), en 퐷 está desenvuelto. 

 Si el punto seleccionado está desenvuelto 휎(푥,푦) = 1 y evaluar nuevamente 

el punto 1. 

 Si el punto seleccionado está envuelto 휎(푥, 푦) = 0, se comprueba si existe 

un pixel adyacente  (푥′,푦′) que este desenvuelto. 

 Si no existe ningún pixel adyacente que se encuentre desenvuelto, se evalúa 

el punto 1. 

 Si se encuentra un pixel adyacente (푥′,푦′) desenvuelto, se toma el valor de 

su fase 휙(푥′,푦′) y se toma como referencia para desenvolver el pixel que se 

está analizando (푥, 푦) utilizando la ecuación 3.23, donde 푉 es la función de 

desenvolvimiento descrita anteriormente. 

 

                                       휙(푥,푦) = 휙(푥 , 푦 ) + 푉[휙 (푥, 푦) − 휙(푥 , 푦 )] (3.23) 
 

 Marcar el pixel actual como desenvuelto, es decir 휎(푥, 푦) = 1. 

 Regresar al primer punto hasta que todos los pixeles en 퐷 han sido 

desenvueltos. 

 

El algoritmo que se acaba de describir es válido para un mapa de fase sin 

inconsistencias y para regiones que delimitan la fase con formas simples, es decir la 

máscara aplicada al mapa de fase debe ser simple. 

 

En la Figura 3.7 se muestra la fase desenvuelta utilizando el algoritmo descrito en 

esta sección de la fase envuelta de la Figura 3.6. 
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 (a) 

 
(b) 

Figura 3.7 (a) Fase desenvuelta utilizando el algoritmo descrito en esta sección, (b) Perfil de la fase 
desenvuelta mostrada en (a). 
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Capítulo 4 Sistema de visión tridimensional 
 

4.1  Introducción 
 

En esta sección se describe el desarrollo de un prototipo para la recuperación de 

topografía en un campo de visión de 360 grados, el sistema se basa en la técnica de 

proyección de franjas y la utilización de espejos para poder obtener tres vistas diferentes y 

complementarias de la muestra. Se describe la geometría del arreglo y la alineación de los 

componentes, en esta sección se analiza un objeto de forma simple y dimensiones 

conocidas con el fin de caracterizar el sistema. 

 

Se realizaron pruebas utilizando la técnica de Fourier-Takeda y Phase Shifting para 

la obtención de la fase y se realiza una comparación de ambas técnicas.  

 

4.2  Descripción del arreglo experimental de proyección de franjas 
 

Un sistema de proyección de franjas típico consiste en tres elementos principales, un 

proyector multimedia, un detector (cámara CCD o CMOS de alta resolución) y el objeto de 

prueba. Estos se encuentran configurados de tal forma que al proyectar un patrón conocido, 

éste sea percibido por el detector como un patrón deformado de acuerdo a la topografía del 

objeto.  

 

En esta tesis se plantea una variante del sistema de proyección de franjas. Esta 

variante consiste en utilizar espejos para poder obtener tres vistas diferentes y 

complementarias del objeto bajo estudio, el arreglo experimental se muestra en la Figura 

4.1.  
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Figura 4.1 Arreglo experimental del sistema de proyección de franjas para la reconstrucción de un objeto de 

forma cilíndrica en un campo de visión de 360° utilizando un arreglo de espejos. 

 

Los componentes utilizados se describen a continuación: 

 

 Proyector 

 

El proyector, el cual utiliza luz blanca, es el dispositivo encargado de proyectar el 

patrón de franjas sobre el objeto a través de un sistema de lentes. Algunos factores 

importantes del sistema de proyección son la potencia luminosa y la calidad de la óptica. El 

tipo de proyector a utilizar depende del objeto a medir, en este caso se utilizó un proyector 

DELL 1609WX con una resolución máxima de 1200x800 y una distancia de proyección de 

1m a 12m. 

 

 Cámara (detector) 

 

Debido a la alta frecuencia de la luz, ésta no se registra como una onda 

electromagnética sino como un valor de intensidad, por lo tanto un detector óptico registra 
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niveles de intensidad, una cámara digital está formada por un arreglo matricial de 

detectores. 

 

La cámara es el dispositivo encargado de realizar el proceso de captura de datos, en 

este sistema se utilizó una cámara CCD (por sus siglas en inglés Charge Coupled Devices, 

Dispositivos de Carga Activa). Este tipo de cámaras se encuentra formado por una matriz 

de elementos que a su vez están constituidos de un fotodiodo y un capacitor. Al detectar 

luz, el fotodiodo almacena energía en el capacitor.  

 

Existen tres procesos de lectura comúnmente empleados: “Full Frame” o marco 

completo, toda la imagen es leída simultáneamente; “Frame Transfer” o marco de 

transferencia, divide el arreglo en área fotoactiva y área enmascarada; y por último 

“Interline” o interlineado, en el cual se leen ya sean un renglón o una columna a la vez.  

 

La cámara utilizada en esta aplicación es una cámara Pixelink FireWire PLB956F 

de 1.4 MP (1392 x 1040) Inter Line Transfer (ILT), 15fps con tamaño de pixel de 6.45휇푚. 

 

 Objeto de prueba 

 

El sistema de proyección de franjas es capaz de escanear objetos cuya superficie sea 

opaca y difusora. En el caso de aplicar la técnica de desplazamiento de fase, se requiere que 

el objeto se encuentre estático o que el tiempo de captura de la imagen sea suficientemente 

pequeño para considerar que el objeto en ese lapso de tiempo no presenta cambios o 

deformaciones.  En casos donde no es posible esta aproximación, se puede recurrir a 

técnicas donde es suficiente una sola imagen para la obtención de la fase, por ejemplo, la 

técnica de Fourier-Takeda, con algunas restricciones en cuanto a la forma del patrón de 

franjas. El objetivo del sistema es digitalizar el pie humano, en este primer prototipo se 

utiliza un maniquí que representa la forma del pie humano, dicho objeto se encuentra 

estático, en la practica el pie humano puede presentar ligeros movimientos los cuales 

pueden ser minimizados mejorando el hardware utilizado y reduciendo el tiempo de captura 

a unos pocos milisegundos. 
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 Espejos 

 

En un sistema típico de proyección de franjas en donde la cámara se encuentra fija, 

la superficie que se obtiene pertenece únicamente a una de las vistas de éste, dependiendo 

también del campo de visión de la cámara. En el sistema propuesto se utilizan dos espejos 

los cuales proporcionaran dos vistas extras que son diferentes y complementarias del 

objeto, lo cual equivale a tener tres sistemas de proyección de franjas colocados a 120 

grados entre sí, tal como se muestra en la Figura 4.2. Este arreglo de tres sistemas de 

proyección es comúnmente empleado en aplicaciones médicas, generalmente para el 

escaneo completo del cuerpo humano [13]. 

 

 
Figura 4.2 Sistemas de proyección de franjas triple, cada uno colocado a 120 grados respectivamente.  

 

4.3 Alineación del proyector respecto a la cámara 
 

En los sistemas de proyección de franjas generalmente la cámara y el proyector se 

encuentran en el plano 푥푧 (Figura 4.3a) y las franjas proyectadas son verticales. En estos 

sistemas la cámara se encuentra en eje al plano de proyección y la sensibilidad del sistema 

está dada por el ángulo entre la cámara y el proyector, por lo que  permite que la cámara 

pueda captar el cambio de fase en las franjas debido a la deformación que el objeto produce 

en éstas [21]. 

 



Capítulo 4 Sistema de visión tridimensional 
 

51 
 

Debido a que en el sistema propuesto se utilizan dos espejos para obtener dos vistas 

extras del objeto, el arreglo de la Figura 4.3a se modifica de acuerdo a las necesidades del 

sistema, esto debido a que el ángulo de proyección no permitiría que las franjas se reflejen 

de forma adecuada en los espejos si el proyector y la cámara se encuentran en el eje 푥푧. 

 

La modificación del sistema consiste en rotar el arreglo 90 grados de manera que la 

cámara se coloque por encima del proyector y ambos se encuentren en el plano 푦푧. De esta 

forma, el área de proyección abarcará de manera correcta el objeto y los espejos, de tal 

manera que las franjas proyectadas serán horizontales (Figura 4.3b). 

 

 
 

(a) 

 
 

(b) 
Figura 4.3 a) Sistema de proyección de franjas típico b) Sistema rotado 90 grados. 

 

Para alinear la posición del proyector con respecto a la cámara y asegurar que las 

franjas capturadas por la cámara sean horizontales, se utiliza un método basado en 

proyectar dos líneas que forman una cruz, el método se describe a continuación. 

 

Se proyecta una línea horizontal y otra vertical formando una cruz de color blanco 

sobre el plano de referencia. En la pantalla de la computadora se generan las mismas líneas 

formando una cruz pero en color negro de manera que esta se superpone a las imágenes 

capturadas por la cámara. El proceso de alineación consiste en ajustar el proyector de forma 

manual de manera que las dos cruces se superpongan, es decir la imagen que está siendo 

capturada por la cámara y la que se observa en el monitor coincidan, tal como se muestra en 

la Figura 4.4. 

 

Cámara Proyector

풛

풙

풚
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Figura 4.4 Captura del plano de referencia. La línea blanca se proyecta sobre el plano de referencia mientras 

que la línea negra se genera en la computadora. 

 

4.4 Alineación de los espejos 
 

Como ya se ha mencionado, las dos vistas extras del objeto son proporcionadas por 

el arreglo de espejos, ofreciendo cada uno de ellos, un campo de visión de 120° respecto a 

la vista central del objeto. Para que estas vistas se encuentren efectivamente a 120 grados 

una con respecto a la otra es necesario alinear el ángulo de los espejos con respecto a la 

cámara, para esto se analiza la geometría del sistema (Figura 4.5). 

 

En la Figura 4.5 se muestra una vista superior de la geometría del sistema, en el 

punto 퐴 se encuentra la cámara y el proyector, el punto 퐶 representa el eje central del 

objeto, y el punto 퐵 indica el eje de rotación del espejo. De acuerdo a la ley de reflexión, un 

rayo 푐 que parte del punto 퐴 e incide sobre el espejo colocado en el punto 퐵 tendrá un 

ángulo de incidencia 휃 y será reflejado con el mismo ángulo hacia el punto 퐶. Este 

razonamiento representa una analogía del camino óptico recorrido por la franja central del 

patrón de franjas que es proyectado en esa dirección. 
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Figura 4.5 Geometría del sistema propuesto. 

 

Ahora bien para que la cámara pueda capturar una vista del objeto a un ángulo de 

120 grados con respecto al punto 퐴, el ángulo 훾 en la Figura 4.6 tiene que ser de 120 

grados. 

 

 
Figura 4.6 Análisis de la geometría del sistema: el ángulo 훾 es de 120 grados. 

 

De acuerdo a la geometría del arreglo es posible conocer la distancia que va de la 

cámara al objeto (lado 푏 del triángulo). La montura que sujeta el espejo, representada por el 

punto 퐵 se coloca de manera que el ángulo 훾 se aproxime a 120 grados, una vez que el 

punto 퐵 se encuentra fijo se toman las medidas de los lados 푎, 푏 y 푐 del triángulo y se 
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calcula el valor real del ángulo 훾 utilizando el teorema del coseno descrita en la ecuación 

4.1. 

 

푐 = 푎 + 푏 − 2푎푏	 cos(훾) (4.1) 
 

Para aproximar cada vez más el valor del ángulo 훾 a 120 grados el punto B se 

desplaza sobre el eje z variando de esta forma los lados a y c del triángulo, el 

desplazamiento del punto B (montura del espejo) se puede lograr ya que este se encuentra 

colocado sobre un riel el cual permite el desplazamiento en el eje z (Figura 4.1). 

 

Una vez que el punto B se ha alineado la montura es fijada al riel. El proceso para la 

alineación de la montura del espejo contrario sigue los mismos pasos descritos hasta este 

punto. 

 

Las monturas utilizadas para la sujeción de los espejos permiten una variación de su 

posición sobre el plano 푥 − 푦 tal como se muestra en la Figura 4.7. 

 

 
 

Figura 4.7 Las monturas que sujetan los espejos permiten modificar la inclinación y rotación sobre el eje de 
estos. 

 

El ángulo 휃 (ángulo de incidencia y reflexión en el espejo) se obtiene calculando el 

ángulo β mostrado en la Figura 4.5 utilizando el teorema del seno descrito en la ecuación 

4.2: 
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푎
sin 훼 =

푏
sin 훽 =

푐
sin 훾 

(4.2) 

 

De esta forma el valor del ángulo 휃 está en función del ángulo β tal como se 

muestra en la ecuación 4.3: 

 

휃 =
180− 훽

2  
(4.3) 

 

Alinear los espejos de manera que el ángulo de incidencia 휃 sea lo más preciso 

posible es importante para asegurar que las vistas obtenidas por los espejos sean vistas 

complementaria del objeto, debido a esto se ha planteado una metodología para la correcta 

alineación de los espejos.  

 

Para realizar la alineación se utilizan tres vástagos que serán colocados en lugar de 

los espejos y en el eje del objeto punto 퐶 (Figura 4.5), tal como se muestra en la Figura 

4.8a. 

 

Teniendo este arreglo se realiza una captura, analizando esta imagen se encuentra la 

posición del punto 푝 , 푝  y 	푝  en el eje 푥 y las distancia 푑 entre estos puntos, tal como se 

muestra en la Figura 4.8b. 

 

Conociendo estos parámetros se genera un patrón de líneas que dependerá de dichas 

mediciones y se sobrepondrá a la captura de la imagen en tiempo real que realiza la cámara. 

A continuación los vástagos que ocupan la posición de los espejos son reemplazados por 

estos. El vástago que se colocó en la posición del objeto (punto 퐶) permanece durante el 

proceso de alineación. 
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(a) 

 
 

 
 
 

(b) 
Figura 4.8 a) Vástagos colocados para la alineación del ángulo 휃 b) Esquema de los vástagos que permiten 

determinar los puntos 푝 , 푝  y 푝  y la distancia 푑. 
 

Una vez que los espejos son colocados, la cámara captura el reflejo del vástago que 

se encuentra en la posición 푝  sobre el plano 푥 − 푦 de la imagen capturada. Al rotar los 

espejos sobre su eje de rotación (punto 퐵)  el reflejo del vástago se desplaza a la derecha o 

a la izquierda respectivamente sobre el plano 푥 − 푦 de la imagen, tomando en cuenta esto, 

el método para la alineación de los espejos consiste en rotar los espejos sobre su eje de 

rotación de manera que el reflejo del vástago coincida con el patrón obtenido 

anteriormente, tal como se muestra en la  Figura 4.9. 

 

 
Figura 4.9 Alineación de los espejos al ángulo de incidencia 휃 utilizando el reflejo de un vástago colocado en 

el punto 퐶. 
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La Figura 4.9 muestra una captura realizada en tiempo real por la cámara, las líneas 

en color rojo determinan la distancia 푑, el reflejo del vástago deberá alinearse a estas líneas 

para garantizar que los espejos tengan una rotación igual al ángulo 휃. 

 

4.5 Proyección y captura de franjas utilizando espejos 
 

Para proyectar y capturar las franjas mediante el sistema propuesto se toman en 

cuenta diversos parámetros que son tratados en esta sección. A continuación se describe la 

metodología empleada para realizar este proceso.  

 

Cuando el objeto es colocado en el sistema óptico, se observan las dos vistas 

complementarias proporcionadas por los espejos tal como se aprecia en la Figura 4.10.  

 

 
Figura 4.10 Vistas complementarias del objeto proporcionadas por los espejos. 

 

Para que la cámara pueda capturar las tres vistas del objeto es necesario definir el 

campo de visión que tiene la cámara, en la Figura 4.11 se muestra el área que ocupa el 

campo de visión de la cámara. 

 



Capítulo 4 Sistema de visión tridimensional 
 

58 
 

 
Figura 4.11 Campo de visión de la cámara y área de proyección. 

  

El campo de visión de la cámara es un parámetro importante ya que éste necesita 

cubrir no solo el objeto sino los espejos E1 y E2 mostrados en la Figura 4.11, de esta 

manera la cámara también capturará las vistas proporcionadas por los espejos, así mismo el 

área de proyección también debe cubrir el objeto y los espejos. 

 

En el proceso de proyección de franjas, hay que considerar las zonas observadas por 

la reflexión de los espejos. Para evitar la observación de zonas empalmadas, el campo de 

visión de la cámara se divide en tres secciones diferentes tal como se muestra en la Figura 

4.12. 

 
Figura 4.12 División del campo de visión de la cámara en tres secciones. 
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Si se proyectara un patrón de franjas que cubra únicamente la sección 1, este patrón 

se reflejará en el espejo 퐸1 y se proyectaría sobre la vista posterior izquierda del objeto, de 

esta forma la cámara captura una imagen de estas franjas deformadas por el objeto. Esta 

imagen se muestra en la Figura 4.13. En esta figura se aprecia un efecto no deseado en la 

reflexión que produce el espejo 퐸1 y es que las franjas no se proyectan únicamente en la 

vista posterior izquierda (sección 1), sino que existen franjas parciales en la vista posterior 

derecha (sección 3) y en la vista principal (sección 2), de manera que si se proyecta un 

patrón de franjas que abarcara toda el área de proyección nos encontraríamos con un efecto 

Moiré no deseado para esta aplicación en particular. Este fenómeno puede ser evitado 

proyectando franjas de diferentes colores en cada una de las secciones y filtrando el tono de 

color correspondiente para el análisis de cada sección, para realizar este procedimiento se 

necesitan aplicar técnicas de colorimetría las cuales no se tratarán en esta tesis. 

 

 
Figura 4.13 Proyección de franjas en la sección 1 del campo de visión de la cámara. 

 

Considerando lo explicado anteriormente, el método para la proyección y captura de 

las franjas se realiza de forma secuencial, es decir se proyectan franjas únicamente en una 

sección a la vez, de manera que las otras dos secciones son descartadas. Para realizar este 

procedimiento se genera el patrón de franjas únicamente en una tercera parte del área de 

proyección. En la Figura 4.14 se muestra el patrón de franjas generado para cada sección y 

la captura que realiza la cámara, este proceso se realiza de forma automática utilizando el 
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software desarrollado en Matlab, el cual genera el patrón, lo proyecta y realiza la captura a 

través de la cámara [Apéndice C]. 

 

Debido a que en esta tesis se tratan dos métodos para la obtención de fase, 

correspondientes al método de Fourier-Takeda y corrimiento de fase, el número de capturas 

dependerá del método en cuestión. 

 

 

 
                                                                    (a) 

 

 
                                                                     

                                                                   (b) 

 

 
                                                                      (c) 

 

Figura 4.14 Proyección de franjas para (a) sección 1 (izquierda) (b) sección 2 (derecha) (c) sección 3 (central).
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4.6 Ajuste del contraste en las franjas 
 

El sistema de proyección de franjas propuesto está diseñado para la digitalización 

del pie humano, debido a las dimensiones de los espejos en este prototipo se simula la 

anatomía del pie utilizando un maniquí que presenta la forma y dimensiones aproximadas a 

las de un pie humano ordinario. Debido a que el maniquí es de un material sintético 

presenta características de brillo que dificultan el proceso de medición bajo determinadas 

condiciones externas de iluminación [33].  Dadas esas reflexiones especulares que pueden 

llegar al sensor CCD de la cámara, el contraste de las franjas puede verse afectado dado que 

puede haber un efecto de saturación del sensor. Esta saturación se traduce en una pérdida de 

información en dichos puntos brillantes.  

 

De acuerdo a la ecuación 2.34 la distribución de intensidad el patrón de franjas 

proyectado es: 

퐼(푥,푦) = 푎(푥, 푦) + 푏(푥,푦) cos(휑(푥, 푦))  
 

Donde 푎(푥, 푦) es la intensidad de fondo y 푏(푥, 푦) representa el contraste de las 

franjas. Existen técnicas para encontrar el valor apropiado de estos parámetros y que el 

sensor de la cámara no se sature al momento de la captura del patrón de franjas. Algunas de 

estas técnicas están basadas en el análisis del histograma que generan las franjas 

capturadas. A continuación se describe el método utilizado para el ajuste en el contraste de 

las franjas capturadas. 

 

 Una forma de ajustar el contraste es analizar el perfil del patrón capturado por la 

cámara, este procedimiento se realiza en tiempo real de manera que se modifican los 

parámetros de la intensidad de fondo 푎(푥,푦) y el parámetro de contraste 푏(푥, 푦) en la 

ecuación que genera el patrón sintético que es proyectado. 

 

En la Figura  4.15 se muestra el patrón de franjas proyectado para cada una de las 

vistas y el perfil cosenoidal resultado del ajuste en el contraste. 
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(a) (b) 
 

Figura 4.15 (a) Patrón de franjas proyectado en cada una de las vistas del objeto (b) Perfil del patrón de 
franjas capturado por la cámara para cada una de las vistas. 

 

4.7 Obtención de la fase utilizando el método de Fourier-Takeda 
 

Esta técnica requiere de una sola imagen para la obtención del mapa de fase de las 

franjas capturadas. El algoritmo es explicado mediante el diagrama de bloques presentado 

en la Figura 4.16. 
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Figura 4.16 Diagrama a bloques que describe el método para la obtención de la fase usando la técnica de 

Fourier-Takeda. 

 

1. En la sección 4.5 se describe el proceso para la proyección y captura de las 

imágenes. Dado que esta técnica solo requiere de una toma, se captura una sola 

imagen del patrón de franjas proyectado para cada vista. Experimentalmente el 

tiempo mínimo medido para que la cámara pueda realizar una captura es de 250 

milisegundos (la cámara es controlada por un software desarrollado en Matlab). Por 

lo tanto el tiempo de captura para tener las imágenes necesarias en esta técnica es de 

aproximadamente 750ms. En la Figura 4.17 se muestra el patrón de franjas 

capturado para cada vista del objeto de prueba. 

 

1. Captura del patrón de franjas 푔(푥,푦) para cada una de las 
vistas del objeto

2. Aplicar la transformada rápida de Fourier para obtener 
퐺(푓,푦)

3. Se traslada uno de los espectros de la señal portadora al 
centro desplazándola una distancia 푓

4. Se utiliza un filtro Gaussino para filtrar únicamente la señal 
portadora seleccionada. 

5. Se calcula la transformada inversa para 퐶(푓, 푦) para obtener 
푐(푥, 푦)

6. Obtención de la fase a partir de 푐(푥,푦) por medio de 
휙 푥, 푦 = arctan ( ( , ))

( ( , ))

7. Aplicación de una mascara binaria para eliminar 
inconsistencias en la fase

8. Aplicar el algoritmo de desenvolvimiento de fase descrito en 
la sección 3.5.2
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Figura 4.17 Patrón de franjas capturado para cada vista del objeto de prueba. 
 

2. Se obtiene la transformada rápida de Fourier (FFT), para obtener 퐺(푓,푦), del patrón 

de franjas capturado (Figura 4.18). 

 

 

Figura 4.18 Aplicación de la transformada rápida de Fourier (FFT) a 푔(푥, 푦) para obtener 퐺(푓,푦). 

 

3. El siguiente paso consiste en transportar el lóbulo de la señal portadora 퐶(푓 − 푓 , 푦) 

al origen, desplazándola una distancia 푓  para obtener 퐶(푓, 푦). Figura 4.19. 
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Figura 4.19 Desplazamiento del lóbulo de la señal portadora 퐶(푓 − 푓 ,푦) al origen. 

 

4. Se utiliza un filtro Gaussiano pata filtrar la señal portadora 퐶(푓, 푦)  

 

 
Figura 4.20 Lóbulo de la señal portadora filtrado utilizando un filtro Gaussiano. 
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5. A continuación se calcula la transformada inversa de Fourier para 퐶(푓, 푦) con 

respecto a 푓 para obtener 푐(푥,푦). 

 

6. A partir de 푐(푥,푦), usando la ecuación 3.7 se obtiene la fase 휙(푥, 푦). 

 

 
(a) 

 

 
(b) 

Figura 4.21 (a) Obtención de la fase a partir de la ecuación 3.7 (b) Perfil de la fase mostrada en (a). 
 

7. La fase obtenida presenta inconsistencias por lo que se utiliza una máscara binaria 

para eliminar datos innecesarios (Figura 4.22). 

  

 
(a) 

휙(푥,푦)
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휙 ∙ 푚
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 (b) 

 
Figura 4.22 a) Aplicación de una máscara binaria a la fase mostrada en la Figura 4.21 b) Perfil de la fase 

después de aplicar la máscara. 
 

8. Utilizando el algoritmo de desenvolvimiento de fase descrito en la sección 3.5.2 se 

obtiene la fase desenvuelta del objeto. Se repiten los pasos del 1 al 7 para el patrón 

de franjas que se proyecta sobre el plano de referencia. Una vez que se tiene la fase 

desenvuelta del objeto y la de la referencia, se restan para obtener la diferencia de 

fase asociada a la topografía del objeto (Figura 4.23). 

 
Figura 4.23 Fase desenvuelta asociada a la topografía del objeto. 

 

Finalmente para obtener la fase de las tres vistas se realiza el proceso descrito 

anteriormente para cada una de ellas (Figura 4.24). 
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Figura 4.24 Fase desenvuelta asociada a la topografía del objeto para cada una de las vistas. 

 

4.8 Obtención de la fase utilizando el método de desplazamiento de fase 
 

Para desarrollar esta técnica se empleó un algoritmo de cuatro pasos para la 

recuperación del mapa de fase. Esto se muestra en el diagrama de bloques presentado en la 

Figura 4.25. 

 
Figura 4.25  Diagrama a bloques que describe el método para la obtención de la fase usando la técnica de 

desplazamiento de fase. 

1. Generación de los patrones de franjas con un desplazamiento 
de fase

2. Proyección y captura de los patrones de franjas desplazados 
en fase

3. Obtención de la fase a partir de las imágenes capturadas por 
medio de 휙 푥,푦 = arctan ( )

( )

4. Aplicación de una mascara binaria para eliminar 
inconsistencias en la fase

5. Aplicar el algoritmo de desenvolvimiento de fase descrito en 
la sección 3.5.2
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1. El patrón de franjas es generado digitalmente en la computadora. En este caso se 

utiliza un algoritmo de cuatro pasos, de manera que los desplazamientos de fase son 

de 휋/2. En la Figura 4.26 se puede observar los cuatro patrones utilizados, los 

cuales tienen un nivel de intensidad que va de 0 a 255 en escala de grises. 

 

 
                                   (a)                                     (b)                                   (c)                               (d) 

 
Figura 4.26 Patrones de franjas desplazados en fase 휋/2 donde (a) desplazamiento 0 (b) desplazamiento de 

휋/2 (c) desplazamiento de 휋 y (d) desplazamiento de 3휋/2. 
 

2. En la sección 4.5 se describe el proceso para la proyección y captura de las 

imágenes. Dado que esta técnica requiere de cuatro tomas por cada una de las vistas, 

se toman un total 12 imágenes. Experimentalmente el tiempo mínimo medido para 

que la cámara pueda realizar una captura es de 250 milisegundos (la cámara es 

controlada por un software desarrollado en Matlab). Por lo tanto el tiempo de 

captura para tener las imágenes necesarias en esta técnica es de aproximadamente 

3000ms.  

 

3. Utilizando la ecuación 3.17 se puede obtener la fase utilizando las cuatro capturas 

(Figura 4.27). 
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Figura 4.27 Algoritmo de cuatro pasos para la obtención de la fase utilizando las cuatro capturas. 

 

4. La fase obtenida presenta inconsistencias por lo que se utiliza una máscara binaria 

para eliminar datos innecesarios (Figura 4.28). 

 

 
 

Figura 4.28  Aplicación de una máscara binaria 푚(푥,푦) a la fase 휙(푥, 푦). 
 

5. Mediante el algoritmo de desenvolvimiento de fase descrito en la sección 3.5.2 se 

obtiene la fase desenvuelta del objeto así como la del plano de referencia. Una vez 

휙(푥, 푦) 푚(푥, 푦)

휙 ∙ 푚

(휙 ∙ 푚)(푥, 푦)
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que se tiene la fase desenvuelta del objeto y la referencia, se restan para obtener la 

diferencia de fase asociada a la topografía del objeto (Figura 4.29). 

 

 
Figura 4.29 Fase desenvuelta asociada a la topografía parcial del objeto. 

 

Finalmente para obtener la fase de las tres vistas, se realiza el proceso descrito 

anteriormente para cada una de ellas (Figura 4.30). 

 

   
Figura 4.30 Fase desenvuelta asociada a la topografía del objeto para cada una de las vistas. 
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4.9 Obtención de la topografía en unidades de longitud 
 

La topografía del objeto es calculada utilizando la ecuación 2.19 que considera el 

caso de iluminación colimada, es decir, el periodo de las franjas proyectadas debe ser 

constante sobre el plano de referencia. Para que esta condición se cumpla en el sistema 

desarrollado se ajusta el proyector tomando en cuenta las características de diseño descritas 

en el manual de usuario [50], de manera que las franjas proyectadas sobre el plano de 

referencia tengan un periodo constante. Al colocar el proyector sobre una superficie plana y 

debido a las características de diseño antes mencionadas, este tiende a proyectar el patrón 

de franjas hacia arriba, generando un área de proyección rectangular sin distorsión, dada 

esta característica se colocó el proyector de manera que las franjas que se proyectan en el 

plano no varíen el periodo a lo largo del eje 푦, esto se logro colocando el proyector, a un 

ángulo de 8 grados aproximadamente tal como se muestra en la Figura 4.31. 

 

 
Figura 4.31 Colocación del proyector para obtener un área de proyección rectangular sin distorsión de manera 

que el periodo de las franjas proyectadas sea considerado constante. 

 

En el caso de iluminación divergente se aplica una técnica iterativa que mejora la 

aproximación al perfil real del objeto [51]. En el caso de estudio, la coordenada 푧  asociada 

a la topografía es calculada en cada punto, de manera que la ecuación 2.20 puede 

reescribirse como: 

 

푧 =
휑(푥, 푦)

2휋
푑

tan휃 
(4.4) 
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Donde 푑  representa el periodo del patrón de franjas sobre el plano de referencia, el 

ángulo 휃 está en función de la distancia del proyector a la cámara y la distancia del plano 

de referencia a la cámara y puede calcularse de la siguiente forma: 

 

휃 = atan
푃
퐿  

(4.5) 

 

Donde 푃 es la distancia del proyector a la cámara y 퐿 es la distancia del plano de 

referencia a la cámara. 

 

De acuerdo a la geometría del sistema, los parámetros de 푃 y 퐿 corresponden a los 

valores siguientes:  

 

La distancia 푃 es constante y es de 125mm. 

 

Sección 1 (vista lateral izquierda) 

푧 =
휑
2휋

푑
tan휃  

 
Donde 퐿 = 677푚푚 y 푑 = 5.9푚푚 

(4.6) 

 

 

Sección 2 (vista frontal) 

푧 =
휑
2휋

푑
tan 휃  

 
Donde 퐿 = 662푚푚 y 푑 = 3.5푚푚 

(4.7) 

 

 

Sección 3 (vista lateral derecha) 

푧 =
휑
2휋

푑
sin 휃  

 
Donde 퐿 = 677푚푚 y 푑 = 5.9푚푚 

(4.8) 
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Este proceso se lleva a cabo en los resultados obtenidos utilizando las dos técnicas 

descritas en secciones anteriores. En la Figura 4.32 se muestra la topografía de la vista 

frontal del objeto de prueba. Los resultados expuestos son el resultado de utilizar la técnica 

de Fourier-Takeda y desplazamiento de fase. 

 

 
 

(a) 

 
 

(b) 
 

Figura 4.32 Topografía en unidades de longitud (a) Técnica de Fourier-Takeda (b) Técnica de desplazamiento 
de fase 

 

4.10 Factor de escalamiento para las vistas laterales del objeto 
 

Dado que las distancias 퐿  y 퐿  son mayores a la distancia 퐿 , provoca que las 

vistas laterales presenten un factor de escalamiento. Un método simple para encontrar este 

factor de escalamiento es medir la altura ℎ  y ℎ  utilizando procesamiento de imágenes. 

Donde ℎ  representa la altura máxima del objeto captada desde la vista frontal, y ℎ  es la 
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altura máxima del objeto recuperada por las vistas laterales (Figura 4.33), teniendo en 

cuenta una alineación ideal en el sistema, la altura del objeto en las vistas laterales ℎ  y ℎ  

sería la misma, analizando las imágenes capturadas experimentalmente del objeto descrito 

en esta sección, la altura en las vistas laterales tienen una diferencia aproximada de 4 

pixeles, esta diferencia es tomada en cuanta como un factor de corrección extra al momento 

de escalar las imágenes. 

 
Figura 4.33 La altura ℎ  representa la altura máxima el objeto de la vista central y ℎ  la altura máxima 

obtenida de las vistas laterales. 

 

Por lo tanto en general el factor de escalamiento puede obtenerse como se muestra a 

continuación: 

 

푓푎푐푡표푟	푑푒	푒푠푐푎푙푎푚푖푒푛푡표 =
ℎ
ℎ  

(4.9) 

 

Este factor de escalamiento es aplicado a todos los puntos (푥, 푦) de la topografía de 

las vistas laterales, obteniendo como resultado un desplazamiento (푥 ,푦 ) que representa el 

escalamiento. 

 

La ecuación 4.9 es válida siempre que la altura máxima del objeto sea colocado 

sobre el eje perpendicular al punto 퐶 (Figura 4.6) 

ℎ ℎ
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4.11 Evaluación de los resultados obtenidos con las técnicas de Fourier-Takeda y 
desplazamiento de fase 
 

La funcionalidad del sistema óptico implementado es probada mediante pruebas 

realizadas en un objeto sencillo de forma cilíndrica. La topografía puede ser generada de 

manera sintética dado que conocemos sus dimensiones, Figura 4.34. La topografía de este 

objeto es obtenida mediante el sistema de proyección de franjas de visión en 3600, 

aplicando las dos técnicas, de Fourier y de desplazamiento de fase. Una medición para el 

error se puede obtener de las mediciones ópticas de la topografía con cada técnica al ser 

comparadas con la topografía sintética.   

 

 

Figura 4.34 Medidas reales del objeto de prueba. 

 

En la Figura 4.35 se muestran las dimensiones de la superficie ideal del objeto 

generada en la computadora. 
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Figura 4.35 Superficie ideal del objeto generada en la computadora. 

 

En la Figura 4.36 se muestra la nube de puntos de la reconstrucción frontal del 

objeto, tomando información de la fase obtenida utilizando la técnica de Fourier-Takeda. 

 
 

Figura 4.36 Nube de puntos del objeto cilindrico bajo estudio, datos obtenidos de la tecnica de Fourier-
Takeda. 
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Al comprar la superficie ideal con la superficie experimental se tiene un error 

absoluto de 0.67푚푚 y un error relativo de 1.83% (Figura 4.37). 

 

 
 
 

(a) 

 

(b) 
Figura 4.37 (a) Comparación del resultado experimental: la nube de puntos en color azul muestra la topografía 

obtenida con la tecnica de Fourier-Takeda, la superficie de color rojo muestra la topografía ideal para el 
objeto bajo estudio b) Medición del error a lo largo de la superficie de comparación. 

 

En la Figura 4.38 se muestra la nube de puntos de la reconstrucción frontal del 

objeto, tomando información de la fase obtenida utilizando la técnica de desplazamiento de 

fase. 

 
 

Figura 4.38 Nube de puntos del objeto cilíndrico bajo estudio, datos obtenidos de la técnica de 
desplazamiento de fase. 



Capítulo 4 Sistema de visión tridimensional 
 

79 
 

Al comparar la superficie ideal con la superficie experimental se tiene un error 

absoluto de 200휇푚 y un error relativo de 0.548% (Figura 4.39). 

 
 

 
  
  

 
(a)  

(b) 
Figura 4.39 (a) Comparación del resultado experimental: la nube de puntos en color azul muestra la topografía 
obtenida con la tecnica de desplazamiento de fase, la superficie de color rojo muestra la topografía ideal para 

el objeto bajo estudio. (b) Medición del error a lo largo de la superficie de comparación. 
 

Para conocer la diferencia entre ambas mediciones se toma el perfil transversal en la 

misma posición en ambos resultados. Para realizar la comparación se calcula el valor rms 

(root mean squared) [52]. El valor rms se obtiene con los datos obtenidos en ambas 

técnicas (Fourier y desplazamiento de fase), y se calcula mediante la siguiente ecuación: 

 

푟푚푠 =
1
푛 (ℎ푑 − ℎ푓 )  

 
 

(4.10) 

 

Donde ℎ푓  representa la altura del objeto medido con la técnica de Fourier, ℎ푑  la 

altura del objeto medido con la técnica de desplazamiento de fase y 푛 el número de datos 

que forman el perfil transversal. 

 

En la Figura 4.40 se presenta las mediciones del perfil transversal de la superficie 

del objeto para cada una de las técnicas analizadas, la línea punteada en color rojo 

representa el perfil obtenido utilizando la técnica de Fourier-Takeda, y la línea en color azul 

representa el perfil obtenido con la técnica de desplazamiento de fase. 
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Figura 4.40 Comparación del perfil transversal de las superficies obtenidas con las técnicas analizadas. 

 

El número de datos en ambas mediciones es de 657, con estos datos se calculó el 

error para la sección transversal según la ecuación 4.10, obteniendo un valor 푟푚푠 =

0.8279푚푚. Tomando en cuenta el valor promedio de las mediciones se puede calcular el 

valor 푟푚푠 en porcentaje. El valor promedio medido es de 36.2296, por lo tanto la 

diferencia entre las dos técnicas  corresponde a 2.2186%. 
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Capítulo 5 Reconstrucción tridimensional de un maniquí del pie 
humano 

 

5.1  Introducción 
 

En este capítulo se describe el procedimiento para obtener la forma de un maniquí 

con la forma aproximada del pie humano, en los capítulos anteriores se analizaron los 

resultados obtenidos utilizando la técnica de Fourier-Takeda y Phase Shifting de un objeto 

simple, en este capítulo se hace uso exclusivamente de la técnica de Phase Shifting para la 

obtención del mapa de fase del maniquí debido a la ventaja que presenta para esta 

aplicación en particular. Las vistas obtenidas son tratadas como nubes de puntos, a partir de 

esto se utilizan herramientas computacionales para el emparejamiento y mallado de estas 

nubes de puntos con el fin de obtener un modelo tridimensional que puede ser analizado 

por software especializado para el desarrollo de calzado a la medida y artículos ortopédicos.   

 

5.2  Limitaciones del objeto dentro del sistema 
 

El prototipo óptico propuesto está diseñado para la digitalización de objetos cuya 

dimensión máxima sea de 200 mm, esto debido al tamaño de los espejos utilizados, el 

maniquí del pie humano presenta un tamaño de 187 mm de longitud lo cual es aceptable 

dentro del sistema (Figura 5.1). 

 
Figura 5.1 Medidas reales del maniquí de pie humano. 
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5.3  Obtención de la fase para cada una de las vistas del maniquí 
 

Usando la metodología descrita en la sección 4.8 para la obtención de fase 

utilizando la técnica de Phase Shifting, se capturan cuatro imágenes con un desplazamiento 

en fase de 휋/2 por cada una de las vistas del pie. En la Figura 5.2 se muestra el patrón de 

franjas deformado por el pie en cada una de las vistas y el patrón de franjas proyectado 

sobre el plano de referencia. 

 

  
(a) 

 

  
 (b) 

 

Figura 5.2  (a) Patrón de franjas proyectado sobre el maniquí. (b) Patrón de franjas proyectado sobre  el plano 
de referencia. 

 

Para eliminar inconsistencias en la fase se generan máscaras independientes para las 

tres vistas de manera que la fase solo contenga información del maniquí del pie haciendo el 

proceso de desenvolvimiento más simple. Las máscaras utilizadas en el proceso se 

muestran en la Figura 5.3. 
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Figura 5.3 Máscaras utilizadas en cada una de las vistas. 

 

La fase del objeto y la fase del plano de referencia ahora se encuentran delimitadas 

por las máscaras (Figura 5.4). 

 

  
(a) 

 

  
 (a) 

 

Figura 5.4 (a) Fase del objeto delimitada por la máscara, (b) Fase del plano de referencia delimitada por la 
máscara. 

 

Utilizando el algoritmo de desenvolvimiento de fase descrito en la sección 3.5.2 se 

obtiene la fase del objeto y la fase del plano de referencia, restando estas fases se obtiene la 

topografía de las tres vistas del pie (Figura  5.5). 
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Figura 5.5 Fase desenvuelta de cada una de las vistas asociada a la topografía del maniquí de pie humano. 
 

5.4  Alineación de las vistas recuperadas 
 

Se escalan las vistas laterales siguiendo el método descrito en la sección 4.10 y se 

obtiene el valor de la altura 푧, con esta información se genera una nube de puntos para cada 

una de las vistas (Figura  5.6). 

 

  
 

 

 
Figura 5.6 Nubes de puntos de cada una de las vistas del maniquí de pie humano. 
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Inicialmente las tres nubes de puntos no tiene relación una entre otra, sin embargo 

conociendo la geometría del arreglo y el ángulo con el cual fueron capturadas las vistas, se 

pueden rotar las nubes de puntos y hacer coincidir los puntos que tengan en común, esto se 

puede apreciar en la Figura 5.7. 

 

 
(a) 

 
 
 

 
 
 
 

(b) 

 
 

(c) 
Figura 5.7 (a) Método de captura de las tres vistas del objeto, (b) La vista latera izquierda es rotada 120 

grados, mientras que la vista lateral derecha se rota un ángulo de -120 grados, (c) vistas rotadas. 
 

Para poder rotar las nubes de puntos de las vistas laterales se utilizan matrices de 

rotación. El eje de rotación es aquel que pasa por el punto 퐶 y es normal al plano 푥 − 푧 

(Figura 4.6). 

 

La matriz de rotación para girar la nube de puntos lateral izquierda 120 grados es 

expresada como: 

 

120°

120°

120°

vista	frontal

vista	lateral	izquierda

vista	lateral	derecha

퐶

퐶

퐶120° −120° 퐶

120°120°

120°
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R =
cos(120) 0 −sin	(120)

0 1 0
sin	(120) 0 cos(120)

 
(5.1) 

 

Mientras que la matriz de rotación para girar la nube de puntos lateral derecha -120 

grados es expresada como: 

 

R =
cos(−120) 0 −sin	(−120)

0 1 0
sin	(−120) 0 cos(−120)

 
(5.2) 

 

Por lo tanto las nubes de puntos rotadas pueden expresarse como se muestra a 

continuación: 

 

푁푃1
푥′
푦′
푧′

=
cos(120) 0 −sin	(120)

0 1 0
sin	(120) 0 cos(120)

푁푃1
푥
푦
푧

 

 

(5.3) 

푁푃2 = 푁푃2 
 

(5.4) 

푁푃3
푥′
푦′
푧′

=
cos(−120) 0 −sin	(−120)

0 1 0
sin	(−120) 0 cos(−120)

푁푃3
푥
푦
푧

 
(5.5) 

 

 

Donde 푁푃1 es la nube de puntos de la vista lateral izquierda y 푁푃1  es esta misma 

vista rotada 120 grados. 푁푃2 es la nube de puntos que representa la vista frontal, esta nube 

de puntos permanece sin cambios. 푁푃3 es la nube de puntos de la vista lateral derecha y 

푁푃3  es esta misma nube de puntos rota -120 grados. 

 

Teóricamente, después de rotar las imágenes, éstas deben de emparejarse en los 

puntos de traslape, formando de esta manera la forma tridimensional del objeto de prueba 

en una vista de 360°. Sin embargo, en la práctica esto no sucede. Esta pequeña 

desalineación se debe a un pequeño error en la alineación de los espejos. El método de 

alineación propuesto se basa en tomar como referencia un vástago, sin embargo el ancho de 

dicho vástago no se ha considerado, entonces el ángulo de los espejos presenta un margen 
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de error pequeño.  Para compensar este error se utiliza un algoritmo iterativo que alineará 

de manera más fina las nubes de puntos, el algoritmo utilizado es el ICP (de sus siglas en 

inglés Iterative Closest Point) (Anexo B). 

 

Para alinear las tres nubes de puntos primero se fusionan dos para obtener una sola y 

posteriormente, ésta se fusiona finalmente con la tercera. En la Figura 5.8 se muestra la 

alineación de las nubes de puntos de las vistas laterales 푁푃1푟 y 푁푃3푟 dando como 

resultado una nueva nube de puntos definida como 푁푃4. 

 

 
Figura 5.8 Alineación de la nube de puntos 푁푃1  y 푁푃3 . 

 

Una vez que las vistas laterales han sido alineadas, la nube de puntos resultante 푁푃4 

se alinea con la nube de puntos 푁푃2, tal como se muestra en la Figura 5.9 dando como 

resultado la nube de puntos del modelo del pie definida como 푁푃 . 
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Figura 5.9 Alineación de la nube de puntos 푁푃4 y 푁푃2. 

 

5.5  Mallado de la nube de puntos para la obtención de un modelo tridimensional 
 

Una limitación del sistema es la incapacidad de poder obtener datos de la parte 

superior e inferior del objeto, esto debido a la geometría del arreglo que no permite 

proyectar franjas en la parte superior e inferior del objeto así como tampoco su 

visualización. Por lo tanto para tener un modelo final se utiliza un algoritmo para realizar 

un mallado de las nubes de puntos, y obtener un archivo stereolithography (STL) [53], 

dicho algoritmo se conoce con el nombre de algoritmo Poisson para reconstrucción de 

superficies (Anexo B), el mallado y la exportación de un archivo STL se realizó con la 

ayuda del software MeshLab [54], una herramienta de código abierto para manejar nubes 

de puntos y convertirlas en mallas triangulares tridimensionales. En la Figura 5.10 se 

muestra el resultado después de realizar el mallado de la nube de puntos. 
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Figura 5.10 Mallado de la nube de puntos 푁푃  utilizando el algoritmo Poisson. 

 

El archivo STL puede ser utilizado en software especializado para el diseño de 

calzado y hormas personalizadas, para el diseño de estos existen estándares y medidas 

específicas de la antropometría del pie [55-57]. 

 

Finalmente para poder apreciar el modelo digital del maniquí se aplica una textura 

que proporciona una apariencia más natural (Figura 5.11).  
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(a) 

 
 
 

 
(b) 

 
 
 
 

 
 

(c) 
 

Figura 5.11 Modelo digital del maniquí del pie humano en tres vistas diferentes: (a), (b) y (c). 
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Capítulo 6 Conclusiones y trabajos futuros 
 

6.1 Conclusiones 
 

En este trabajo se presentó el diseño de un prototipo optomecatrónico para la 

obtención de la topografía del pie en un campo de visión de 360 grados utilizando la 

técnica de proyección de un patrón de franjas con perfil cosenoidal. Esta técnica por lo 

general requiere de una sola imagen para la reconstrucción topográfica del objeto en un 

campo máximo de visión de 180° para el caso donde se aplica el método de Fourier-Takeda  

y se usan en aplicaciones que se ejecutan en tiempo real. En el caso de la aplicación del 

algoritmo de desplazamiento de fase se requiere de más de una toma para la obtención de la 

fase asociada a la topografía del objeto. Cada técnica presenta sus ventajas y desventajas.  

 

En este trabajo de tesis se utilizó un algoritmo de cuatro pasos para  la obtención de 

la fase, la reconstrucción se realizó al comparar el patrón de franjas proyectado sobre el 

objeto contra el patrón sobre el plano de calibración o referencia. El objetivo de la técnica 

de proyección de franjas es cuantificar y demodular las franjas para obtener la fase 

relacionada, es por esto que la técnica de proyección de patrones cosenoidales requieren 

además de un proceso adicional de desenvolvimiento de fase, el algoritmo de 

desenvolvimiento utilizado fue diseñado para poder desenvolver únicamente la región de 

interés limitando la fase envuelta con una máscara.  

 

Este primer prototipo se diseña para la obtención de la topografía de un pie humano. 

Se caracteriza el sistema al probarlo en la medición de un objeto de geometría simple y 

conocida correspondiente a un cilindro. Una vez caracterizado el sistema, se obtiene la 

topografía para un maniquí de pie humano cuyas dimensiones máximas son de una talla 

correspondiente a 20cm. Las vistas que proporciona el sistema del objeto son suficientes 

para su recuperación de la topografía en un campo de visión de 360°. Se toman tres vistas 

del objeto, cada una es tratada individualmente como una nube de puntos. Luego, estas 

nubes de puntos se rotan para realizar un primer emparejamiento, sin embargo existe una 

pequeña diferencia entre las nubes de puntos, este error es asociado a la alineación de los 
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espejos. El método propuesto en este trabajo se basa en analizar capturas de un objeto de 

calibración y la rotación de los espejos suponiendo que estos son rotados justamente en su 

eje de rotación. Un factor que influye en la calibración del sistema es la medición de la 

geometría del arreglo, necesaria para la medición de la altura del objeto. Un procedimiento 

alterno para minimizar esta diferencia en el acoplamiento de las nubes de puntos es utilizar 

un algoritmo iterativo capaz de obtener matrices de rotación y traslación y acoplar una nube 

de puntos a otra llamado ICP, finalmente para obtener un modelo tridimensional del pie se 

utilizó un algoritmo para el mallado de la nube de puntos resultante conocido como 

algoritmo Poisson para el mallado de superficies. 

 

6.2 Trabajos futuros 
 

Una de las principales limitaciones en el software diseñado es el algoritmo para el 

desenvolvimiento de fase, el algoritmo utilizado es un algoritmo simple que compara la 

fase de un pixel con su vecindad. Una de las principales mejoras consiste en la 

implementación de un algoritmo de desenvolvimiento de fase mucho más robusto, ya que, 

la forma del maniquí, si bien es una aproximación del pie humano presenta una superficie 

continua e ideal de la forma del pie, a diferencia de la diversidad anatómica presente en el 

pie humano, un algoritmo de desenvolvimiento más robusto permitiría la digitalización de 

objetos con formas complejas. 

 

A continuación se enumeran una serie de mejoras y trabajos futuros que se pueden 

realizar en el sistema: 

 

 Desarrollo de un algoritmo de desenvolvimiento de fase robusto. 

 Escalar el sistema permitiendo obtener mediciones de objetos más grandes. 

 Desarrollo de un control de posición y rotación de los espejos más precisos 

utilizando monturas especializadas. 

 Integración del software desarrollado de manera que se accesible desde una sola 

interfaz. 
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 Auto-calibración del sistema tomando en cuenta las posibles aberraciones en los 

espejos utilizados. 

 El utilizar una cámara rápida y una computadora más robusta podrían realizarse 

medidas en tiempo cuasi-real. 
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Apéndice A Ley de reflexión 
 

Cuando un rayo incide sobre una superficie reflectora, el rayo que es reflejado y la 

normal a dicha superficie se encuentran en un plano común. Esta ley es una consecuencia 

del principio de Fermat [58]. 

 

La magnitud del ángulo de reflexión es igual a la magnitud del ángulo de incidencia. 

Consideremos la Figura A.1, donde un rayo de luz parte del punto 푃 (0,푦 ) y llega al punto 

푃 (푥 ,푦 ) después de reflejarse en un espejo plano sobre el punto 푃(푥, 0). 

 

 
Figura A.1 Diagrama ilustrativo de la ley de reflexión. 

 

Si tomamos un índice de refracción de 1.0 el camino óptico del punto 푃  al punto 푃  

es: 

 

퐶푂 = 푛(푥 + 푦 ) / + 푛[(푥 − 푥) + 푦 ] /  (A.1) 

 

Como este camino óptico tiene que ser un extremo se impone la condición: 

 

푑퐶푂
푑푥 =

푛푥
(푥 + 푦 ) / −

푛(푥 − 푥)

[(푥 − 푥) + 푦 ]
= 0 

 
(A.2) 

퐼 퐼′

푃1 0, 푦1

푃2 푥2, 푦2

푃(푥, 0) 풙

풚
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A partir de esto se puede decir que: 

 

sin 퐼 = − sin 퐼′ (A.3) 
 

Y por lo tanto: 

 

퐼 = −퐼′ (A.4) 
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Apéndice B Algoritmos para la alineación y mallado de nubes de 
puntos 

 

B.1 Algoritmo iterativo de punto cercano (ICP) 
 

El algoritmo ICP (de sus siglas en inglés Iterative Closest Point con significado: 

Iteración del Punto más Cercano) es ampliamente utilizado para la alineación geométrica de 

modelos tridimensionales cuando se tiene una estimación inicial de la posición relativa 

entre estos modelos. El algoritmo básicamente consiste en revisar iterativamente las 

transformaciones (traslación, rotación) necesarias para minimizar la distancia entre los 

puntos de dos modelos tridimensionales. 

 

El algoritmo ICP fue introducido por Besl y McKay en 1992 [59], 

independientemente, Chen y Medioni [60]  proponen una variación del algoritmo en donde 

en vez de encontrar el punto más cercano se utiliza información de la orientación de los 

puntos. Un resumen excelente con nuevos resultados en la aceleración del algoritmo ICP ha 

sido propuesto por Rusinkiewicz y Levoy [61]. A continuación se describe de manera 

general el algoritmo ICP. 

 

 Dado dos conjuntos de puntos {푅 } and {퐿 } de los cuales no se conoce ninguna 

información sobre su emparejamiento, se busca calcular la transformación rígida entre 

éstos. Se obtienen los parámetros de transformación para el emparejamiento de estos 

conjuntos, entonces se obtiene una solución de forma cerrada al minimizar la siguiente 

función objetivo: 

 

푓(푅. 푡) =
1
푁 푝 , −푹 푝 , − 푻  

 
(B.1) 

 

Donde 푁 es la cantidad de puntos a emparejar, 푹 y 푻 representan los parámetros de 

transformación geométrica de rotación y traslación respectivamente. 
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Suponer que la transformación es pequeña, casi identidad. Esto significa que la 

distancia entre el punto en el sistema coordenado 푅 y su localización transformada 퐿 es 

pequeña. Suponiendo esto un probable emparejamiento para el punto 푝  es el punto más 

cercano en {퐿 }: 

 

푑(푝 , {퐿 }) = min
∈{ }

‖푝 − 푝 ‖ (B.2) 

 

Desafortunadamente esto no garantiza que la transformación sea casi una identidad, 

así que tomar el punto más cercano en {퐿 } conducirá a una solución errónea. Un enfoque 

estándar en este tipo de situaciones es utilizar iteraciones con el objetivo de converger a la 

solución correcta [62]. Esto se ilustra en el diagrama de la Figura B.1. 

 

 
Figura B.1 Diagrama a bloques del algoritmo ICP. 

 

 
 

 

Si el cambio en la distancia media no ha disminuido por debajo 
de un umbral dado 푑휇 o el número de iteraciones ha alcanzado 

el umbral máximo

Aplicar la transformación a los datos y calcular la distancia 
media entre los conjuntos de puntos

Calcular el registro rígido dado el emparejamiento

Crear una correspondencia entre las nubes de puntos, los puntos 
mas cercanos son emparejados

NO

El proceso termina

SI
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B.2 Algoritmo Poisson para el mallado de una nube de puntos 
 

Después de emparejar 푛 conjuntos de puntos utilizando el algoritmo tratado en la 

sección anterior el resultado es una nube de puntos que representa la topografía del objeto 

bajo estudio, los elementos de la nube de puntos contienen información de su posición 

(푥,푦, 푧) sin embargo no contienen información de su orientación. 

 

Si la nube de puntos no tiene información del vector normal que define su 

orientación, no es posible utilizar un algoritmo para la reconstrucción de la superficie 

(mallado de la nube de puntos).  

 

La normal de un punto arbitrario 푝 (푥,푦, 푧) es perpendicular al plano tangente 

definido por este punto, el número de puntos vecinos es el número de puntos que se utiliza 

para estimar el plano tangente en cada punto 푝  de la nube de puntos. La línea tangente al 

punto es expresada con un vector unitario que define su dirección.  

 

Cuando se tiene una nube de puntos orientados se aborda el problema de la 

reconstrucción de la superficie utilizando un marco de la función implícita, De acuerdo a 

[63] se calcula una función indicador 푋 (que se define como 1 en los puntos en el interior 

del modelo, y 0 en los puntos fuera), después se obtiene la superficie reconstruida mediante 

la extracción de una iso-superficie adecuada (Figura  B.2). 

 

 
Puntos orientados 

푉⃗ 

 
Gradiente  indicador 

∇  

 
Función indicador 

푋  

 
Superficie 

휕푀 
 

Figura B.2 Reconstrucción Poisson para una superficie de dos dimensiones. 
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La idea clave es que hay una relación integral entre los puntos orientados de la 

superficie de un modelo y la función del indicador del modelo.  En concreto, el gradiente de 

la función indicador es un campo vectorial que es cero en casi en todas partes (ya que la 

función indicador es constante casi en todas partes), excepto en los puntos cerca de la 

superficie, donde es igual a la superficie interior normal. Por lo tanto, la nube de puntos 

orientados se puede ver como muestras del gradiente de la función indicador del modelo 

(Figura  B.2). 

 

La reconstrucción de las superficies de una nube de puntos orientados tiene una 

serie de dificultades en la práctica. El punto de muestreo es a menudo no uniforme. Las 

posiciones y las normales son generalmente ruidosas debido al muestreo inexacto y errores 

debido a los registros del escaneo. Y, las limitaciones de accesibilidad durante la 

exploración pueden dejar algunas regiones superficiales carentes de datos. Ante estos retos, 

los métodos de reconstrucción intentan deducir la topografía de la superficie ajustando  los 

datos ruidosos, y llenando la falta de información de manera razonablemente. 

 

Varios enfoques se basan en estructuras combinatorias, como triangulaciones de 

Delaunay [64-65], formas alfa [66-68] o diagramas de Voronoi [69-70]. Estos esquemas 

crean una malla de triángulos que interpola todos o la mayoría de los puntos. En presencia 

de datos con ruido, la superficie resultante es a menudo irregular, y por lo tanto necesita ser 

alisada [65] o someter a los puntos en a un procesamiento posterior [67]. 

 

Algunos métodos de ajuste consideran subconjuntos de puntos cercanos a la vez. Un 

esquema simple es estimar planos tangentes y definir la función implícita como la distancia 

con signo al plano tangente del punto más cercano [71]. La distancia con signo también se 

puede almacenar en una malla volumétrica [72]. Para la continuidad de la función, la 

influencia de varios puntos cercanos pueden ser procesados a la vez, por ejemplo, 

utilizando mínimos cuadrados variables [73-74].  Un enfoque diferente es la de formar 

punto vecinos de forma adaptativa subdividiendo el espacio, por ejemplo con un octree 

adaptativo. La mezcla es posible a través de una estructura octree utilizando una partición 
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de niveles múltiples de la unidad, y el tipo de parche implícito dentro de cada nodo octree 

se puede seleccionar heurísticamente [75]. 

 

La Figura B.3 muestra los resultados de la reconstrucción para el  modelo de un 

dragón con profundidades “octree” de 6, 8 y 10. Como la profundidad de la estructura de 

árbol se incrementa, una función de mayor resolución se usa para ajustar la función 

indicador, y en consecuencia la reconstrucción presenta detalles más finos. Por ejemplo, las 

escamas del dragón, que son demasiado finas para ser mostradas con poca resolución 

comenzarán a aparecer y ser más pronunciadas conforme la profundidad “octree” se 

incrementa [76]. 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(b) 

 
Figura B.3 Reconstrucción de un modelo de dragón utilizando una profundiad de a) 6 octree b) 8 octree y c) 

10 octree. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
[Un octree es una estructura en "árbol" de datos en la cual cada nodo interno tiene exactamente 8 "hijos". Las estructuras octree se usan 

mayormente para particionar un espacio tridimensional, dividiéndolo recursivamente en ocho octantes. Las estructuras octree son las 

análogas tridimensionales de los quadtree bidimensionales. El nombre está formado a partir de oct (octante) +tree (árbol), y normalmente 

se escribe como "octree" en vez de "octtree"] 
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Apéndice C Descripción del software diseñado en Matlab 
 

La interface para la captura y proyección de las franjas fue realizado en Matlab 

(Figura C.1), a continuación se describen los puntos más importantes de dicha interface. 

 

 
Figura C.1 Interface principal para la captura de imágenes realizada en Matlab. 

 

1. Botones para iniciar y detener la captura de la cámara. 

2. Configuración del patrón de franjas proyectado, este botón abre una nueva interface 

donde se pueden configurar los parámetros para la proyección de las franjas, esta 

interface se muestra en la Figura C.2. 

 

 
Figura C.2 Interface para la configuración del patrón de franjas proyectado. 
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a) Resolución del proyector utilizado en la proyección de las franjas generadas. 

b) Parámetros: Periodo de las franjas, Amplitud y Fondo. 

c) Dirección de las franjas pudiendo generar franjas horizontales y verticales. 

d) El patrón original es replicado con un desplazamiento en fase correspondiente 

al número de pasos.  

e) El botón “Test” abre una ventana para visualizar el patrón configurado. El 

botón “Save” guarda el conjunto de patrones generados de acuerdo al número 

de pasos en un archivo llamado confpf.mat de Matlab para poder ser accedido 

desde cualquier otra interface, en este caso la interface principal. 

 

3. Indica la ruta incluyendo subcarpetas en donde serán almacenas las imágenes 

capturadas. 

4. El botón “Captura PS” inicia la captura secuencial, primero lee el archivo 

confpf.mat y se proyecta el primer patrón del archivo, se realiza una captura y se 

procede a proyectar el siguiente patrón y capturarlo, este proceso se repite hasta 

completar el número de pasos totales. Las imágenes serán nombradas de acuerdo a 

un nombre base definido por la selección “Obj” y “Ref”, siendo el nombre de los 

archivos obj_11.bmp y ref_11.bmp según sea el caso. El botón “Captura Ima” 

realiza una captura instantánea de la cámara, el nombre de este archivo esta dado 

como im0.bmp, im1.bmp según se vayan creando. 

5. Terminar el programa. 

6. En esta área se muestra el perfil del patrón de las franjas capturas en cada una de las 

vistas para analizarlas en tiempo real y asegurarse que no se encuentran saturadas. 

7. Área de visualización de los frames capturados por la cámara. 
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