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I

Introduccion

Detectar planetas parecidos a la Tierra fuera de nuestro sistema solar es uno de los grandes
retos de nuestros tiempos. En los ltimos afios se han implementado una gran variedad de
dispositivos Opticos, que han permitido detectar el efecto generado por planetas jovianos
sobre sus estrellas huésped. Sin embargo, aun no se han logrado obtener imagenes directas
de ningun planeta fuera de nuestro sistema solar. Basicamente existen dos tipos de arreglos
con los cuales se prevé poder observar imagenes directas de planetas extra-solares: los

corondgrafos y los interferometros.

En el presente trabajo evaluamos la factibilidad de utilizar un interferometro de
desplazamiento rotacional para detectar planetas extra-solares. Primeramente, en el capitulo
II, mostramos el estado del arte en lo que respecta a bisqueda de planetas extra-solares.
Describimos brevemente las principales técnicas de deteccion de planetas extra-solares y
los resultados que se han obtenido hasta el momento. En el capitulo III enunciamos los
principios fundamentales de la teoria de interferencia y describimos el funcionamiento del

interferometro de desplazamiento rotacional.

En el capitulo IV atacamos el problema que nos compete. Iniciamos describiendo el
problema, y obtenemos la ecuacion analitica de la distribucion de intensidad de un sistema
estrella-planeta observado mediante un interferometro de desplazamiento rotacional.
Establecemos el patron de franjas que generaria el sistema estrella-planeta, cuando la
estrella se encuentra sobre el eje del telescopio y cuando no lo estd. También consideramos
el efecto que genera la diferencia de fase debida a la diferencia de caminos Opticos entre los
brazos del interferometro. Mediante los patrones de interferencia calculamos la visibilidad
de la sefial del planeta en funcion del angulo de inclinacion del telescopio (respecto de la
estrella), y respecto de la diferencia de camino Optico que hay entre los brazos del

interferoémetro. Finalmente, en el capitulo V, discutimos los resultamos.
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Busqueda de planetas extra-solares

2.1. Introduccion
Uno de los grandes enigmas que queda por resolver es saber si hay vida en otros planetas.
Actualmente se estan realizando grandes esfuerzos para resolver el misterio. Por un lado
estan los vehiculos y sondas espaciales (equipados con espectrografos e instrumentos
opticos sofisticados) enviados a registrar Marte y, en general, todo nuestro sistema solar, en

1231 Por otra parte estan los telescopios con los que

busca de la minima sefial de vida.!
intentamos detectar sistemas planetarios extra-solares y, en especial, planetas parecidos a la
Tierra. La abundancia de planetas semejantes a la Tierra seria un fuerte indicio de que no

estamos solos en el universo.

Los desafios para detectar planetas extra-solares estan en el hecho de que la sefal del
planeta, si es que existe, se encuentra escondida bajo el ruido de la sefial de la estrella, la
cual es mucho mayor en magnitudes estelares y en extension espacial. La intensidad de la
estrella es mil millones de veces mayor que la intensidad del planeta en el visible, y un
millon de veces en el infrarrojo.*”! Ademas, hay que afiadir el inconveniente de la
proximidad entre la estrella y el planeta; vistos desde Tierra subtienden un angulo de
separacion que se encuentra entre un décimo de segundo de arco y un milisegundo de arco.
Asi, la tarea de detectar planetas directamente se reduce a separar la sefal de éste de la
sefial de la estrella. Desafortunadamente no existen detectores capaces de resolver la
insignificante sefial del planeta; ni atin cuando se utiliza el mejor telescopio existente para

realizar la observacion.

El interés por detectar planetas extra-solares ha sido renovado recientemente, sobre todo
por el desarrollo de tecnologias requeridas para la fabricacion de componentes Opticos,
correccion activa de la imagen y telescopios Opticos de gran apertura. Gracias a esto, en los

Giltimos 10 afios se han encontrado alrededor de 150 planetas, !"! la totalidad de los cuales



han sido detectados por medios indirectos; a partir de la influencia del planeta sobre la
orbita de la estrella huésped. La mayoria de los planetas extra-solares observados son

gigantes, como Saturno y Jipiter (o ain mayores), "' o planetas en formacion. !

Desafortunadamente los planetas gigantes no cuentan con un ambiente propicio para
que se geste la vida. Pero, ;existen planetas como la Tierra? Los astronomos creen que
podemos encontrar planetas terrestres (similares a la Tierra) orbitando alrededor de estrellas
con iluminacioén, edad y tamafio semejantes a las del Sol. Debido a que los planetas

terrestres son menores que los planetas gigantes los retos para detectarlos son aiin mayores.

Paralelamente a las observaciones por medios indirectos, se han ido proponiendo e
implementando arreglos Opticos que permiten cancelar parcialmente la luz de la estrella;

71 Al observar y analizar la luz del

principalmente interferometros y coronografos.!
planeta, los métodos directos nos dan informacion de la composicion de los planetas
detectados. En los proximos afios se tiene previsto poner en Orbita interferdmetros que nos

permitan detectar planetas terrestres.”

Cada técnica de observacion es sensible a diferentes tipos de planetas, y nos
proporciona informacion complementaria sobre los planetas que pueden encontrar. En las
siguientes secciones presentamos una breve descripcion de algunas de las principales

técnicas de observacion por métodos indirectos y directos.

2.2. Deteccion de planetas extra-solares por métodos indirectos
Los métodos indirectos tienen la ventaja de requerir menor precision de los instrumentos
para ser efectivos. Esto ha permitido que en la Gltima década se hayan detectado alrededor
de 150 planetas. A continuacidon presentamos una breve descripcion de cada una de las

principales técnicas y algunos de los resultados obtenidos.

" La NASA (National Aeronautics and Space Administration) y la ESA (European Space Agency) han
invertido en programas estratégicos a largo plazo (Origins de la NASA y Darwin de la ESA), tanto de
investigacion cientifica como de desarrollo tecnoldgico, encaminados a detectar y caracterizar planetas
terrestres fuera de nuestro sistema Solar.



2.2.1. Sincronizacion de Pulsar
La primera confirmacion de la deteccion de un planeta extra-solar fue hecha mediante la
sincronizacion de un pulsar. Los pulsares son estrellas de neutrones magnetizadas que rotan
rapidamente y emiten ondas de radio que, para un observador en la Tierra son vistas como
pulsos periddicos. El periodo de los pulsares mas estables estd dentro del rango de los
mejores relojes conocidos. Para rotaciones rapidas del pulsar, el pulso medio de llegada

. ., iy 1
puede ser medido con una precision de milisegundos. !’

Aunque los pulsos son emitidos periddicamente, los tiempos en que éstos alcanzan al
observador no son constantes si la distancia entre el pulsar y el telescopio varia de manera
no lineal. El movimiento de la Tierra alrededor del Sol y la propia rotacion de la Tierra
causan tales variaciones, las cuales pueden ser calculadas, y corregidas en los datos. La
existencia de variaciones periddicas en los datos corregidos puede indicar la presencia de
un compafiero orbital del pulsar. Tales variaciones son mas sensibles a planetas masivos, ya
que el tirdn gravitacional que generan es mayor y por lo tanto ocasiona efectos mas claros

de observar.

El primer planeta extra-solar fue descubierto por Alexander Wolszczan y Dale Frail a
principios de los 90’s./) Encontraron periodicidades en el tiempo de llegada del pulso
proveniente del pulsar 1257+12 (el cual tiene un periodo rotacional de 6 ms) aun después
de corregir el movimiento del telescopio alrededor del Sol, y atribuyeron estas variaciones a
dos compafieros del pulsar. Uno de los compaieros tiene un periodo orbital de 66.54 dias y
el producto de su masa por el seno del angulo de inclinacion respecto del plano del cielo es
M sin i =3.4 Mg (Mp es la masa de la Tierra); el otro planeta tiene un periodo de 98.22
dias y M sin i = 2.8 M (estas masas asumen que el pulsar es 1.4 veces mas masivo que el
Sol). Ambos planetas tienen orbitas con excentricidades cercanas a 0.02. Observaciones
posteriores mostraron el efecto de perturbaciones entre ambos objetos sobre sus Orbitas, de
tal modo que confirmaron la hipotesis de los planetas e implicaron que i es ligeramente

menor a 60°.°!
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Adicionalmente, los datos sugieren que probablemente hay un planeta mas, con masa
igual a la de la luna, orbitando entre los otros dos."'” Y hay indicios de un cuarto planeta
con masa cercana a la de Saturno, orbitando a 40 AU (una unidad astronémica AU es la
distancia media que hay entre la Tierra y el Sol) alrededor del pulsar."®” APl 14
sincronizacion del pulsar ha demostrado ser un detector de objetos planetarios muy

sensible, pero s6lo funciona para planetas orbitando un pulsar (un remanente estelar poco

comun).

2.2.2. Medicion de la velocidad radial
Hasta el momento el método mas exitoso para detectar planetas alrededor de estrellas de
secuencia principal ha sido el de velocidad radial o Espectroscopia Doppler. A partir del
corrimiento Doppler del espectro estelar se puede medir la velocidad con que la estrella se
acerca o aleja del observador. Después de quitar el movimiento del observador respecto al
centro de masa del Sistema Solar y otros movimientos conocidos, el movimiento radial

resultante se debera a la presencia de planetas orbitando la estrella.

El movimiento de la estrella alrededor del centro de masa del sistema estrella-planeta,
ocasiona un corrimiento al azul y un corrimiento al rojo segun se acerque o se aleje de
nuestro detector. Las estrellas tipo Sol tienen un espectro electromagnético con abundantes
lineas de absorcion de las cuales se pueden obtener longitudes de onda distintivas para las
mediciones por Doppler. Tales lineas contienen informacién acerca de la composicion

quimica, la temperatura, la presion, la actividad magnética y la razon de giro de la estrella.

La amplitud de la velocidad radial, K, de la estrella de masa M+ que es inducida por un

planeta, de masa M,, orbitando es!"

(2.1)

o (270 O Mysini 1
Py ) (M.+M,)" 1=’

donde P, es el periodo orbital, i es el angulo entre la normal del plano de la orbita y la

direccién de observacion y e es la excentricidad de la o6rbita. Como en el caso de la

sincronizacion de un pulsar, la medida de la velocidad radial es producida por el producto
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de la masa del planeta y el seno del angulo i, asi como por el periodo y la excentricidad de
la 6rbita. Esta técnica es mas sensible a planetas masivos y con periodos orbitales cortos. El
grupo de Geoff Marcy ha alcanzado precisiones del orden de 1 ms™ (que corresponden a
corrimientos Doppler de una parte en 10%) sobre estrellas espectralmente estables. !"'!
Con esta precision, planetas Jovianos orbitando alrededor de estrellas tipo Sol son
detectables, aunque estas detecciones requieren de tiempos de observacion prolongados
(comparable con el tiempo del periodo orbital del planeta). Planetas con masas menores a la
de Urano orbitando muy cerca de la estrella también pueden ser detectados; sin embargo,
planetas tipo Tierra orbitando a 1 AU de la estrella estan mucho mas alla de las capacidades

previstas actualmente para esta técnica.''

Para medir la velocidad radial con alta precision se requieren un gran nimero de lineas
espectrales, por lo que el método no puede ser aplicado a estrellas calientes (tipo espectral
A, By 0);" las cuales tienen mucho menos caracteristicas espectrales que las estrellas mas
frias, como el Sol. La rotacion estelar y la variabilidad intrinseca (incluyendo manchas

solares) representan las principales fuentes de ruido para la medicion de la velocidad radial.

Durante décadas, el limite en la resolucion de la velocidad de la estrella medida
mediante la técnica de velocidad radial era de 500 ms™.!”! La dificultad estriba en que el
minimo cambio en las condiciones del espectrografo (temperatura, presion e iluminacion de
la optica) ocasiona desplazamientos pronunciados en los espectros estudiados. De tal

manera que la sefial del movimiento de la estrella se pierde en el ruido del instrumento.

Para resolver el problema se utilizan dos técnicas. La primera consiste en mantener un
estricto control sobre la estabilidad del espectrografo, y la segunda utiliza un espectro de
referencia con la luz de la estrella. Una computadora usa la informacién de la fuente
conocida para monitorear cualquier variacion del espectro y corregir el espectro de la

estrella.

"El esquema de clasificacion de Harvard clasifica las estrellas de acuerdo a con su temperatura en O, B, A, F,
G, K, y M. Donde las estrellas mas calientes son del tipo O y las mas frias del tipo M. Las estrellas del tipo O,
B y A carecen de lineas espectrales debido a la ausencia de moléculas en la heliosfera de las estrellas.
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El primer planeta conocido que oOrbita una estrella de la secuencia principal, diferente al
Sol, fue descubierto por Michel Mayor y Didier Queloz en 1995 orbitando la estrella 51
Pegasi. Cuyos parametros principales son M sin i = 0.47 M; (M, es la masa de Jupiter),
Pow = 4.23 dias.'™ En los 90’s, las pruebas por velocidad radial identificaron 30
compafieros con M sin i < 13 orbitando estrellas de la secuencia principal.” Hasta el
momento, todos los planetas identificados mediante pruebas de velocidad radial, comparten
por lo menos dos de las siguientes tres caracteristicas: su masa excede la de Saturno, su
semieje mayor orbital es aproximadamente menor que 3 AU y dominan la variacién de la
velocidad radial de su estrella madre en un rango muy amplio de escala de tiempo (asi, el
planeta mas masivo cercano a la estrella sobrepasa al segundo planeta mas masivo por un

factor mayor que el cociente entre la masa de Jupiter y Saturno).

2.2.3. Astrometria
La técnica se sustenta en el hecho de que el movimiento de un sistema planetario produce
variaciones distintivas en la trayectoria de la estrella central. Ya que cada caracteristica de
la 6rbita del planeta es reflejada en el movimiento de la estrella, su trayectoria contiene
informacidn acerca de la masa, el radio y la excentricidad de la orbita de cada planeta del
sistema. La astrometria es mas sensible a los planetas masivos orbitando alrededor de
estrellas que se encuentran cercanas a nuestro Sistema Solar. La amplitud de la oscilacion,

AB, esta dada por la formula'

A6 = %aﬂ(par sec), (2.2)
M, r

donde r es la distancia a la estrella desde nuestro Sistema Solar. Por ejemplo, un planeta
igual a Jupiter orbitando a 10 AU de una estrella igual al Sol, localizada a 10 parsec (1
parsec = 3.26 afios luz = 2.06 X 10° AU = 3.0857 X10'® m) de la Tierra, produciria una
amplitud de oscilacion de 1 milisegundos de arco (mas). Ya que el movimiento de la

estrella es detectable en dos dimensiones, se puede obtener una mejor estimacion de la

" En la actualidad se han encontrado 144 planetas extra-solares por el método de velocidad radial.
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masa del planeta usando astrometria que usando técnicas de velocidad radial. Sin embargo,

es mas dificil estimar la excentricidad de la Orbita.

Es mas facil detectar planetas con mayor distancia orbital usando astrometria, porque la
amplitud del movimiento de la estrella es grande. Pero encontrar estos planetas requiere de
tiempos de observacion prolongados debido a sus mayores periodos orbitales. Los sistemas
astrométricos requieren alta estabilidad durante tiempos prolongados para reducir el ruido
que puede conducir a una deteccion falsa. La mejor precision a largo plazo alcanzada por
un telescopio en Tierra es de [l mas. Se espera que la interferometria desde Tierra permita
alcanzar una precision de [20 microsegundos de arco ([las) en los proximos afios. Ademas,
con interferdmetros en el espacio se podran alcanzar [13 pas en un futuro cercano. Ninguna
deteccion nueva ha sido aun confirmada por medio de astrometria; pero los datos obtenidos
por el satélite Hipparcos a finales de los 90’s muestran que varias estrellas enanas café
observadas con pruebas de velocidad radial tienen en realidad companeras estelares de baja

, . . . 1
masa, cuyas orbitas son vistas casi de frente.'"

2.2.4. Deteccion por transito
El método de busqueda de planetas por transito depende de la observacion del
decrecimiento en el flujo de luz de la estrella producido por el transito de un planeta a
través del disco de la estrella. La magnitud de esta reduccion es proporcional a la razon
entre el area del planeta y el de la estrella. Con fotometria de alta precision son posibles de
observar tales transitos, los cuales se distinguen de la modulacidon de las manchas solares y
de la variabilidad estelar intrinseca por su periodicidad, por tener forma de pozo cuadrado y
por mantener neutralidad espectral relativa. La observacion por transito proporciona el

tamano y el periodo orbital del planeta detectado.

Para que un transito sea observado, los planetas deben de tener el plano orbital cercano

s . ey 1
a nuestra linea de vision,!"!
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+
cos i<@, (2.3)

donde Roy Rp son los radios de la estrella y del planeta, respectivamente. Ignorando los
transitos generados por el ruido electronico de los instrumentos (ésos con una duracion
menor que la mitad del transito central), la probabilidad de detectar un planeta orbitando a 1
AU de la estrella con un radio igual al del Sol, es de 0.4%; mientras que la probabilidad de
detectar un planeta a 0.05 AU de la misma estrella es de 8%."! Aunque las consideraciones
geométricas limitan la fraccion de planetas detectables por esta técnica, se pueden examinar
miles de estrellas dentro del campo de vision de un telescopio, por lo que el transito con

fotometria es altamente eficiente.

La precision fotométrica estd limitada por la variacion de centelleos en la atmosfera
terrestre a un milésimo de magnitud, pudiendo asi detectar por transito planetas del tamafio
de Jupiter (pero no del tamafio de la Tierra) vistos desde Tierra. Es posible alcanzar
precisiones mayores por encima de la atmdsfera, que permitan detectar planetas tan
pequenos como la Tierra. Una ventaja importante de la técnica de transito es que los
planetas mas grandes detectados de esta forma también pueden ser observados mediante
velocidad radial, obteniendo la masa del planeta (ya que la inclinacién es conocida por el
transito). Tal combinacion de detecciones complementarias proporciona la densidad del

planeta, un dato especialmente valioso para el estudio de formacion de planetas.

Un telescopio espacial podria también detectar la modulacion de la fase sinusoidal de la
luz reflejada por el propio planeta gigante que Orbita la estrella. El albedo (razon entre la
energia luminosa que difunde por reflexion y la energia incidente) del planeta detectado por

fotometria de transito y por fotometria de la luz reflejada podria asi ser registrado.

En los ultimos afos se han detectado planetas, en numero creciente, con el Hubble y

[13,14,15,16,17,18,19

telescopios de gran apertura en Tierra. I Ademas ha servido para confirmar y

analizar varios de los planetas ya descubiertos. Por ejemplo, en 1999 se observo el transito

15



del planeta “51 Peg-Like” (descubierto mediante el método de velocidad radial), ayudando

a establecer el angulo de inclinacion i y fijando asi la masa del planeta.'*”!

2.2.5. Microlensing
De acuerdo con la teoria de la relatividad, la luz de una estrella lejana debe de desviarse al
pasar junto a un objeto estelar masivo (lente). La técnica por Microlensing consiste en
detectar la desviacion de la luz de las estrellas que en su viaje hasta el telescopio se
encuentran con algin lente. La técnica se esta utilizando actualmente para investigar la
distribucion de fuentes estelares débiles y cuerpos con masas subestelares dentro de nuestra
galaxia. Los lentes amplifican la luz de la fuente una fraccion importante cuando la linea de

vision cruza dentro del anillo de Einstein, Rg, el cual esta dado por[l]

C

R = J AGM, 1 (1 _@ J ’ 2.4)

donde My, es la masa del lente, ¢ es la velocidad de la luz, y rrp y rrs son las distancias
desde la Tierra hasta el lente y la fuente, respectivamente. El brillo de la fuente puede
incrementarse varias veces para un periodo de algunas semanas durante el evento, y el
patron de iluminacidon puede ser utilizado para determinar (de manera probabilistica)
propiedades del lente. Si la estrella tiene compafieros planetarios, entonces los lentes
pueden producir cambios caracteristicos sobre las curvas de luz observadas, que se dan

cuando la linea de visién pasa dentro del anillo de Einstein (muy pequefio) del planeta.

Bajo circunstancias muy favorables, se pueden detectar planetas tan pequefios como la
Tierra. Microlensing proporciona informacion sobre las masas de los planetas detectados y
las distancias (proyectadas) a sus estrellas, pero no la excentricidad de la 6rbita ni la
inclinacion. Un cuidadoso monitoreo de muchos eventos microlensing podria proporcionar
un conjunto de datos muy utiles sobre la distribucion de planetas dentro de nuestra galaxia.
Sin embargo, las propiedades de planetas individuales, y las estrellas que orbitan, solo se
podrian estimar en un sentido estadistico debido a la gran cantidad pardmetros que influyen

en las curvas de luz por microlensing.
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Esta técnica esta rindiendo ya sus primeros frutos; en el afio 2003 se obtuvo la primera
deteccion y este afio se confirmé el segundo planeta extra-solar por microlensing.*' Este
ultimo tiene una masa de 0.0071 + 0.0003 veces la masa de la estrella huésped. Ademas la
técnica se ha fortalecido por las observaciones de un sistema binario de enanas café

mediante la técnica de microlensing. *

2.3. Deteccion de planetas extra-solares por métodos directos
Los planetas distantes son objetos muy débiles localizados cerca de un objeto muy brillante
(la estrella o estrellas que orbitan), siendo extremadamente dificiles de captar. La luz de la
estrella reflejada por los planetas con Orbitas y tamafios como los planetas de nuestro
Sistema Solar, es un millonésimo mas débil que la de la estrella, aunque el contraste
decrece tres ordenes de magnitud en el infrarrojo térmico. La luz dispersada por el
telescopio Optico y las variaciones atmosféricas, se suman a las dificultades de la deteccion

directa de planetas extra-solares.

Para poder caracterizar (medir temperatura, detectar y analizar la composicion de la
atmosfera y los océanos, detectar elementos biogénicos, etc.) los planetas extra-solares, la
luz de los planetas debe ser examinada sin la contaminaciéon de la luz de la estrella. Se
espera que los avances tecnologicos en coronografia, interferometria y otros métodos de
anulacion permitan que alcancemos a proyectar la imagen y a realizar estudios
espectroscopicos, que nos proporcionen las caracteristicas del planeta. Hasta el momento
solo se ha podido analizar y observar directamente la estrella enana café G1229, pero los

alcances de la técnica son cada vez mayores.

Las técnicas directas de deteccion se enfocan en cancelar la luz de la estrella brillante,
de tal manera que la tenue luz del planeta pueda ser detectada. Hasta el momento se han
sugerido varios arreglos en los que intervienen coronografos, interferometros o ambos. Las
principales agencias espaciales (la NASA y la ESA) tienen varias misiones encaminadas a

detectar planetas extra-solares por medios directos. Por ejemplo, los programas Origins de
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la NASA y Darwin de la ESA consisten de una serie de misiones, cada una de las cuales

cimentada sobre el legado tecnoldgico y cientifico de las misiones anteriores.

A continuacion presentamos una breve descripcion del funcionamiento e
implementacion de corondgrafos, y en el capitulo IV se discute extensamente un arreglo

interferométrico.

2.3.1. Corondgrafos estelares
Varios telescopios en Tierra y en el espacio cuentan con coronografos estelares, disefiados
para observar regiones cercanas a las estrellas. El elemento esencial es una mascara que
obstruye la zona central de la imagen. El corondgrafo debe permitir formar imagenes de las
vecindades de la estrella brillante sin los problemas usuales de saturacion, halation
(ensanchamiento de la luz alrededor de areas brillantes), blooming (ruido que se genera
cuando los electrones de un pixel del CCD brincan a uno vecino) o dafios permanentes del

detector.

La figura 2.1 muestra una vista esquematica del sistema Optico de un corondgrafo
estelar. La luz procedente de una estrella lejana llega desde la izquierda y entra a una
apertura, localizada en el plano 1, con potencia dptica ®1. Se forma una imagen del objeto
en la apertura de campo localizada en el plano 2. El eje del telescopio se encuentra sobre la
linea de observacion de la estrella. Se centra en la estrella una mascara de amplitud y fase.
Las caracteristicas del punto obstructor, esto es, su tamafo, amplitud, fase de la
transmitancia y perfil de la reflectancia, se optimizan para controlar la cantidad de radiacion

indeseada en el sistema.

A la derecha de esta mascara del plano imagen, se coloca en el plano 3 una lente de
campo de potencia Optica ®P3. La lente de campo desplaza la imagen de la apertura de
entrada sobre el diafragma en el plano 4. En el plano 1, la difraccion sobre los bordes de la
apertura de entrada crea un anillo brillante de radiacién indeseable alrededor de la pupila de

entrada. El diafragma en el plano 4 estd disenado para controlar la amplitud, fase de la
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transmitancia y reflectividad de la radiacion indeseada, que se difracta alrededor de los
bordes de la imagen de amplitud compleja de la apertura de entrada en el plano 1. La dptica
en el plano 5 desplaza la imagen del plano 2 sobre la imagen final del plano 6, donde se

coloca el arreglo de detectores.
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. optico

Apertura de entrada

Figura 2.1. Esquema basico de un coronografo.

Los telescopios en Tierra que utilizan un corondgrafo estelar incorporan Optica
adaptativa para poder corregir las degradaciones en la imagen debidas al centelleo de la
atmosfera, y asi, obtener imagenes en el limite de difraccion del telescopio. Las
degradaciones de la imagen debidas al seeing (distorsiones generadas en la atmosfera)
pueden separarse en dos contribuciones principales: la inclinacién del frente de onda total y
la curvatura del frente de onda localizado en una celda con escala espacial del orden del

tamafio del seeing.

La longitud de escala de distorsion se puede caracterizar con el parametro de Freid ro, el
cual da la distancia sobre la cual las variaciones del frente de onda generadas por
turbulencias atmosféricas son menores a A/17.1") El pardametro de Freid depende de la

longitud de onda con valores tipicos que van desde de [110 cm para A = 0.5 pm hasta [160

19



cm para A = 2.2 um. Esta cantidad de distorsion corresponde a un seeing de alrededor de
1", el cual es tipico para un sitio astrondmico bueno. La escala de tiempo sobre la cual este

patron de distorsion permanece espacialmente coherente es de alrededor de 6 ms a 35 ms.

Algunos telescopios con corondgrafo y Optica adaptativa aprovechan la luz reflejada por
el disco obstructor, para realizar el sensado de la distorsion presente en el frente de onda.
Asi, la luz obstruida es utilizada para manejar el servomecanismo que se encarga de
corregir la imagen. El servomecanismo tiene dos componentes: un plano pequeiio
articulado que corrige la inclinacion total del frente de onda; y un espejo de membrana
delgada con un arreglo de actuadores electrostaticos, que corrige la curvatura del frente de
onda en la escala de ro. La imagen de emisiones débiles cercanas a la estrella brillante, la
cual pasa a través del disco obstructor, es asi corregida cerca del limite de difraccion del

telescopio.

La magnitud minima de la estrella central estd determinada por la necesidad de
recolectar suficientes fotones en la subapertura ro durante del tiempo de coherencia. Para
este sistema es my = 8 para A = 0.5um a m, = 14 para A = 2.2um. Se espera que la razon de
contraste sea del orden de 10° en una separacion radial de 2°* desde centro de la estrella. En
principio, mediante este dispositivo se tendra la capacidad de resolver un gran niimero de

planetas cercanos, proto-planetas o sistemas subestelares.

Se pueden alcanzar mejores resoluciones desde el espacio; limitadas por la calidad de
los componentes opticos. Por ejemplo, para el proyecto TPF (Terrestrial Planet Finder), el
sistema del coronografo sera capaz de bloquear la luz de la estrella hasta hacer 10 millones
de veces mas brillante la luz del planeta; por tal motivo el sistema que controla la luz
difractada debe de ser mejorado para prevenir que residuos de luz dispersada lleguen hasta
los detectores, y enmascaren (o peor aun, mimetizado) la luz del planeta. Para el TPF, el
reto estd en controlar la luz dispersa por el espejo primario de alta calidad (varias veces mas
liso que el del telescopio espacial Hubble), y en obtener un sistema de control capaz de
corregir los errores del frente de onda introducidos por otros elementos en el sistema

optico.
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2.4. Conclusiones
Como hemos visto, la busqueda y deteccion de planetas extra-solares ha sido impulsada por
el avance en las técnicas de deteccion, y en las tecnologias que han proveido de
componentes Opticas de mayor calidad. Gracias a estos avances, en 1992 se pudo detectar
por primera vez un planeta extra-solar, y hoy en dia el niimero hacienda a 150. Sin
embargo, debido a que la ingente intensidad de la estrella borra por completo la tenue sefial
del planeta, la inmensa mayoria han sido detectados por medios indirectos, es decir, a partir
del efecto que genera cada planeta sobre su estrella huésped. Entre las principales técnicas
de deteccion se encuentran: velocidad radial, astrometria, transito y microlensing. Cada una
tiene sus ventajas y desventajas, pero todas tienen una limitante comun, no permiten
observar la luz del planeta y poder de esta manera hacer un andlisis espectroscopico del

mismo.

Para hacer emerger la luz del planeta, se han propuesto varios arreglos opticos que
centran sus esfuerzos en cancelan la luz de la estrella. Las técnicas propuestas incluyen
coronografos e interferdémetros. El principal inconveniente de los corondgrafos es que la luz
de la estrella, obstruida por el corondgrafo, genera un patron de difraccion que desvanece la

sefial del planeta.

Aunque ain no se han podido observar planetas extra-solares por medios directos, las
técnicas han ido avanzando y las principales agencias espaciales (NASA y ESA), en sus
programas a mediano y largo plazo, contemplan misiones para detectar planetas de manera
directa. Las agencias estdn adoptando una vision evolutiva; cada nueva mision esta

cimentada en las tecnologias precedentes e incluye lo aprendido en las misiones previas.
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11

Principios basicos de interferometria e interferometros

3.1. Introduccion
Describimos brevemente los principios basicos de la interferometria. A partir de la
superposicion de dos ondas obtenemos la relacion de la intensidad, primeramente para el
caso en que tales ondas son generadas por una fuente monocromatica y posteriormente para
el caso general en que consideramos una fuente finita. También describimos un
interferémetro Mach-Zehnder y su implementacion como interferdémetro de desplazamiento
rotacional. Por tltimo mencionamos el teorema de van Cittert-Zernike el cual establece el

factor de coherencia que hay entre dos puntos generados por una fuente finita no coherente.

Cuando dos o mads rayos de luz se superponen, en general tenemos que la distribucion
de la intensidad resultante no se puede describir de una manera sencilla. Asi, si mediante un
dispositivo conveniente la luz de una fuente es dividida en dos haces luminosos, los cuales
son posteriormente superpuestos, se encuentra que la intensidad en la region de
superposicion varia de punto a punto entre un maximo que excede la suma de las
intensidades de los dos haces, y un minimo que puede ser cero. Este fendmeno es conocido
como interferencia. La superposicion de haces de luz estrictamente monocromatica siempre
ocasiona picos de interferencia. Sin embargo, la luz producida por fuentes fisicas reales
nunca es estrictamente monocromatica; esto se debe a las fluctuaciones internas de la
fuente. Si los dos haces son originados en la misma fuente, las fluctuaciones de los dos
estan en general correlacionadas, y los haces son nombrados completamente o parcialmente
coherentes, dependiendo de si la correlacion es completa o parcial. Para haces provenientes
de fuentes diferentes las fluctuaciones son completamente independientes y los haces son

nombrados mutuamente incoherentes. Cuando dos haces provenientes de fuentes diferentes

22



se superponen, bajo condiciones experimentales comunes, no se observa interferencia

alguna.

3.2. Principios basicos de interferometria
A partir de las ecuaciones de Maxwell es posible demostrar que cada componente del

campo electromagnético (Ey, Ey, E,, By, By, B,) obedece la ecuacion diferencial escalar de

onda'*”!

a9’ a9’ 9’ 10’

P08 00 00 6.1
Ox~ Oy 0z v° ot

Donde v es la velocidad de la luz en el medio en que se propaga la onda y cumple con la

siguiente relacion:

v=1/Jeu. (3.2)

£y M son respectivamente, la permitividad y la permeabilidad del medio. Una onda plana

propagandose en la direccién £ se puede representar como
W= dexplik(k & -vr+¢)| (3.3)

donde £k es el nimero de onda y £es el factor de fase de la onda. Es facil comprobar que la

ecuacion 3.3 es solucion de la ecuacion 3.1. Otra solucidon de la ecuacion 3.1 es
A A

W= explik(k T -uvr+e)) . (3.4)
r

Esta tltima solucion representa una onda electromagnética esférica que se aleja del origen
de coordenadas. De hecho, una fuente real pequefia puede ser representada con la ecuacion

3.7. Cuando la onda se encuentra muy retirada de la fuente que la origina, y considerando
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una pequefia drea de observacion (cuyas dimensiones lineales sean mucho menores que la

distancia a la fuente), la ecuacion 3.3 modela correctamente la situacion.

Ademas tenemos que la irradiancia, generada por una onda electromagnética, es

proporcional al cuadrado del campo eléctrico o al cuadrado del campo magnético:**!

I =ve(E?) :;<BZ> =W =(ww) . (3.5)

Donde W (al cual denominamos simplemente campo) cumple con las siguientes relaciones:

W=JueE (3.6)
w=Yp . (3.7)
7

Notemos que la ecuacion 3.1 es una ecuacion diferencial parcial homogénea de segundo
orden, la cual cumple con el principio de superposicion: la suma de dos soluciones
independientes es a su vez solucion de la ecuacion. Por lo tanto el campo eléctrico (o
magnético) resultante, en un punto del espacio donde dos o méas ondas electromagnéticas se
superponen, es igual a la suma vectorial de los campos individuales. Como consecuencia, la
irradiancia (o intensidad) en las regiones donde se superponen dos ondas existen puntos
donde la intensidad es mayor que la suma de las intensidades individuales. Se puede decir
que la interferencia Optica es la interaccion de dos o mdas ondas electromagnéticas que
producen una distribucion de la intensidad que se desvia de la suma de las irradiancias

individuales.

La irradiancia debida a la superposicion de dos campos estd dada por

I Ww+y) £ ¥ 29y W) { W) W) =L +L 4, (39)
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Tenemos que la irradiancia total es igual a la suma de las intensidades de cada fuente mas

un término de interferencia. Promediando obtenemos que el término de interferencia es
I, =WW,cosd=2./11,cos0, (3.9)

donde § igual a (kk, [ —k,k, [F ), es la diferencia de fase que hay entre los dos campos

que interfieren. La intensidad en una region, donde dos ondas interfieren, es modulada por
las variaciones en la diferencia de fase. Hemos supuesto que & y £ son iguales para las dos

ondas.

Con el proposito de esclarecer las ideas anteriores, consideremos el arreglo que se
muestra en la figura 3.1. La abertura que hay en la primera pantalla hace las veces de una
fuente puntal. Esta fuente ilumina la segunda pantalla, donde cada una de las dos aberturas
es a su vez, fuente de una onda esférica. Este arreglo es conocido como el experimento de
Young en honor de Thomas Young quien estableci®é por primera vez el principio de

interferencia de la luz.

Fantalla
Y

Fuente
de Uz

RN

Unorificio Dos orificios

Figura 3.1. Experimento de Young.

A partir de la figura 3.1, obtenemos que para el experimento de Young la diferencia de

fase es igual a
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- ¢
5-k[Lj, (3.10)

donde a es la distancia de separacion entre las aberturas secundarias, L es la distancia de la

segunda pantalla a la pantalla de observacion, y y es la altura del punto.

3.3. Interferometros
Los arreglos 6pticos que separan la luz de un haz en dos o mas haces, y luego los dirigen a
una misma region, son conocidos como interferometros. Existen dos tipos generales de

interferdémetro: los que dividen el frente de onda y los que dividen la amplitud del haz.

El experimento de Young es considerado un interferometro de division de frente de
onda. Otros interferometros conocidos, de division de frente de onda, son: espejo doble de

Fresnel, prisma doble de Fresnel y el espejo de Lloyd.

Los interferometros que se usan con mayor frecuencia, para realizar pruebas opticas y
una infinidad de aplicaciones cientificas y tecnolédgicas, son los de division de amplitud.
Entre los mas conocidos se encuentran los interferometros: Michelson, Fabry-Perot, Fizeau,

Mach-Zehnder y Twyman-Green.

3.3.1. Interferometro Mach-Zehnder
En la figura 3.2 se muestra un interferdmetro Mach-Zehnder. El primer divisor divide el
haz de entrada en dos haces idénticos, los cuales se unen nuevamente por medio del
segundo divisor, después de recorrer caminos similares. Este arreglo es utilizado para
comparar un elemento optico desconocido respecto de referencia. Debido a la semejanza
entre los caminos Opticos recorridos, por el haz que atraviesa el elemento de prueba y por el
que atraviesa el elemento de referencia, diferencias minimas generardn un patréon de

interferencia como el que se muestra en la figura 3.2.
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A partir de un patrén de franjas, como el de la figura 3.2, es posible determinar la
diferencia de fase de la onda. Y con la diferencia de fase determinada podemos obtener una

imagen de las aberraciones (deformaciones) del elemento 6ptica medido.

Es necesario que las componentes Opticas que componen el interferdmetro tengan
mayor calidad que la que se quiere medir. En caso contrario las franjas que aparecen en el

interferémetros pueden ser debidas al mismo interferémetro y no al elemento analizado.

Elemento 6ptico Plano de observacion
en prueba D2
E2
El;:mrer%t(r) (r)lpti;co Patron de franjas
Haz de entrada ¢ rererenc
colimado D1
El

Figura 3.2. Interferémetro Mach-Zehnder.

3.3.2. Interferometro de desplazamiento rotacional
Existen una clase de interferometros, conocidos como interferometros de desplazamiento,
los cuales se pueden clasificar, de acuerdo con el tipo de desplazamiento que realizan, en
vectoriales, radiales y rotacionales. La operacion fundamental de los interferometros de
desplazamiento consiste en comparar el frente de onda original consigo mismo después de
haber sufrido algin cambio conocido. En el interferometro de desplazamiento vectorial el
frente de onda original es desplazado en su totalidad, sin sufrir cambio alguno. El
interferémetro de desplazamiento radial reduce o aumenta el tamafio del frente de onda
original sin cambiar la forma del mismo. Por ultimo, el interferémetro de desplazamiento
rotacional gira la imagen. En la figura 3.4 mostramos la manera en que se realiza cada uno

de los desplazamientos del frente de onda original.
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Los interferometros de desplazamiento son utilizados para evaluar elementos Opticos

.. . . . , , . 23 . ,
asféricas, es decir, elementos con ausencia de simetria esférica.l** Tales interferémetro no
requieren de un elemento optico de referencia; a diferencia de los arreglos clasicos (como el

mostrado en la figura 3.2) que si lo requieren.

Desplazamiento Desplazamiento Desplazamiento
vectorial radial vectorial

Figura 3.3 Frentes de onda desplazados.

En la zona donde se superponen los frentes de onda se genera un patron de franjas. Para
tener una region de interferencia considerable, los desplazamientos de este tipo de
interferometros suelen ser infinitesimales. En tal caso la diferencia de camino Optico entre
los elementos del frente de onda original y los desplazados son aproximadamente iguales.

Las pequeiias diferencias de fase las podemos expresar matematicamente como:
0 =D(p,9) ~P(p+Ap,p+AP) , (3.11)

donde ® representa los puntos del frente de onda original. Para el caso del interferdmetro

de desplazamiento rotacional la ecuacion 3.11 se transforma en

XP(p,9)
=p —22 00 . 3.12
p{ 5(09) } / G2

Si el frente de onda analizado tiene simetria axial (como las lentes convencionales), su

derivada respecto de ¢ es cero y no se producen franjas de interferencia. Por lo tanto, el
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interferémetro de desplazamiento rotacional es especialmente sensible a los elementos

Opticos que no tienen simetria axial.

Plano de observacion

D2
y g o
Prisma dove
Elemento optico rotado Frentes de onda
en prueba rotados
D1
El

Figura 3.4. IDR implementado modificando un Mach-Zehnder.

El interferémetro de desplazamiento rotacional puede ser implementado colocando un
prisma dove en cada uno de los brazos de un interferometro Mach-Zehnder, como se
muestra en la figura 3.4. Un prisma esté rotado respecto al otro; cuando la rotacion es muy
pequena tenemos un interferometro de desplazamiento rotacional infinitesimal, y la

ecuacion 3.12 es valida.[*>?627!

3.4. Luz parcialmente coherente
Ahora consideramos el campo electromagnético en dos puntos P; y P, sobre el frente de
onda producido por una fuente extendida cuasi-monocromatica. Por simplicidad asumimos
que la onda se propaga en el vacio y los puntos P; y P, se encuentran retirados a muchas
longitudes de onda de la fuente. Podemos esperar que, cuando los puntos P; y P, se
encuentren suficientemente cerca entre si, las fluctuaciones de la amplitud en estos puntos,
y también las fluctuaciones de la fase, no seran independientes. Esto es razonable de
suponer si P; y P, se encuentran muy cerca el uno del otro. Cuando la diferencia

AS =SP, — SP,, entre los caminos Opticos de cada uno de los puntos respecto a la fuente, es

pequefia comparada con la longitud de onda media, entonces los campos en los puntos P; y
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P, son efectivamente los mismos. Para separaciones mayores (entre P; y P;) seguird
existiendo alguna correlacion entre los campos, siempre y cuando, la diferencia de camino

optico AS de todos los puntos de la superficie no exceda la longitud de coherencia cA¢ [

c/v = A% /DA (donde AV'y AA representan el ancho del espectro). Hemos conducido asi al
concepto de una region de coherencia alrededor de cualquier punto P en la superficie de un

frente de onda.

Para describir adecuadamente un frente de onda producido por una fuente finita
monocromatica es deseable introducir alguna medida de la correlacion que existe entre los
campos en los puntos P; y P, de la onda. Tal medida estd estrechamente relacionada con la
nitidez de las franjas de interferencia las cuales resultarian de combinar las vibraciones de
los dos puntos. Debemos esperar franjas nitidas cuando la correlacion sea alta (e. g. cuando
la luz en los puntos P; y P> venga de una fuente muy pequefia de un rango espectral
estrecho), y no franjas en ausencia de correlacion (e. g. cuando cada uno de los puntos P; y
P, reciba luz procedente de diferentes fuentes). Describimos esta situacion por el término

de ‘coherencia e incoherencia’ respectivamente.

En la seccion 3.2 suponemos que las ondas que interfieren son absolutamente coherentes.
Como acabamos de comentar ésta no es una situacion real, pero para los arreglos que
utilizan un ldser como fuente es aproximadamente correcto (siempre y cuando, las
diferencia de camino Optico sea menor que la longitud de coherencia del laser). Ahora
consideraremos una variacion del experimento de Young. Supongamos que en lugar del
primer orificio, de la figura 3.1, tenemos una fuente extendida de rango espectral estrecho,
como se muestra en la figura 3.5. Analizamos con detalle el campo ¥ (en su forma
compleja) producido por la fuente y propagado en forma de onda. El campo en las aberturas

lo representamos mediante ®,(¢) y ®,(¢). De acuerdo con el principio de superposicion el

campo eléctrico en el punto P estd dado por

t";(t) :[?ltH(t _tl)+E2q,2(t_t2)’ (3.13)
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donde t; = ri/c y t» = ry/c. Esto quiere decir que el campo al tiempo t en el punto P estd

determinado por los campos que existieron en S; y S en los tiempos (#-#1) y (¢-f2), donde

Fantalla
PN

Fuente finita

Pantalla con
dos aberturas

Figura 3.5 Experimento de Young modificado.

y t, son los tiempos que tarda en llegar la luz desde los puntos S hasta el punto P. Las
cantidades K, y K,son conocidas como propagadores, los cuales dependen del tamafio y

posicion de las aberturas. Los propagadores estan relacionados con la variacion que sufre la

fase de la onda hasta llegar a la pantalla, y por lo tanto son nimero imaginarios puros.

La intensidad en el punto P la obtenemos sustituyendo la ecuacion 3.13 en la definicion de

irradiancia (ecuacion 3.5):

I.(0) = 1E1*<T{1J(t _tl)q{*(t _t1)> +E2E2*<qu(t _tz)qu*(t_tz)>

KR (W )W (¢ 1)) +RE (B ) ¥ (-1)). (3.14)

Ya que la mayoria de los campos electromagnéticos son campos estacionarios, los
promedios temporales de la ecuacion 3.14 son independientes del tiempo. Por lo tanto,

podemos rescribir los dos primeros tiempos como

LO=%0P 0 v I,0=%0%0) . (3.15)
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Haciendo el cambio de variable 1 = #; - #; y desplazando el tiempo de inicio a t+z,, los dos

ultimos términos de la ecuacion 3.14 se rescriben

RE (W0 +0W () +RR (W (0 +0)8,0)) = Re|RR, (W + 0@, (). (3.16)
El promedio temporal es una funcidon de correlacion cruzada que designamos por

T = We+0®, (1), (3.17)

la cual es conocida como funciéon de coherencia mutua de los campos luminosos S; y S».

Considerando 3.17, 3.16 y 3.15 la ecuacion 3.14 resulta
1,(t,7) = hkl\zzsl (6)+ R, 1, (1) + 2K | R, |Re rlz(r)]. (3.18)

Donde hemos considerado que los propagadores K son puramente imaginarios, y por lo
~ oy * o ¥ oy ~ || &~ ~ |2 ~ |2

tanto K\K, =K, K, =‘K1HK2‘. Ademas, es claro que ‘Kl‘ I (t) y ‘Kz‘ I (t) son las

irradiancias en el punto de observacion P debidas a cada una de las aberturas, y las

denotamos por /; e I, respectivamente.

La funcion de coherencia mutua para cada uno de los campos esta dada por

L@ =Be+0® 0] y To@ =W +0® ). (3.19)
Para t igual a cero tenemos que

FO=1yT,0=1I_, (3.20)

las cuales son conocidas como funciones de autocoherencia.
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Entonces podemos expresar a /; € I, como:

~ |2 ~ |2
L(@)=1R[ T v L(r)=&[Tx(0). (3:21)
A partir de estas relaciones obtenemos la siguiente igualdad

JLI
=___vr2 3.22
= JFL (O, (0) ¢.22)

|

La forma normalizada de la funcion de coherencia mutua se define como

I, (1)

V(D)= —————=.
M0, (0)

(3.23)

y recibe el nombre de grado de coherencia complejo. En funcion de lo anterior, rescribimos

la expresion de irradiancia (ecuacion 3.18) como

1,(r) =1, +1, +2.[1,1, Rey,, (1), (3.24)

la cual es conocida como la ley general de interferencia para luz parcialmente coherente. El

grado de coherencia complejo es una cantidad compleja y la podemos expresar por

'@ (D=9) (3.25)

V(D)= ‘VIZ(T)

Hemos expresado la fase del grado de coherencia en funcidon de dos parametros, 012(t) que
representa la correlacion entre las fases iniciales en S; y S,, y dque es la diferencia de fase
dada por la diferencia de camino Optico entre las dos trayectorias. Al sustituir 3.25 en 3.24

obtenemos finalmente
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1,(1) =1, + 1, +2.[L1, |, (7 cosla,, (1) - 4. (3.26)

De la ecuacion 3.23 y de la desigualdad de Schwarz se puede demostrar que 0 < \Vlz(r)\ <

1. ya que éste es la forma normalizada de la funcion de coherencia mutua. Al comparar 3.9

con 3.26 resulta claro que si \Vlz(r)\ =1 I, seria la misma que la generada por ondas
coherentes. Por otra parte, si [;,(7) =0 entonces I, =1, + I, y no hay interferencia. En

los casos intermedios, en que 0 < \Vlz(r)\ <1, tenemos luz parcialmente coherente.

3.4.1. Teorema de van Cittert-Zernike
De acuerdo con lo analizado en la seccion anterior, es 16gico esperar que exista correlacion
entre dos puntos del frente de onda emitido por una fuente extendida. De hecho, puede
demostrarse que en el espacio libre es imposible que exista una onda electromagnética para

la cual \Vlz(r)\ = 0, para todos los valores de 7 y cualesquiera dos puntos del espacio.*”

Mas atn, la coherencia espacial ['12(0) en el plano de observacion es la transformada de
Fourier en dos dimensiones de la distribucion de intensidad Optica de la fuente no

coherente. Dicho resultado es conocido como el teorema de van Cittert-Zernike.*®

Otra manera de formular el teorema es la siguiente: el grado de coherencia complejo
M12(0), el cudl describe la correlacion de las perturbaciones en un punto fijo P, y en un
punto variable P; en un plano iluminado por una fuente incoherente monocromatica
extendida, es igual a la amplitud compleja normalizada en el punto correspondiente P; en
un patron de difraccion, centrado sobre P,. Este patron seria obtenido remplazando la
fuente por una apertura de difraccion con el mismo tamafio y forma que la fuente,
iluminandolo con una onda esférica que converge en P,, la amplitud de la distribucion
sobre el frente de onda en la apertura es proporcional a la distribucion de la intensidad que
cruza la fuente. Este resultado fue establecido por primera vez por van Cittert y después

generalizado por Zernike. *¥
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3.5. Conclusiones
Hemos descrito de forma breve algunos de los principios basicos de la interferometria que
se utilizaremos en la siguiente seccion. En especial hay que recalcar que el hecho de que la
luz generada por una fuente extendida tenga algin grado de coherencia permite que
podamos realizar interferometria con la luz de las estrella. Este resultado matematico esta
comprobado y es el pilar sobre el que se sustenta la interferometria estelar. Ademas, hemos
comprobado que un interferémetro de desplazamiento rotacional es sensible a frentes de
onda asféricos. En el siguiente capitulo analizamos la pertinencia de utilizar un

interferdmetro de desplazamiento rotacional para detectar planetas extra-solares.
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Patron de interferencia de un sistema estrella-planeta obtenido con un
interferometro de desplazamiento rotacional

4.1. Introduccion
En el presente capitulo demostramos analiticamente que un interferometro de
desplazamiento rotacional infinitesimal (IDRI) permite detectar planetas extra-solares.
También mostramos que la visibilidad de la seial del planeta es funcién de un par de
parametros del IDRI. Tales parametros son la diferencia de camino 6ptico (DCO) entre los
brazos del IDRI y el dngulo subtendido entre la direccion de la estrella y la direccion del

IDRI.

El IDRI se acopla a un telescopio para captar la mayor cantidad de luz. El telescopio
concentra la radiacion emitida por el objeto observado en la entrada del IDRI.
Consideramos que el eje del IDRI esté alineado con el telescopio, por lo tanto la direccion

de observacion del IDRI y la direccion del telescopio son iguales.

La operacion basica del interferoémetro de desplazamiento rotacional (IDR) consiste en
interferir el frente de onda original con este mismo frente rotado. Anteriormente hemos
demostrado que el IDR puede ser implementado modificando un interferémetro Mach-
Zehnder al colocar un prisma dove en cada uno de los brazos del interferometro,**>**"!
como se muestra en la figura 4.1. Un prisma esta rotado respecto al otro; cuando la rotacion

es muy pequefia tenemos un IDRI.
En este trabajo nos enfocamos Uinicamente al principio basico de operacion del IDRI sin

entrar en los detalles de la implementacion. Los desafios técnicos seran abordados en

trabajos futuros.
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Plano de observacion

/ D2

y qg@

Prisma dove

Frente de onda rotado
a analizar

\ 2!
| >

Figura 4.1. IDR implementado modificando un Mach-Zehnder con un prisma
dove en cada uno de sus brazos.

Frentes de onda
rotados

De manera general tenemos que la irradiancia es proporcional al cuadrado del campo

eléctrico o al cuadrado del campo magnético:*¥

I =ve(E?) :;<Bz> = W) =YW (4.1)

Donde W (al cual denominamos simplemente campo) cumple con las siguientes relaciones:

W= JueE , (4.2)
w=Yp . (4.3)
u

La constante U es la velocidad de la luz en el medio que se propaga; £ y K son

respectivamente, la permitividad y la permeabilidad del medio.
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4.2. Patron de interferencia de un sistema estrella-planeta obtenido con un IDRI
considerando que hay diferencia de camino 6ptico entre los brazos del interferometro

4.2.1. Introduccion
Obtenemos la expresion analitica de la irradiancia de un sistema estrella-planeta observado
por medio de un IDRI, considerando que existe una DCO arbitraria entre los brazos del
interferdmetro. Suponemos que el telescopio apunta exactamente a la estrella y por lo tanto

ésta esta localizada en el eje del IDRI.

Después de obtener la expresion general demostramos que la luz de la estrella es
cancelada cuando la DCO es igual a 1L Para este caso especial, mostramos algunas
simulaciones de los interferogramas variando para el planeta la orientacion y la inclinacion,

y para el IDRI el angulo de desplazamiento rotacional.

Ademés mostramos varias simulaciones de los interferogramas para distintas DCO.
Examinamos el concepto de visibilidad y definimos la visibilidad del planeta en términos
de los patrones de interferencia de la estrella con y sin planeta. Mostramos la grafica de la
visibilidad del planeta en funcion de la DCO. Finalmente analizamos el significado de los

resultados obtenidos.

4.2.2. Obtencion de la expresion analitica
Primero obtenemos la distribucion del campo de la estrella y del planeta sobre el plano de
entrada del interferometro. Este campo se divide cuando atraviesa el primer divisor de haz.
Suponemos que el retraso de uno de los frentes de onda, generado por el primer divisor, es
compensado cuando el otro frente atraviesa el segundo divisor. Cada frente de onda pasa
por un prisma dove. Giramos un prisma imperceptiblemente, ocasionando la rotacion
infinitesimal de uno de los frentes respecto del otro. Sumando ambos campos obtenemos la
distribucion del campo sobre el plano de incidencia del IDRI. Finalmente calculamos la

distribucion de la irradiancia en el plano de observacion.
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En la figura 4.2 representamos el sistema estrella-planeta. Para que la figura sea clara,
colocamos el plano de giro del planeta paralelo al plano de entrada del interferdémetro. No
obstante, es importante notar que los resultados que se obtienen a continuacién pueden ser
aplicados a planetas con su eje de rotacion orientado en cualquier direccion”. o es el angulo
que el planeta subtiende respecto de la direccion de la estrella, vistos desde tierra. Por
cuestion de sencillez consideramos que el angulo de giro del planeta es ¢ —11. De tal forma
que la proyeccion del vector de propagacion sobre el plano de observacion (Ex_y) queda en
funcion del angulo ¢. El plano de entrada del interferometro es paralelo al plano de

observacion, que se muestra en la figura 4.1.
Ay

PLANETA

k, PLANO DE GIRO DEL PLANETA
ESTRELLA

k, o\ Ay

! PLANO DEL INTERFEROMETRO

e

v > x

z

Figura 4.2. Sistema estrella-planeta

Debido a la enorme distancia que nos separa de la estrella, consideramos a modo de

primera aproximacion, que la estrella y el planeta son fuentes puntuales. Entonces el campo

sobre el plano de entrada del interferdmetro producido por la estrella es:

W, = dexplik(Fy 7). (4.4)

*
En tal caso tanto 0 como ¢ serfan funcion del tiempo, y el planeta ‘visto’ desde la tierra describiria
una elipse. El hecho de que el planeta no se encuentre sobre el mismo plano de la estrella no requiere

ninguna aproximacion adicional.
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Donde k (igual a 2Tt/A) es el nimero de onda, £ es la direccion del vector de propagacion

de la onda y 7 representa los puntos sobre el plano de entrada del interferometro. El plano

de observacion es perpendicular al eje del interferometro.

Ya que el eje del telescopio estd orientado exactamente en la direccion de la estrella

tenemos que el vector de propagacion es perpendicular al plano del interferometro:

kg @ =k, [xi +))=0. (4.5)

Esto implica que el campo sobre el plano de incidencia del interferometro es uniforme:

Yo=4, (4.6)

Por otra parte, el campo producido por el planeta sobre el plano del interferometro estd

dado por:

W, = aexplik(k, [F)]. 4.7)

En esta ocasion el producto £, [F es igual a

k, @ =(cosak +cosg sinai +singsinaj) [xi +yj) = xcosg sina + ysingsina.  (4.8)

Al sustituir esta expresion en la ecuacion 4.7 obtenemos:

W, = aexplik,(xcosg sina + ysingsina)]. (4.9)

En la figura 4.2 mostramos los dngulos ¢ y d. Para hacer mas sucintos los célculos, nos

conviene abreviar las expresiones donde aparecen estos angulos utilizando las relaciones
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O=cos¢gsina y [ =singsing. (4.10)

Al sustituir estas relaciones en la ecuacion 4.9 obtenemos

W, =aexplikld » [y)]. 4.11)

De acuerdo con el teorema de van Cittert-Zernike” los campos generados por la estrella y el
planeta cumplen con el principio de superposicion. Sumando las ecuaciones 4.6 y 4.11

obtenemos el campo del sistema estrella-planeta sobre el plano del interferometro:

WY 7 # aexp[ikQ » Uy)]. (4.12)

El primer divisor (elemento D1 de la figura 4.1) separa el campo en dos frentes de onda. La
mitad de la amplitud se refleja y la otra atraviesa el divisor. Uno de estos frentes mantiene
la forma del campo hasta llegar al plano de observacion. El otro frente es rotado
infinitesimalmente. Antes de que rotar el frente de onda, resulta conveniente cambiar de

coordenadas cartesianas a polares. De la ecuacion 4.12, el campo en coordenadas polares es

W z H aexplikld pcos@ Upsinh)]. (4.13)

Rotando el frente de onda un angulo AB obtenemos:

W = A+aexplikd cos(@A 6 Osin(6+A6)]}. (4.14)

Debido a que ambos frentes se dividen un par de veces al atravesar los dos divisores del
interferémetro (elementos D1 y D2 de la figura 4.1), es necesario incluir un factor de 1/4 en
la ecuacion 4.14. Al finalizar el desarrollo (ecuacion 4.18) incluiremos dicho factor para

obtener la ecuacion correcta (ecuacion 4.19).

" Como vimos en el capitulo III, el teorema de van Cittert Zernike establece que el campo producido por una
fuente extendida incoherente es igual al campo producido por una fuente coherente de acuerdo en el régimen
de Fraunhofer.
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En la ecuacion 4.14 hemos supuesto que el haz rotado estd en fase respecto del haz sin
rotar. En general podemos considerar que el frente de onda rotado tiene una fase arbitraria &

respecto del frente original:

W, = dexp(id) +aexpli(d kAl cos(GA & Usin(8+AH)])}. (4.15)
La fase relativa se debe a que hay una DCO entre el camino recorrido por ambos frentes de

onda. Recordemos que la fase relativa esta relacionada con la DCO por medio de:

_Dcolzn
—

5 (4.16)

Sumando las irradiancias de los haces rotado y sin rotar (ecuacion 4.15 y 4.13) obtenemos

el campo en la pantalla del interferometro:

W = A[l +exp(i0)] +aexp{i( 5+ kd+Ocos(8 A & Osin(+AH)])}
+ aexplikp(Ucos @ +sin6)] . (4.17)

La irradiancia en la pantalla del interferometro la obtenemos al sustituir el campo (ecuacion

4.17) en la definicion de irradiancia (ecuacion 4.1):

1,7 {AH exp(dY] aexpfit® kAl cos(GA & UOsin(@+Af)))}+aexplikd] cos@ Usinb)]}
X {A+ expt iO)} aexpt i(S+ ko[Ocos@+AGr [sin@+AB)B} aexp[ ikd] cos@ [Isinb)]}

(4.18)
Desarrollando los productos de la ecuacion 4.18, aproximando para AB pequefio, utilizando

identidades trigonométricas y simplificando’, encontramos que la irradiancia es
wF 2a°# cos[kAdl sin @A & [Ocos AG) —I]} +2A4°(1+cos )
+2Aa{cos[kp(Ucos @ +sin8)] + cos[kp(Lcos 8+ [IsinF) — ]}
+2Aacos{kp[[(cos@ —sin B[AO) +(sin 8 + cos G [AF)] + S}

" En el apéndice I presentamos el desarrollo completo.

42



+2Aacos{kp[[(cos@ —sin B[AG) +[I(sin 8 +cos 6 [AH)]}. (4.19)

Incluyendo el factor debido a la division de los frentes de onda y cambiando de

coordenadas polares a cartesianas, obtenemos finalmente que

Iy, =(1/2)a’f cos[B G000y O&)-3d]}+(1/2)4°(1+cos)
+(1/2)Aa{cos[k([Ix +y)] + cos[k([lx +Uy) — ]}
+(1/2)Aacos{k[(x - y AG) +0O(y + x [AO)]}
+(1/2) dacos{k[O(x - y (D8) +0(y + x AG)] + 5. (4.20)

4.2.3. Cancelacion de la luz de la estrella
Para poder observar la sefal del planeta de la manera mas nitida posible, es necesario

anular la luz de la estrella (segundo término de la ecuacion 4.19). Esto se alcanza cuando

l+coso=000=2n+)n,0 nON. (4.21)

La intensidad para dicha fase esta dada por

Iy =(1/2)a’d cosfd 400 y O]}, (4.22)

Hemos demostrado que cuando la estrella se encuentra sobre el eje de observacion y la
diferencia de fase es igual a Tt, el IDRI cancela la luz de la estrella. Este resultado estd de
acuerdo con lo obtenido en trabajos anteriores: en 1996 sugerimos que un IDRI puede

cancelar la luz de la estrella™ y en 1999 lo demostramos por primera vez.*>]
y por p
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Figura 4.3. Interferogramas para diferentes desplazamientos de rotacion AB:
0.0015rad, 0.003rad, 0.005rad y 0.007rad.

A partir de la ecuacion 4.22 simulamos los interferogramas que se muestran en la figura
4.3. Los interferogramas corresponden a diferentes valores del desplazamiento rotacional
mientras mantenemos constantes los demds parametros: éangulo de inclinacion

(a=0.0001rad), nimero de onda (k=300,000m™) y orientacion del planeta (¢ =0).

Los interferogramas de la figura 4.3 también pueden ser obtenidos al simular la
ecuacion 4.22 cuando mantenemos constantes el desplazamiento rotacional (AG=0.003rad),
el nimero de onda (k=300,000m™) y la orientacién del planeta (@ =0 ); mientras variamos

el angulo de inclinacion: 0.00005, 0.0001, 0.000167 y 0.000233rad.
Podemos concluir que los interferogramas iguales corresponden al mismo producto del

desplazamiento rotacional por el angulo de inclinacion. Esto es consecuencia de que las

constantes [] y [ dependen linealmente del 4ngulo de inclinacion de la estrella.
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De acuerdo con la ecuacion 4.10, las constantes [1 y [0 son funcion del angulo de
orientacion del planeta. Por simple inspeccion de la ecuacion 4.22, podemos concluir que
los interferogramas rotan conforme el planeta gira alrededor de la estrella. En la figura 4.4
se muestran las simulaciones de los interferogramas generados por un planeta rotando

alrededor de la estrella.

L L L L L L
L L | L L | +

Figura 4.4. Interferogramas para =0. Con ¢ igual a 0°, 30°, 45°, 60°, 90° y 120°.

d

4.2.4. Simetria de rotacion axial
Como consecuencia de la simetria que presenta el IDR podemos esperar que las franjas del
patron de interferencia roten conforme el planeta gire alrededor de la estrella; atin cuando la

fase sea diferente de TU
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De acuerdo con la ecuacion 4.10, cuando el planeta se encuentra sobre el eje x las

constantes se reducen a

O=sina y 0O=0. (4.23)

Sustituyendo estos valores en la ecuacion 4.20 obtenemos que

Iy =(1/2)a’{1 +cos[k [D@(sin a 3) =]} + (1/2) 4> (1 +cos J)
+(1/2)Aa{cos[ksin ax]+cos[ksinax — O]} + (1/2)Aacos{ksina(x — y [ANO)}
+(1/2)Aacos{ksina(x -y [AO)+ 0} . (4.24)

Es posible recuperar la ecuacion 4.20 a partir de una rotacion de las coordenadas de la

ecuacion 4.24 haciendo el siguiente cambio de variables:

X =x'cos@ + y'sin @ y y=-Xx'sing+y'cosg (4.25)

Sustituyendo en la ecuacion 4.24 obtenemos:

I =(1/2)a’{1 +cos[k [N sina(—x'sin @ + y'cos §) =]} +(1/2)4° (1+ cos J)
+(1/2)Aa{cos[ksin ax] + cos[ksinax — O]} + (1/2)Aacosi{ksina(x — y[AO)}
+(1/2)Aacosi{ksina(x — y [AG) + O} . (4.26)

Reacomodando términos y sustituyendo [ y [, la ecuacion 4.26 se transforma

nuevamente en la ecuacion 4.20.

Para simplificar los desarrollos posteriores supondremos que el planeta se encuentra

sobre el eje x, lo cual, como hemos visto, no conlleva pérdida de generalidad.
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4.2.5. Visibilidad del planeta
En la figura 4.5 mostramos la simulacion de varios interferogramas para distintos valores
de la fase relativa. Es claro que las franjas desaparecen rapidamente conforme la fase se
aleja de Tt Por lo tanto, para poder detectar el planeta es fundamental mantener la DCO

proxima a A/2.

Una forma de establecer la brillantez de las franjas consiste en calcular la visibilidad de
la sefial. La visibilidad se define como la razon de la diferencia de las intensidades maxima

y minima entre la suma de ambas *°!;

1 I
V = max min . (4'27)

max min

Esta definicion es adecuada cuando las franjas son generadas Uinicamente por la irradiancia
del planeta. A partir de la ecuacion 4.20 es fécil notar que cuando la fase relativa es
diferente de Tt las franjas dependen tanto de la irradiancia del planeta como de la irradiancia
de la estrella. Esto significa que la visibilidad, tal como la hemos definido, aunque
determina el grado de nitidez de las franjas del interferograma, no nos permite obtener la
‘visibilidad’ de la sefial del planeta. Por lo tanto necesitamos una relacion alternativa, que

nos permita establecer el grado de nitidez de la sefial del planeta.

Una manera alternativa de definir la visibilidad es la siguiente:

- ([P)max B ([P)min - ([INT _IS )max B (IINT B IS)min
(IINT )max (IINT )max

(4.28)

Donde Ip se refiere a la irradiancia que aparece por la presencia del planeta. Se calcula
restando la irradiancia generada por la estrella sin planeta a la irradiancia del sistema

estrella-planeta. El término /,,, denota la irradiancia debida al sistema estrella-planeta

(ecuacion 4.20). Para calcular la irradiancia producida por la estrella en ausencia de
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planeta /., basta con evaluar la irradiancia del sistema estrella-planeta considerando que la

amplitud del campo del planeta es igual a cero.

Evaluando la ecuacion 4.20, mientras consideramos que el campo del planeta es igual a

cero, obtenemos que la irradiancia de la estrella esta dada por

I, =(1/2)4’(1+cos?). (4.29)

Esto significa que en ausencia del planeta la estrella no genera franjas. Sin embargo, la
interferencia entre la estrella y el planeta si genera franjas y origina parte de la sefial del
planeta /p. Es precisamente esta interferencia la que distorsiona las franjas horizontales de

la figura 4.5 y ocasiona que la visibilidad disminuya.

En la figura 4.6 mostramos una grafica de la visibilidad como funciéon de la DCO.
Obtenemos la curva por métodos numéricos a partir de las simulaciones de los

interferogramas de la estrella con y sin planeta.

Voot

0.8

0B

0.4

02

D | | | 1
0.4 045 05 0.55 06 DCO

Figura 4.6. Visibilidad como funcion de la DCO en lambdas.

" La obtencion de la expresion analitica queda como trabajo futuro.
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Se ve claramente que cuando la DCO es igual a A la visibilidad esta en su maximo.
Conforme nos alejamos de A la visibilidad decrece abruptamente hasta alcanzar el minimo

de 0.0126 cuando la DCO es cero (o un multiplo entero de A).

4.2.6. Conclusiones
Considerando que la estrella se encuentra sobre el eje de rotacion del interferometro y que
existe una DCO entre los brazos del interferometro, obtuvimos la expresion analitica de la
irradiancia debida a un sistema estrella-planeta. Demostramos que la luz de la estrella se
cancela cuando la diferencia de fase es igual a 77. Simulamos algunos interferogramas para
diferentes valores del dngulo de inclinacion, y obtuvimos la grafica de la visibilidad del

planeta en funcion de la DCO.

Encontramos que cuando la fase se aleja de Tt la visibilidad disminuye rapidamente;
alcanzando la cota inferior de 0.0126 cuando la fase es igual a 21t Si bien es pequeia, esta
visibilidad es tres 6rdenes de magnitud mayor que la visibilidad del planeta cuando es

. *
observado directamente .

" La visibilidad del planeta observado directamente es simplemente la razén entre las irradiancias del planeta
y de la estrella.
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4.3. Patron de interferencia de un sistema estrella-planeta obtenido con un IDR
considerando que la estrella tiene un pequefio angulo de inclinacion

4.3.1. Introduccion
Las limitaciones técnicas actuales no nos permiten dirigir el telescopio en la direccion de la
estrella con total precision. Siempre existe un pequefio dngulo subtendido entre la direccion
en que observa el telescopio y la direccion exacta de la estrella. Por tal motivo, resulta
conveniente conocer los patrones de interferencia generados por el sistema estrella-planeta

cuando la estrella no esta sobre el eje del telescopio.

Obtenemos la expresion analitica de la irradiancia de un sistema estrella-planeta
observado con un IDRI, considerando que la estrella mantiene un dngulo de inclinacion
respecto al eje del interferometro. Suponemos que la DCO es igual a TL. Mostramos algunas
simulaciones de los interferogramas para distintos valores del angulo de inclinacion y

obtenemos la grafica de la visibilidad del planeta en funcion del angulo de inclinacion.

4.3.2. Obtencion de la expresion analitica
En la figura 4.7 mostramos un esquema del sistema estrella-planeta. La direccion de
observacion del telescopio y el eje del interferdmetro se encuentran sobre el eje z. La letra 8
representa el angulo de inclinacion de la estrella respecto del eje z y @ establece la
orientacion de la estrella sobre el plano x’-y” alrededor del eje z. El planeta gira sobre el
plano x’’-y”’. Denotamos con & al dngulo que subtiende el planeta con la estrella (vistos
desde la tierra) y ¢ indica el dngulo de orientacion del planeta. Tanto el plano x’-y’ como

el plano x -y " son paralelos al plano del interferometro, x-y".

" Hacemos esta consideracion para que el esquema sea claro. Sin embargo, el desarrollo siguiente es valido en
caso de que el planeta gire alrededor de otro eje. El hecho de que el planeta no se encuentren en un plano
paralelo al plano del interferometro no afiade ninguna suposicion adicional, debido a la enorme distancia que
nos separa de la estrella.
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Figura 4.7. Planeta girando alrededor de una estrella. La estrella esté inclinada.

Como consecuencia de la inclinacion de la estrella el campo deja de ser constante sobre

el plano del interferometro. El campo de la estrella estd dado por

W, = dexplikp(Ocos @ [sinb)]. (4.30)

Donde las constantes cumplen con las siguientes relaciones

O=cos¢sinfS y [ =singsinpf. (4.31)

Volvemos a expresar el campo del planeta por la ecuacion 4.11:

W, =aexplikd] cos@ Usinb)]. (4.32)

4 r *
En esta ocasion las constantes estan dadas por

*
Para 3=0 recuperamos las constantes de la seccion anterior, cuando consideramos que la estrella no estaba
inclinada (ecuacion 4.10):

tan a cos tan a cos tan a cos .
0= ¢ = ¢: ¢:sma'cos¢

\/(tana'cos @)> + (tan @ sin ¢)* +1 tan a? +1 sec a
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tan Scos¢ + tan a cos @

=

X/(tan [cos @+ tan a cos ¢)° + (tan Bsing + tana sin g)* +1
y (4.33)
0= tan [sin ¢ + tan @ sin @

\/(tan [cos@+tan a cos ¢)° + (tan Bsing + tana sin @)* +1 '

El campo producido por el sistema estrella-planeta sobre el plano de entrada del

interferometro es’
W, = dexplikp(Ocos @ Usinb)]+aexplikd] cos@ [sinb)]. (4.34)
Rotando el campo un angulo AB y considerando una fase relativa igual a 11, llegamos a que

W, = Aexplik fOcos(PA & sin( G+ A O]}exp(in)
+aexp{ikd] cos(G+A 6y [sin(@+AO)]}exp(in)
=—Aexp{ikp[Ocos( A & UOsin(6+Ab)]}
—aexplikd] cos(+A 6y Usin(+A6)]}. (4.35)

El campo resultante en el plano de interferencia estd dado por

W, = Aelik gOcos€ Osin O] — Ae{ikdOcos(§A & [sin(@+AH)]}
+ aelikp( cos 800 sin &] ael{ikd] cos(FA Gy [sin(6+A6)]}. (4.36)

Es necesario incluir un factor de ‘1/4’ en la ecuacién anterior, ocasionado por la divisidn de
9

los haces al atravesar un par de veces los divisores del interferémetro. Al finalizar el

tan @ sin ¢ _ tan asin ¢ _ tan @ sin @

y O =
\/(tan a cos $)° + (tan @ sin @)* +1 tan @” +1 sec a

=sin @ sin ¢ °

" El teorema de van Cittert-Zernike permite trabajar con fuentes incoherentes como si fueran coherentes.
Ademas suponemos que el factor de coherencia entre la estrella y el planeta es igual a uno. En el capitulo III
se deduce el teorema y se analiza el caso de dos fuentes lejanas.
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desarrollo (ecuacion 4.38) incluiremos dicho factor para obtener la ecuacidon correcta

(ecuacion 4.39).

La irradiancia en el plano de observacion la obtenemos al sustituir la ecuacion 4.36 en

la ecuacidon 4.1:

I, = (Aefik gOcos & Osin O] - delik dOcos(8A & Osin(6+A6O)]}
+  aeikp( cos60 sin®] aelikd] cos(G-A G Osin(6+A6)]})
x (Ae[~ikp(Ocos@ Osin )] - de{-ikp[Ocos(@ A G Osin(6+A6)]}
+  —ael ikp( cosB0 sin®)] ae{ koD cos(GA Gy Osin(@+AO)]Y). (437

Desarrollando los productos de la ecuacion 4.37, aproximando para AB pequefio, utilizando

identidades trigonométricas y simplificando, llegamos a que la irradiancia es

Iy =247 +2a° =247 cos{kdOsin@ 6 O cos O[AF]}

—-2a’ cos{kdl sin @ & Ocos @[N]} +2Aacos{kdcos BHE +) sihB [ - O)]}
—2Aacost{kp[cos8 (e OA +6) sindl(- O+ OLAO)]}
—2Aacostkp[cos@I+ DA ¥) sinB - O-0LAO)]}
+2Adacostkp[cos @40 O - (O [A) +6) siddI(- O+ (O-0)[AO)]}. (4.38)

Incluyendo el factor debido a la division del frente de onda, y cambiando de coordenadas

polares a cartesianas obtenemos finalmente que

Iy =(1/2)4> +(1/2)a’ = (1/2)A* cos{k[y @D 6 K O D]}
—(1/2)a’ cos{k[@OM & LOMME]+(1/2)Aacos{k[xH® +) Oy [ — D]}
—(1/2)Aacos{kix @6 O +6)0 0 O+ OMDO)]}
—(1/2)Aacos{kix @+ O ¥) Iy - O-0MO)]}
+(1/2)dacos4[HF0 O- @ ) +6)0)yd(- O+ (O-90)6)]}. (4.39)

" En el apéndice II se muestra el desarrollo completo.
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Es facil comprobar que cuando la inclinacion de la estrella es igual a cero la ecuacion 4.39
se reduce a la ecuacion 4.22°. Lo cual demuestra que el desarrollo matematico de la

presente seccion es consistente con el desarrollo de la seccion 4.2.2.

El patron de interferencia depende de las irradiancias de la estrella y del planeta, asi
como de otros parametros. En especial, nos interesa conocer cémo cambian los

interferogramas conforme varia el &ngulo de inclinacion de la estrella.

4.3.3. Dependencia de la visibilidad respecto del angulo de inclinacion
Utilizando la ecuacion 4.39 simulamos los interferogramas que se muestran en la figura 4.8.
Estos corresponden a distintas posiciones del planeta que orbita la estrella (ver figura 4.7).
Consideramos que la irradiancia de la estrella es 100,000 veces mayor que la del planeta.
Convenimos que la estrella esta sobre el eje de las ‘X’ y que tiene un angulo de inclinacion
de (=0.0000005rad ([D.1°"). El numero de onda es k=300,000m™, el desplazamiento
rotacional AB=0.003rad y el angulo subtendido por el planeta respecto a la estrella es

@=0.00005rad (C10°).

Basados en los interferogramas de la figura 4.8 podemos concluir que la estrella genera
una franja oscura, y que el planeta la distorsiona de distinta manera de acuerdo con su
orientacion. La distorsion de las franjas es precisamente lo que nos interesa detectar para

poder concluir que hay algun planeta circundando la estrella.

En la primera columna de la figura 4.9 mostramos la simulacion de los interferogramas

para distintos valores del angulo de inclinacion mientras la estrella y el planeta se

" SiB=0entonces & [ =0. En este caso la irradiancia esta dada por

Ty =(1/2)4% +(12) a® = (1/2)4°
—~(1/2)acos{ kK[FO DA 6 0 CAG]} + (1/2)4a cos{ k[x I~0) + y G-0)]}
—(1/2)A4a cos{ k[xOQ-0- O AG)+ yO-0+ OOAG)]} —(1/2)A4a cos{ k[xO-0)+ y -0)}
+(1/2)4a cos{ k[x O-0- O AG)+ y q-0+ ODAG)]} -

Cancelando términos obtenemos nuevamente la ecuacion 4.22:

I =(1/2)a’>(-cos{ k(BOA & A0} -
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Figura 4.8. Interferogramas para diferentes orientaciones del planeta: 0°, 45°, 9C,
135, 180 y 225. Suponemos que la estrella se encuentra sobre el eje x.

mantienen en la direccion de las x. La segunda columna corresponde a la sefial del planeta’.
Los valores del desplazamiento rotacional, del numero de onda y de la inclinacion del

planeta respecto de la estrella son: A8=0.003rad, k=300,000m™" y a=10"".

" Seglin fue definida en la ecuacion 4.28, la sefial del planeta es igual a la sefial del sistema estrella-planeta
menos la sefial de la estrella en ausencia del planeta.
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Figura 4.9. Interferogramas (primera columna) y sefial del planeta (segunda columna)
para las siguientes inclinaciones de la estrella: 0.0001, 0.00001, 0.000001 y
0.0000001rad. La estrella y el planeta estan sobre el eje x
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Figura 4.10. Interferogramas (primera columna) y sefal del planeta (segunda columna)
para las siguientes inclinaciones de la estrella: 0.0001, 0.00001, 0.000001 y
0.0000001rad. La estrella esta sobre el eje x y el planeta sobre el eje y
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En la figura 4.10 se muestran los interferogramas para distintas inclinaciones de la
estrella. La diferencia con la figura 4.9 es unicamente la orientacion del planeta, que en esta
ocasion tiene un angulo de inclinado 90° respecto del eje de las x . Las figuras 4.9 y 4.10
nos dan una idea clara de como varian los interferogramas de un sistema estrella-planeta
cuando la direccion del telescopio no corresponde exactamente con la direccion de la

estrella.

Cuando el angulo de inclinacion es grande, las franjas son generadas inicamente por la
estrella. Estos interferogramas pueden servir para alinear el eje del interferometro con la

direccion de la estrella.

A partir de los interferogramas de las figuras 4.9 y 4.10 podemos concluir que conforme
la direccion del telescopio corresponde con la direccion de la estrella, la sefial del planeta se
vuelve mas nitida. Para medir la brillantez de la sefial del planeta utilizamos nuevamente la

definicion de visibilidad de la seccion 4.2.5:

V= (IINT _IS)max _(IINT _IS)min ) (4 40)
(IINT )max

En la figura 4.11 mostramos la dependencia de la visibilidad como funcion del angulo
de inclinacion de la estrella. Cada curva corresponde a una orientacion distinta del planeta
respecto de la estrella. Trazamos las curvas para los siguientes valores del d&ngulo ¢ : 0, 10,
20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 y 90°. Las visibilidades fueron obtenidas numéricamente a partir
de las simulaciones de los interferogramas y de la sefial del planeta (figuras 9 y 10).
Mantuvimos constantes las demas variables: @=0, k=300,000m™, A6=0.003rad y
a=0.00005rad (LJ10).

En la figura 4.11, podemos observar que existe poca diferencia entre las visibilidades
para las distintas orientaciones del planeta. Ademas es muy notorio que una pequefia

inclinacion del angulo de la estrella ocasiona una caida abrupta en la visibilidad.
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Figura 4.11 Grafica de la visibilidad en funcion del angulo de inclinacion de la
estrella. La estrella se encuentra sobre el eje de las x. Las lineas continuas
corresponden a valores de 10, 20, 30, 40, 60, 70 y 80° de ¢. Los puntos son los

valores para 0°, los asteriscos para 50° y las cruces para 90°.

4.3.4. Conclusiones
Consideramos que la estrella se encuentra fuera del eje de rotacion del interferometro y que
la DCO entre los brazos del interferometro es igual a Tt Obtuvimos la expresion analitica
para la irradiancia debida al sistema estrella-planeta. Simulamos algunos interferogramas
para distintos valores del dngulo de inclinacion de la estrella y obtuvimos la grafica de la
visibilidad del planeta en funcidon del dngulo de inclinacion. Sugerimos que el patron de
interferencia producido por la estrella puede servir para dirigir el interferémetro en
direccion de la estrella. Esto es muy importante ya que la visibilidad disminuye

abruptamente conforme el angulo de inclinacion aumenta.
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4.4. Patron de interferencia de un sistema estrella-planeta obtenido con un IDR

considerando que la estrella tiene un pequefio angulo de inclinacion y que hay DCO

4.4.1. Introduccion
En las secciones previas establecimos la dependencia de la irradiancia respecto de la DCO
y de la inclinacion de la estrella. Encontramos que la visibilidad del planeta disminuye
rapidamente cuando la DCO se separa de A/2, mientras la estrella estd sobre el eje del
interferoémetro. Por otra parte advertimos que la visibilidad disminuye drasticamente

conforme aumenta la inclinacion de la estrella, al tiempo que mantenemos en 1tla DCO.

Se podria pensar que cuando la estrella se encuentra inclinada y la DCO es diferente
de Tt la suma de ambos efectos contribuira a que la sefal del planeta se desvanezca. Sin
embargo, a continuacion demostramos que la visibilidad depende preponderantemente de la
inclinacion de la estrella. Habiendo un efecto apreciable de la DCO sobre la visibilidad s6lo

para angulos pequefios de inclinacion (del orden de prad).

4.4.2. Obtencion de la expresion general
Consideramos que la estrella subtiende un angulo de inclinaciéon [ respecto del eje del
interferometro. El esquema del sistema estrella-planeta es el mismo que se muestra en la
figura 4.7 de la seccion 4.3.2. La direccion de observacion del telescopio y el eje del
interferometro estdn sobre el eje z. @es el angulo de giro de la estrella alrededor del eje z,
sobre el plano x’-y’. Denotamos con « el angulo que subtiende el planeta con la estrella
(vistos desde Tierra) y con ¢ indicamos el angulo de giro del planeta sobre el plano x’’-y”".

Tanto el plano x -y’ como el plano x -y son paralelos al plano del interferometro, x-y".

El campo producido por el sistema estrella-planeta sobre el plano de incidencia del

interferdmetro esta dado por la ecuacion 4.34:

" Hacemos esta consideracion para que el esquema sea claro. Sin embargo, el desarrollo siguiente es valido en
caso de que el planeta gire alrededor de otro eje. El hecho de que el planeta no se encuentren en un plano
paralelo al plano del interferometro no afiade ninguna suposicion adicional.
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W, = dexplikp(Ocos @ Usinb)]+aexplikd] cos@ [sinb)]. (4.41)

Donde los constantes cumplen con las ecuaciones 4.31 y 4.33:

O=cos¢sinfS y [ =singsinpf; (4.42a)

o tan Scos¢ + tan a cos @

X/(tan [cos @+ tan a cos ¢)° + (tan Bsing + tana sin g)* +1
y (4.42b)

tan [sin ¢ + tan @' sin @

0= :
\/(tan [cos @+ tan a cos ¢)° + (tan Bsing + tana sin @)* +1

Después de que la onda atraviesa el divisor de haz obtenemos dos frentes de onda iguales.
Uno de los cuales llega sin sufrir cambio alguno hasta el plano de observacion y el otro es

rotado respecto del primero. Rotando el frente un angulo AB obtenemos que

W, = dexplikdOcos(#A & Usin(+A0)]}
+aexp{ikd] cos(+A 6y [sin(@+A0)]}. (4.43)

El campo resultante en el plano de observacion, cuando llegan en fase ambos frentes de
onda, estd dado por la suma de los campos (ecuaciones 4.41 y 4.43). Ademas incluimos un

factor de fase arbitraria 0, entre los dos frentes de onda, para obtener la expresion general:

W, = Aelikp(Ocos @ [sinf)]+ Aeli(k gOcos(#A & Usin(8+AH)]+9)}
+ ae[ikp( cos8 sin&y] aefi(kd] cos(FA Gx Usin(@+AH)]+9)}. (4.44)

Ya que cada uno de los haces se divide un par de veces al atravesar los divisores del

interferdmetro, es necesario incluir un factor de 1/4 en la ecuacion anterior. Al finalizar el
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desarrollo (ecuacion 4.46) incluiremos dicho factor para obtener la expresion correcta

(ecuacion 4.47).

La irradiancia en el plano de observacion la obtenemos al sustituir la ecuacion 4.44 en

la definicion de irradiancia (ecuacion 4.1):

1y = (Aelikp(Ocos & Osin )]+ deli(k dOcos(8A & Osin(6+A6)]+ )}
+  adikp( cos60 sinG3 aeli(kpl cos(B-A Gy Osin(6+A6)]} + )

x (Ae[~ikp(Ocos@ Osin B)]+ de{=i(kp[Ocos( A & Osin(6+A6)]+ )}
+  —ae[ ikp( cosO0 sinOH ae{ i(kol cos(G-A GF Osin(6+AO)]}+0)). (4.45)

Desarrollando los productos de la ecuacion 4.45, aproximando para AB pequefio, utilizando

identidades trigonométricas y simplificando’, llegamos a que la irradiancia es

Iy =2A4° +2a* +24° cos{k plh §0sin 8 [ cos 8] — I}
+2a’ cos{kip @] sin & Ocos d] -} +2A4acosikpcos GHE +) sinB [ — )]}
+2Aacos{kp[cosB o OA +6) sindI(— O+ OLAG)]-3J}
+2Aacos{kp[cos@ I+ OMA ¥) sinB - O-0[AO)]+}
+2Adacos{kp[cos @140 O - (O [A) +6) siddI(- O+ (O-0)[AO)]}. (4.46)

Incluyendo el factor debido a la division del frente de onda, y cambiando de coordenadas

polares a cartesianas obtenemos finalmente que

Ly, =(1/2)4% +(1/2)a* +(1/2) 4% cos{k N[y & & O]- 3}
+(1/2)a’ cos{lN G0- D0O]-0)+(1/2)Aacos{k[xEHE +) Oy [ — O]}
+(1/2)dacos{kfx[@¢- O +6)0,0(- O+ OMG)] -3
+(1/2)Aacos{kix @@+ O ) Oy - O-0MAG)]+3}
+(1/2)dacos4[HF0 O- @ ) +6)0)yd(- O+ (O-90)6)]}. (4.47)

" En el apéndice III mostramos el desarrollo completo.
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A partir de esta ecuacidon podemos obtener las expresiones generales de las secciones

previas (ecuaciones 4.20 y 4.39). Suponiendo que la estrella se encuentra sobre el eje del

interferometro tenemos que
O=cos¢gsinfF=0 y [ =singsinf=0. (4.48)
Sustituyendo estos valores en la ecuacion 4.47 obtenemos que la irradiancia es

Iy =(1/2)4> +(1/2)a” +(1/2)A* cos {0}
+(1/2)a* cosf@ GRI0- A0 -0 +(1/2)Aacos{k[x {-0) + y {-0)]}
+(1/2)dacos{k MG x (-3 O)+y Q-+ O)]-3
+(1/2)Aa cos{k[x {-0) + y {-0)] + J}
+(1/2)Aacos{k[x -3 OME)+y-0Or OMG)]}. (4.49)

r . *
Reacomodando términos obtenemos que

Ly =(1/2a*f cosfld 600y O&)-3]}+(1/2)4> (1 +cos )
+(1/2)Aafcodlk(x0  13] cos[k0 ¥ Oy)-3]}
+(1/2)Aacos{k] (= ¥A G O(y+xDO)]}
+(1/2)Aacos{k] (= YD GF O(y +x [DG)]+J}. (4.50)

Por otra parte, podemos considerar que la fase relativa es igual a Tten la ecuacion 4.47,

obteniendo que la irradiancia es

Ly =(1/2) 4> +(1/2)a” +(1/2) 4% cos {k DOy B K O]-7m

+(1/2)a’ cosfN OO0~ B0 - +(1/2)dacosk[xH@ +) Oy - O)]}
+(1/2)dacos{kx 16 0D +0)00(- O+ OO -1

* .,
Recordemos que la funcién coseno es par.
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+(1/2)Aacosikix@+ O ) Oy - O-0ME)]+m
+(1/2)dacos%[fH O- @ ) +6) 00 O+ (O-0)DH)]}. (4.51)

La funcién coseno cumple con la siguiente relacion:

cos(yxt7m)=cosyléostFsiny [€in77=—cos). (4.52)

Utilizando esta propiedad, la expresion 4.47 se reduce a la ecuacion 4.39:

Iy =(1/2)4> +(1/2)a’ =(1/2)A? cos{k[y @D 6 K O D]}
—(1/2)a’ cos{k[@OM & LOMME]+(1/2)Aacos{k[xH® +) Oy [ - D]}
—(1/2)Aacos{kix @6 O +6)0,0- O+ OMDO)]}
—(1/2)Aacos{kix @+ O ¥) Oy Q- O-0M6)]}
+(1/2)dacos4[HF0 O- @ ) +6)0)yd(- O+ (O-0)6)]}. (4.53)

Hemos obtenido las ecuaciones 4.20 y la 4.39 a partir de la ecuacion 4.47. Lo cual muestra

que hay consistencia en nuestros desarrollos matematicos.

4.4.3. Dependencia de la visibilidad respecto del angulo de inclinacion y de la DCO
Utilizando la ecuacion 4.53 hacemos las simulaciones que se muestran en las figuras 4.12,
4.13,4.14 y 4.15. En la primera columna mostramos los interferogramas y en la segunda la
sefial del planeta’. En orden descendente las simulaciones corresponden a los valores
N2, N2+N500, M2+N100 yA/2+A/50 de la DCO. Establecemos que la irradiancia de la
estrella es 100,000 veces mayor que la del planeta. Convenimos que la estrella esta sobre el
eje ‘x’. El nimero de onda es k=300,000m™, el desplazamiento rotacional AB=0.003rad y el

angulo subtendido por el planeta respecto a la estrella es a=0.00005rad ([110°”).

" Seglin fue definida en la ecuacion 4.28, la sefial del planeta es igual a la sefial del sistema estrella-planeta
menos la sefial de la estrella en ausencia del planeta.
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Figura 4.14 Interferogramas (primera columna) y sefial del planeta (segunda columna)
para las siguientes DCO: A/2, A/2+A/500, AM/2+N100 y X2+A/50. La estrella esta
inclinada 0.000001rad sobre el eje x. El planeta esta sobre el eje y.
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Figura 4.15 Interferogramas (primera columna) y sefial del planeta (segunda columna)

para las siguientes DCO: A/2, A/2+A/500, AM/2+N100 y X2+A/50. La estrella esta
inclinada 0.0000001rad sobre el eje x. El planeta esta sobre el eje y.
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En las simulaciones mostradas en las figuras 4.12 y 4.13 el planeta se encuentra
orientado sobre eje x, y en las figuras 4.14 y 4.15 el planeta forma un angulo de 90°
respecto al eje x . La estrella subtiende un angulo de inclinacion de 0.000001rad ([0.2’) en
las simulaciones de las figuras 4.12 y 4.14, y 0.0000001rad ([0.02") para las figuras 4.13 y
4.15.

Al observar las figuras 4.12 y 4.15 notamos que al aumentar la DCO el patron de
interferencia se desplaza hacia la parte inferior del plano de observacion; sobre el eje y. En

cambio la sefial del planeta no cambia apreciablemente.

Los efectos debidos al cambio en la DCO se notan mas cuando el angulo de
inclinacion es 0.0000001rad ([0.02°, ver figuras 4.13 y 4.15). En este caso, mientras que la

sefial de la imagen disminuye, la sefial del planeta aumenta ligeramente.

Para medir la brillantez de la senal del planeta utilizamos nuevamente la definicion

de visibilidad de la seccion 4.2.5:

V= (IINT _IS)max _(IINT _IS)min ) (454)
(IINT)max

En las figuras 4.16, 4.17, 4.18, 4.19 mostramos la dependencia de la visibilidad" en
funcion del dngulo de inclinacion de la estrella. Cada una de las figuras corresponde al
angulo ¢ igual a 0, 50, 90 y 180° respectivamente. Ademas, las cinco curvas que se

muestran en cada una de las figuras se relacionan con las siguientes DCO:

N2+N30, N2+N/60, N2+A/90, AN/2+A/120 y R+A/150.

En la figura 4.19 la visibilidad de la estrella tiende a cero cuando la inclinacion de la

estrella tiende a 0.00005rad. Esto es consecuencia de que para dicho dngulo el planeta se

" En la figura 4.7 se muestra el angulo de orientacion del planeta Q.

T La visibilidad la obtenemos numéricamente a partir de la simulacion de los interferogramas y de la sefial del
planeta.
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encuentra sobre el eje del interferometro, de tal forma que su sefial es cancelada por el

IDRI.

Resulta claro que conforme aumenta el angulo de inclinacion, la visibilidad alcanza
un valor constante cercano a 0.012. Este valor depende de la orientacion del planeta, pero
es independiente de la DCO, al menos para los valores considerados. Para apreciar con
mayor claridad la dependencia de la visibilidad en funcion de la DCO mostramos las

figuras 4.20, 4.21,4.22 y 4.23.
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] | |
a 0.5 1 15

ﬁ (rad) x 10
Figura 4.16 Grafica de la visibilidad en funcion del angulo de inclinacion de la
estrella. Las curvas corresponden a A/2+A/30, A/2+A/60, AM/2+N/90, A/2+N/120 y
A/2+A/150 de DCO. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta forma un
angulo ¢ de 0° respecto del eje x.
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Figura 4.17 Grafica de la visibilidad en funcion del angulo de inclinacion de la

1.5
-4

estrella. Las curvas corresponden a A/2+A/30, A/2+A/60, A/2+N/90, A/2+N/120 y
A/2+A/150 de DCO. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta forma un

angulo ¢ de 50° respecto del eje x.
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Figura 4.18 Grafica de la visibilidad en funcion del angulo de inclinacion de la

estrella. Las curvas corresponden a A/2+A/30, A/2+A/60, AM/2+N/90, A/2+N/120 y

A/2+A/150 de DCO. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta forma un
angulo @ de 90° respecto del eje x.
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Figura 4.19 Grafica de la visibilidad en funcion del angulo de inclinacion de la

estrella. Las curvas corresponden a A/2+A/30, A/2+A/60, AM/2+N/90, A/2+N/120 y

A/2+A/150 de DCO. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta forma un
angulo ¢ de 180° respecto del eje x.

Las figuras 4.20, 4.21, 4.22 y 4.23 corresponden al angulo ¢ igual a 0°, 50°, 90° y

180° respectivamente. Estas muestran la dependencia de la visibilidad en funcién de la
DCO. En todas las figuras aparecen seis curvas, relacionadas cada una con 0.00005,
0.0001, 0.00015, 0.0002, 0.00025 y 0.0003rad del angulo de inclinacion de la estrella. En
todas las curvas se aprecia que cuando la DCO se aproxima a A la visibilidad tiende a un

valor constante independientemente de la orientacidon y del angulo de inclinacion.
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Figura 4.20 Grafica de la visibilidad en funcion de la DCO. Curvas para diferentes

angulos de inclinacion de la estrella. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta
subtiende un angulo ¢ 0° respecto de la horizontal.
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Figura 4.21 Grafica de la visibilidad en funcion de la DCO. Curvas para diferentes
angulos de inclinacion de la estrella. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta
subtiende un angulo ¢ 50° respecto de la horizontal.
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Figura 4.22 Grafica de la visibilidad en funcion de la DCO. Curvas para diferentes
angulos de inclinacion de la estrella. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta
subtiende un angulo ¢ 90° respecto de la horizontal.
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Figura 4.23 Grafica de la visibilidad en funcion de la DCO. Curvas para diferentes
angulos de inclinacion de la estrella. La estrella se encuentra sobre el eje x y el planeta
subtiende un angulo ¢ 180° respecto de la horizontal.

4.4.4. Conclusiones
Obtuvimos la expresion analitica de la irradiancia debida al sistema estrella-planeta en
funcion del éangulo de inclinacion de la estrella y de la DCO. Simulamos varios
interferogramas para distintos valores del angulo de inclinacion de la estrella y de la DCO.
Mostramos la grafica de la visibilidad del planeta en funcion de la DCO y del angulo de
inclinacion. Cuando el angulo de inclinacion de la estrella crece la visibilidad tiende a un
valor constante ([1.012), dependiente de la orientacion del planeta. Ademas este valor de la

visibilidad es independiente de la DCO.
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Apéndice I. Desarrollo de la expresion analitica de la irradiancia en funcion de la DCO

En el presente apéndice obtenemos la ecuacion 4.19 a partir de la ecuacion 4.18.

Inicialmente tenemos la ecuacion 4.18:

1,7 {4 expld] aexpitd kMl cos(BA G Usin@+AH)])}+aexplkd] cos# Usinb)]}
x 1 exp(#0)] aexp®i(0 HY cos@ +O)I sindA OB} aexp ikd( cosd sinb)]}.(1.1)

Desarrollando los productos obtenemos:

Iy =a’ explik @ cos € Osin Glexp{ i(¥ kA cos(8A G Osin(8+AH)))}
+ a’exp[ ik @ cos € Osin Glexpli(® kdl cos(GA Gy Usin(6+AH)])} +2a°
+  Aaexp{ i(kp[ co@® +9)0 sin@A 6] O Aaexp[ ikd(] cos@ [sinb)]
+ Aaexp{i(kpld cos(6+rA Gy Osin(@ +AB)] +0)} + Aaexplikd( cos@ [IsinB)]
+  Aaexp[ i{kpQ cos@ Osin@) —3}]+ Aaexpli(kpld cos@ Osin6)—J)]
+  Aaexp{ ikdDd cos(B-A 6y Osin(@+AB)]}+ Aaexplikdd cos(@GA 6y Usin@+AH)]}
+ A% exp(i0) + A% exp(-id) +24°. (1.2)

Para reducir la ecuacion 1.2 simplificamos separadamente cada término. Comenzamos con

el primer término:

explikd( cos@ [sin@)Jexp{ i(® kMl cos(FA Gy Usin(6+A0)])}
=expl{i(kp{+LcosG cos(6rA 6} [sind —sin(6 +AH)]}-9)}. (1.3)

Desarrollando en series de Taylor y aproximando para AB pequefio obtenemos:

expli(kp{d [cos & cos(BrA O)F [sin 8 —sin(8 +Ab)]} —9)}
=expi{i(kd] sin@D & OcosG[NO]-0)}. 1.4)

79



Siguiendo los mismos pasos llegamos a que el segundo término de 1.2 se reduce a:

exp{ i(kd] sindD & [cos@[DNG]-0)}. (L.5)

Sumando los términos anteriores (1.4 y 15) y  utilizando la relacion

“exp{ix} +exp{—ix} =2cos{x}’ obtenemos:

expli(kp[ siblf —-60 coslh & ¥ exp{ i(kd] sin@Dh & Ocos@[AO]-0)}
=2cos{kdl] sin@D & [cosO[NO]-3I}. 1.6)

Recurriendo nuevamente a la relacion ‘exp{ix} +exp{—ix} =2cos{x}’ simplificamos los

términos 12° y 13°,8°y 9°,5° y7°,10°y 11°, y 4° y 6

exp(i0) +exp(—id) =2cos(9); 1.7

exp{ i[ko cos@ Usinf)—-09]} +explilkd cos& [sinb) -]}
=2cos{kdl] cos@ [Isinf]-9J}; (1.8)

exp{ ikp( cos@ sinfy exp{ikd] cos@ [sinH)} =2cos{kd] cos@ sind]};(1.9)

exp{ ikp[ co@ )1 sin@A OOF explikd] cos(+A 6y Osin(+A6O)]}
=2cos{kd] cos(FA 6y [sin(8+A6)]}; (1.10)

exp{ i(kdd cos@A G¥ Usin@+A0)[+0)}+ expli(kdl cos(@GA Gx [sin@+AH)]+9)}
=2cos{kd] cos(+A O¥ Usin(8+AG)]+3J}. 1.11)
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Sustituyendo los términos reducidos (relaciones 1.11, 1.10, 1.9, 1.8, 1.7 y 1.6) en 1.2
obtenemos:
I, 2a°# cos[lkd sin @ & [cos @[AE) -]} +24° (1 +cos )

+2Aa{cos[kp( cosB sin&y] cos[kgd cos@ [Isinf)-9I]}

+2Aacos{kpdl cos(+A Gx Usin(@ +AB)]+ IS}

+2Aacos{kd] cos(+A Gy Usin(@+ABH)]}. {rn

Desarrollando en series de Taylor y aproximando para A8 pequefio, obtenemos finalmente
la ecuacion 4.19:
I,z 2a°# cos[lkd sin @ & [cos @[AE) —I]} +24° (1 +cos )

+2Aa{cos[kp( cosB sin&] cos[kgd cos@ [Isinf)—-I]}

+2Aacos{kpd (cos& sindDN G% [(sin@ +cosG[AO)]+ O]}

+2Aacos{kd] (cos& sin@D Gy [(sinf+cosO[AO)]}. 112)
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Apéndice II. Desarrollo de la expresion analitica de la irradiancia en funcion del angulo
de inclinacion de la estrella

Obtenemos la ecuacion 4.38 a partir de la ecuacion 4.37. Iniciamos con la ecuacion 4.37:

I, = (Aefik gOcos & Osin O] - delik dOcos(8A & Osin(6+A6O)]}
+  aeikp( cos60 sin®] aelikd] cos(G-A G Osin(6+AH)]})
x (Ae[~ikp(Ocos@ O sin )] - de{~ikp[Ocos(@ A G Osin(6+A6)]}
+  —ael ikp( cosB0 sin®] ae{ ikl cos(GA 6F Osin(@+A06)}).  (IL1)

Al desarrollar los productos obtenemos los siguientes dieciséis términos:

Iy, =A> +A> +a* +a’

— A’efik gOcos ¥ Osin ] {-ikdOcos(#A & Osin(6+AH)]}

- e[l cos @1 sin @] ef ikd) cos(8A G Osin(8+A06)]}
- A*e[—ik gOcos¥ [sin O|Le{ikdOcos(#A & Osin(8+A6O)]}

- a’e[ A cos @1 sin @] efikd) cos(&A G Osin(d+A06)]}
+(Aaelikp(Ocesd]  sin@)] < ikd( cos@ [Isin8)]
- Aae[ikp(Ocos80  sin@)] ef kol cos(GA 6% Osin(G+A6)]}
- Aae{ikp[Ocos(B +6)0 sin@A ) < ikdl cos@ [Osinb)]
+ Aae{ikp[Ocod(8 +9)0 sin@A O ef kol cos(&A 6y Osin(8+A6)]}
+ Aae[ikpgQ cos@ Osin 8)] {—ikp(Ocos® [ sin G)]
- AaelikgQ cos@ [sin8)]2{-ikp[Ocos(FA & Osin(d+A6)]}
+ Aae{ikdl) cos(6rA 6% Usin(8 +AB)]} e{—ikp[Ocos(BA G Osin(d+A6)]}
— Aae{ikpl) cos(6-A Oy Usin(8 +Ab)]} {—ikp(Ocosd O sinb)]. (I1.2)

A continuacién reducimos cada uno de los términos por separado. Primero simplificamos el

sexto término:
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a’ explikd] cos@ Osin@)]exp{ ikdl cos(&A G Osin(f+AH)]}
=a’ exp(ik @1 [cos & cos(@ A OF [[sin @-sin(8+AH)]})

Desarrollando en series de Taylor y aproximando para AB pequefio

exp(ikpld [cosG cos(+A O)F [sinf —sin(6+AH)]})
= elikdl sin@N & [Ocos@[AF]}.

Siguiendo los mismos pasos reducimos el octavo término a:

a’exp{ ik sin@\ & Ocos@NI]}.

Sumando los términos anteriores obtenemos:

—a’exp{ildd siod -1 cosh OF a’exp{ ikl sin @ & cosOINE]}

=—2a’cos{kd sin@h & Ocos@NI]}.

(IL3)

(IL4)

(IL.5)

(1L.6)

De la misma forma simplificamos los términos quinto y séptimo, noveno y décimo tercero,

décimo y décimo quinto, décimo primero y décimo cuarto, y décimo segundo y décimo

sexto. Obteniendo respectivamente:

—2A%cos{kdOsin@ € [OcosfLNE]}.

2A4acos{kp[cosGH® +) sinB - 0O)]},

—2Aacost{kp[cos8 (e OA +6) sindl(- O+ OLAO)]},

—2Aacostkp[cos @I+ OMA ¥) sinB - O-0LAG)]},

(IL7)

(IL8)

(1L.9)

(IL.10)
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2A4acos{kp[cos@HO - (O [A) +6) siddl(- O+ (O-0)[AO)]}. (IL.11)

Sustituyendo los términos reducidos (I1.6, I1.7, 1.8, 11.9, I1.10 y I1.11) en la ecuacion I1.2

obtenemos finalmente la ecuacion 4.37:

Iy =24 +2a° =247 cos{kd0sin@ 6 O cos O[AL]}
—-2a’ cos{kdl sin @ & Ocos @[N]} +2Aacos{kdcos BHE +) sihB [ - O)]}
—2Aacost{kp[cos8 (o OA +6) sindl(- O+ OLAO)]}
—2Aacostkp[cos@I+ DA ¥) sinB - O-0LAO)]}
+2Adacos{kp[cos @40 O - (O [A) +6) siddI(- O+ (O-0)[AO)]}. (I1.12)
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Apéndice II1. Desarrollo de la expresion analitica de la irradiancia en funcion del
angulo de inclinacion de la estrella y de la DCO
En este apéndice obtenemos la ecuacion 4.46 a partir de la ecuacion 4.45. Iniciamos con la

ecuacion 4.45:

1,y = (Aelikp(Ocos @ Usin )]+ Aefli(k 40cos(#A & Usin(8+AH)|+0)}
+ ae[ikp( cos80 sin&y] aefi(kd] cos(FrA Gx Usin(6 +Ab)]} +9))
X (Ae[-ikp(Ocos@ Osin )]+ de{—i(kp[Ocos(G A & Osin(d+AH)]+9)}
+  —ael ikp( cosfU sinfH ae{ (ko] cos(G+A ¥ Usin(@ +AO)]}+0)). (IL1)

Al desarrollar los productos obtenemos los siguientes 16 términos:

Iy =A* +4* +a* +a’
+ A’e[ik @0cos ¥ sin §]e{-ik d0cos(#A & Osin(d+A6H)]-3}
a*elill@ cos @1 sin @] e{ ik A cos(GA G Usin(8+A6)]-0}
+ A e[—ik @O cos¥ O sin §]Lefik dOcos(#A & sin(8+AH)]+ I}
a’e k@ cos @1 sin @] e{ik A cos(8A G Usin(8+AH)]+ I}
+ Aaelikp(Ocos@] sin@)] = ikd( cos@& [sinb)]
+ Aaelikp(Ocas 80  sin )] e{ ko cos(-A 6% [sin(8 +AG)] -}
+ Aaelikp[Ocos(B +0)0 sin@A & &} < ikdd cos@ [sinb)]
+ Aaelikp[Ocos{B +0)0 sin(#A 6¥ ) ef iko] cos(FA 6% Usin(6 +AB)] -0}
+ (Aaelikd( cos@ UOsin )] [—ikp(Ccos® [sinb)]
+ Aaelikpd cos@ [Isin )] Lé{—ikp[Ocos(8 A & [sin(8 +AG)] -9}
+ Aaefikp[] cos(6rA O sin(@ +Ab)] + 0} [é{—ikp[Ocos(GFA & [sin(@+AbH)] -9}
+ Aaelikp[d cos(6-rA Gy Usin(8 + AB)] + 5} [é[—ikp(Ocosd [sinb)]. (I11.2)

A continuacion reducimos cada término por separado. Iniciamos simplificando el sexto

término:
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a’ explikd] cos@ Osin@)]exp{ ik cos(dA G Osin(8+AH)]- I}
=a’ exp(ik A [cos & cos(@ A OF [sin —sin(8+AH)]} - ) (I111.3)

Desarrollando en series de Taylor y aproximando para AB pequeiio:

exp(ikpfd [cos G- cos(BrA O)F [sin8 —sin(@ + AB)]} —0)
= elikdl sin@N 6 [Ocos@[DNG]-3I}. (I1L.4)

Siguiendo los mismos pasos el octavo término se reduce a

a’exp{ ik Al sin @\ & Ocos B[AG]+ ). (111.5)

Sumando los términos anteriores obtenemos:

a’explild sibld -0 cos & &# a’exp{ ik@ sin @\ & Ocos OING]+ I}
=2a’cos{p @ sin@ Ocosd]-3}. (111.6)

De la misma forma simplificamos los términos quinto y séptimo, noveno y décimo tercero,
décimo y décimo sexto, décimo primero y décimo cuarto, y décimo segundo y décimo

quinto. Obteniendo respectivamente:

24° cos{k plh dOsin € [ cos G-} . (I11.7)
2Aacos{kp[cos HT +) sinB (- O)]}, (I11.8)
24acos{kplcosA6- 0D +6) simdl(- O+ ORAG)]-3}, (I11.9)
2A4acos{kplcos O+ O H) siiBH - O-0MDE)]+3}, (I11.10)
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2A4acos{kp[cos@HO - (O [A) +6) siddl(- O+ (O-0)[AO)]}. (IIL.11)

Sustituyendo los términos reducidos (I11.6, I11.7, 1118, I11.9, I11.10 y I11.11) en la ecuacion

I11.2 obtenemos finalmente la ecuacion 4.46:

Ly =2A4° +2a* +24% cos{k ptD 0sin 6 O cos 6] - J}

+2a’ cos{kip @] sin & Ocos 8] -} +2A4acosikpcos GHE +) sinB [ — )]}
+2Aacos{kp[cosB o OA +6) sindI(— O+ OLAG)]-3J}

+2Aacos{kp[cos@ I+ OMA ¥H) sinB - O-0[AO)]+}

+2Adacos{kp[cos @0 O—- (O [A) +6) siddI(- O+ (O-0)[AO)]}. (I11.12)
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Apéndice 1IV. Glosario

A continuacion mostramos una lista de simbolos y abreviaturas que aparecen con

frecuencia en el capitulo. Estan acomodados en el orden con que fueron apareciendo.

IDRI Interferdmetro de desplazamiento rotacional infinitesimal
DCO Diferencia de camino 6ptico

IDR Interferémetro de desplazamiento rotacional

Y Magnitud del campo electromagnético o simplemente campo
1 Irradiancia o intensidad

a Angulo de inclinacion del planeta

[ Angulo de orientacion del planeta en el plano de la estrella
A Amplitud del campo de la estrella

k Numero de onda

k Direccion del vector de propagacion de onda

Amplitud del campo del planeta

Longitud de onda

(Tau estilizada) Constante relacionada por las ecuaciones 4.10 y 4.33
(Aleph) Constante relacionada por las ecuaciones 4.10 y 4.33
Posicion radial en coordenadas cilindricas

Angulo de axial en coordenadas cilindricas

& ™ ™ O 0O > =

Diferencia de fase

>

(7] Angulo de rotacién de uno de los frentes de onda
Visibilidad de la sefial del planeta
Angulo de inclinacion de la estrella
Angulo de orientacion de la estrella

(Rombo) Constante relacionada por las ecuaciones 4.31

O < " <

(P estilizada) Constante relacionada por las ecuaciones 4.31

e Abreviacion de exp (exponencial)
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Vv

Conclusiones

Hemos obtenido la expresion analitica de la distribucion de intensidades, debida a un
sistema estrella-planeta mediante un interferometro de desplazamiento rotacional, en
funcion del angulo de inclinacion del telescopio (respecto de la estrella) y en funcion de la
diferencia de camino Optico que hay entre los brazos del interferometro. A partir de la
ecuacion hemos simulado los interferogramas para diferentes valores del angulo de

inclinacion y de la diferencia de camino Optico.

Utilizando los interferogramas, calculamos la visibilidad de la sefial del planeta como
funcion de la diferencia de camino optico y del dngulo de inclinacion de la estrella.
Encontramos que la visibilidad es igual a uno, para el caso idealizado en que la diferencia
de caminos opticos es A/2 y el angulo de inclinacion es cero. Sin embargo, conforme nos
alejamos de estas condiciones ideales la visibilidad decae abruptamente. Para dngulos de
inclinacion de la estrella del orden del dngulo de inclinacion del planeta, la sefial que
predomina es la sefal de la estrella. En este caso, las franjas del patron de interferencia nos

pueden servir para alinear el telescopio con la estrella.

Aunque en primera instancia la visibilidad decae abruptamente es indudable que el
interferémetro de desplazamiento rotacional mejora la visibilidad de la sefial del planeta.
Observando las graficas de visibilidad podemos notar que aun para pésimos valores de la
diferencia de caminos Opticos y para angulos de inclinacion del orden de inclinacion del
planeta la visibilidad se mantiene cerca de 0.012, lo cual significa una mejora, en la sefial

del planeta, de tres 6rdenes de magnitud.
En el capitulo de II se mencionan varias técnicas de deteccion, por métodos indirectos,

que estan teniendo bastante éxito. Tales técnicas tienen la desventaja de que no detectan la

luz de estrella y por lo tanto, estd limitada la informacion que nos proporciona. La enorme
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ventaja del interferometro de desplazamiento rotacional es que detecta de manera directa la
luz del planeta. Ademas puede servir para decidir si algunos de los planetas detectados son
en realidad un compafiero planetario de la estrella. Aunque debido a la disminucion abrupta

de la visibilidad estan limitados a observar estrellas cercanas al Sol.

Los siguientes son los tres ejes centrales del trabajo que queda por realizar: introducir
aberraciones y desviaciones en el frente de onda ocasionadas por el interferdémetro; dejar de
considerar a la estrella como si fuera una fuente puntual; realizar experimentos para

comprobar los resultados.
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