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Capitulo I

Estudio de una funcidén invariante basada en la
difraccién de haces gaussianos aplicada a
trazos de rayos

Resumen

En este trabajo se presenta una propuesta basada en las
caracteristicas de propagacidén de los haces gaussianos para
la realizacidén del trazo de rayos en sistemas Oopticos. Este
método explota las propiedades ondulatorias de la 1luz
representadas por el fenbébmeno de la difraccidén para
relacionar los parametros difractivos propios de los haces
gaussianos con las condiciones geométricas caracteristicas
del trazo de rayos. Con el fin de realizar una descripcidn
detallada de esta propuesta se presentan algunos ejemplos
descriptivos gque muestran la versatilidad y precisién de esta
técnica. Adicionalmente se presenta el desarrollo analitico
correspondiente. Aunque en este trabajo no se muestra
explicitamente, el usar esta técnica abre la posibilidad de
calcular el patrdédn de difraccidén correspondiente al sistema
6ptico bajo estudio en un plano de observacién de interés.

Introduccidn

El trazo de rayos representa una herramienta fundamental para
la caracterizacién de un sistema éptico’™?. Por ejemplo las
lentes convencionales que encontramos cotidianamente para su
utilizacién % aprovechamiento han sido disefadas y
optimizadas mediante algun programa de cémputo’.
Adicionalmente en la instrumentacidén moderna los sistemas
6pticos se han vuelto parte fundamental del qguehacer
cotidiano, por ejemplo en aplicaciones médicas®™®,
aplicaciones biomédicas&g, telecomunicacioneslml% metrologia
2 entre otras. AUn mds, la nanotecnologia, y especialmente
la nano—épticaly{5, han mostrado un tremendo auge en estos
dias. A medida que las componentes Oépticas son mas refinadas
y sofisticadas, las condiciones de disefio y de pruebas se
vuelven cada vez mds complejas. Basicamente la complejidad en
el disefio de estas componentes modernas radica en que la luz
(ondas electromagnéticas) presenta naturaleza ondulatorial®t®
por lo que las técnicas convencionales de trazo de rayos no
resultan ser suficientes para una caracterizacidén adecuada,
ya que las caracteristicas difractivas a este nivel influyen
en gran medida en el comportamiento de las componentes. Por

ejemplo, para encontrar la “funcidn de transferencia



puntual”, ampliamente conocida como PSF por sus siglas en
inglés, es necesario trazar cientos de rayos para obtener una
estimacién de dicha funcién'®?°. Sin embargo, esta estimacién
obtenida geométricamente representa en la mayoria de los
casos apenas una aproximacidén, vya gue no presenta detalles
finos que pueden ser muy importantes especialmente en 4reas
como la holografia vy 1la interferometria. Adicionalmente,
mediante el trazo de rayos seria préacticamente imposible
obtener una estimacién detallada de la respuesta debida a 1la
difraccidén en alguna zona distinta a la del foco geométrico.
En este sentido se wvuelve necesario el estudio analitico vy
disefio de nuevas herramientas de cdlculo y de prueba de tan

refinadas componentes oépticas.

Con el fin de coadyuvar en la propuesta de contar con
herramientas mds precisas que permitan la caracterizacidn mas
puntual de las componentes &épticas modernas, en este trabajo
se presenta una propuesta en la <cual la teoria de 1la
difraccién es aplicada para caracterizar un sistema O&ptico.
Esta propuesta, ademds de utilizar cdlculos de difraccidn,
permite tener un enfoque geométrico, de una manera similar a
la realizada mediante el trazo de rayos, ofreciendo 1la
posibilidad de realizar calculos del patrdédn de difraccidn. En
este sentido es importante aclarar que en este reporte no se
presentan patrones de difraccidén ya que el alcance de este
trabajo se limita a presentar por primera vez la posibilidad
de combinar una técnica difractiva con una técnica de trazo
de rayos. Este reporte se limita a presentar los desarrollos
analiticos necesarios asi como algunos ejemplos particulares
de trazo de rayos, dejando para un futuro la investigacidn
que permita calcular los patrones de difraccién
correspondientes.

La presentacidén de este trabajo se divide en capitulos
de la siguiente manera: en el capitulo 2 se presentan los
principios analiticos de la propagacién de 1la 1luz, en el
capitulo 3 se muestra el desarrollo tedérico de la gaussiana
invariante, en el capitulo 4 se presentan algunos cdédigos de
los ejemplos tratados, y finalmente en el capitulo 5 se
presentan las conclusiones y perspectivas a futuro.



Capitulo II

La integral de Propagacidén de Fresnel

El método més wutilizado para la realizacidén del célculo
analitico de 1la propagacién de un frente de onda es la
integral de propagacién de Fresnel. Esta integral permite
determinar la distribucidén de amplitud de la propagacidn de
una onda desde un plano objeto (x,y) hasta un plano imagen
(§,m) . Ambos planos son paralelos entre si y estdn separados
una distancia z como se indica en la figura (2.1).
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Figura (2.1). Distribucién de amplitud inicial en el plano (x,y) vy su

correspondiente distribucién final en el plano (§,7).

La integral de Fresnel estd dada de acuerdo a la expresidn
matemdtica mostrada en la ecuacidn (2.1),

exp (i5'2)

Yr(Em) = =2 1, i y)exp (i [(x — ) + (v = m)?] | dxdly, (2.1)

donde i=+v—-1 y A es 1la longitud de onda de 1la 1luz de
iluminacidn.



La integral de Fresnel representada por la ecuacién (2.1)
fisicamente puede ser interpretada de acuerdo al principio de
propagacidén de ondas pequefias (wavelets) de Huygens. En este
principio se <considera que el frente de onda puede ser
representado por una serie de ondas esféricas, en el cual
cada onda pequefa contribuye de manera aditiva y coherente a
la formacién del frente de onda propagante. Los términos
cuadraticos en la ecuacidn (2.1) representan estos frentes de
onda esféricos en una aproximacidédn de primer orden en una
serie de Taylor, y son conocidos como frentes de onda
parabdlicos. La sumatoria, a su vez, queda representada por
las integrales en dicha ecuacién.

Para ciertos fines como los dgque se tratardn en este
trabajo es importante contar con la integral de Fresnel
unidimensional. Este caso puede visualizarse, ya sea en una
dimensidén, o de una manera mads general como el tratamiento
analitico de la propagacidédn para ondas cilindricas. En este
trabajo éste serd el tratamiento analitico utilizado.

Analizando el caso unidimensional (cilindrico), puede
mostrarse que la 1integral de Fresnel queda dada por la
ecuacién (2.2),

exp (iZTHZ)

Yr(§) = —=2— [ i (exp i 7 (x — )] dx. (2.2)

Una herramienta matematica wutilizada ampliamente en las
ciencias ¢pticas, entre otras, es la transformada de Fourier,
la cual encuentra su aplicacidédn en el cdlculo de los patrones

de difraccién mediante la integral de Fresnel. Sea f(x) una
funcidén arbitraria, en general compleja, que depende del

pardmetro x. Su transformada de Fourier se define como,

Fw) = [__ f(x)exp(—i2mux)dx = F{f (x)}. (2.3)

En el caso de que la integral dada en la ecuacidén (2.3)
exista, entonces es posible calcular la transformada inversa,
la cual estd dada por la expresidén (2.4),

f) = [ Fwexp(i2rmux)du = F1{f (x)}. (2.4)

Fisicamente, 1la transformada de Fourier puede visualizarse
como la representacidén del espectro de frecuencias de la
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funcién f(x), por lo que la variable u representa el eje de
frecuencias o el espacio denominado de Fourier.

Utilizando 1la transformada de Fourier, la ecuacidén (2.2)
puede escribirse como se muestra en la ecuacidén (2.5),

wr® = 2 e (12 62) 7 [y () exp (1 2.52)) (2.5)

El representar la transformada de Fresnel de la forma dada en
la ecuacidén (2.5) permite tener una visualizacidén alternativa
de su significado fisico, Por ejemplo, dado que la
transformada de Fourier de un producto resulta ser una
convolucidn de las transformadas de las funciones
involucradas, de la ecuacidén (2.5) puede observarse que la
transformada de Fresnel involucra la convolucidédn de una fase
cuadratica con la transformada de Fourier de 1la funcidn
objeto. Adicionalmente, el utilizar las técnicas de Fourier,
permite realizar los cadlculos de una manera mas eficiente
aprovechando las herramientas gque vya se han desarrollado
especificamente para cdlculos de Fourier®'™#%,

A continuacidén se presentan ejemplos unidimensionales de
la aplicacidén de la integral de propagacidén de Fresnel para
algunas distribuciones de amplitud tipicas en el plano objeto
y sus correspondientes distribuciones en el plano imagen.

Integral de Propagacién de Fresnel para una distribucién de
amplitud tipo rendija

En la figura (2.2) se muestra una distribucidén de amplitud de
tipo rendija (rectangular) en el plano objeto (x,y).
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Figura (2.2). Distribucién de amplitud tipo rendija en el plano (x,y).

La correspondiente distribucidén de amplitud en el plano

imagen (§,7) se muestra en la siguiente ecuacién,

xp (52) (- .
Yr(§) :%f_mrect (%) exp [l%(x—f)z]dx. (2.6)

En la ecuacidén (2.6) la funcidn rax(%) se define de la manera
usual, esto es, unitaria en el intervalo [—A/Z,A/Z] Yy Ccero

fuera del intervalo.

La ecuacidn (2.06) no puede resolverse de manera
analitica por lo que habrd que utilizar algin método numérico
para su evaluacidén aproximada. La distribucidén de amplitud en
el plano imagen para una rendija de 1 mm colocada en el plano
objeto, wutilizando técnicas de Fourier, se muestra en las
figuras (2.3) a (2.6) para distintos casos.
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Figura (2.3). Distribucidén de amplitud en el plano imagen para una rendija. E1

plano imagen estd ubicado a 5 cm.
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Figura (2.4). Distribucidén de amplitud en el plano imagen para una rendija. E1

plano imagen estd ubicado a 10 cm.
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Figura (2.5). Distribucidén de amplitud en el plano imagen para una rendija. El
plano imagen estd ubicado a 25 cm.
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Figura (2.6). Distribucidén de amplitud en el plano imagen para una rendija. El

plano imagen estd ubicado a 40 cm.



Se notard que para casos muy alejados del plano objeto, la
funcién de distribucién asemeja una funcidén sinc(x), la cual
se define de acuerdo a la ecuacidén (2.7),

sinc(x)z{1 six =0 (2.7)

sen(mx)/(nx) six #0°

Este fendmeno se sustenta en el principio de difraccidén de
Fraunhoffer'’ que establece que la transformada de Fresnel en
un plano imagen muy alejado puede aproximarse por la
expresidén dada en la ecuacidn (2.8),

exp( r

e(§) ——)eXp(l—i ) o} (2.8)

Utilizando el principio de Fraunhoffer para la distribucidn
rectangular del plano objeto, la amplitud en el plano imagen
puede aproximarse como muestra la ecuacidén (2.9),

exp(lz—z)

Yp(é) = exp(t—i ) Asinc(Aé). (2.9)

La distribucién de amplitud en el plano imagen, con distancia
de separacién de 1 m, se muestra en la figura (2.7).
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Figura (2.7). Distribucidén de amplitud tipo sinc en el plano imagen para una

rendija. El plano imagen estda ubicado a 1 m.



Haz gaussiano de semiancho r(0 centrado en el origen

Un haz gaussiano centrado en el origen posee la forma
mostrada en la ecuacidén (2.10),

l/)(x)=exp[—%], (2.10)

donde 1r0 es el semiancho de la gaussiana. La distribucidn de
amplitud de este haz se muestra graficamente en la figura
(2.8).

R
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Figura (2.8). Distribucidén de amplitud tipo gaussiana. El centro de la gaussiana
se localiza en el origen del plano objeto.

Aplicando la integral de propagacidén de Fresnel se obtiene la

siguiente expresidn,

exp (iZTHZ) oo

V() = T2 [ exp [~ ] exp [i (x - )] dx (2.11)
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La integral mostrada en la ecuacidén (2.11) puede resolverse
de manera exacta obteniendo el resultado dado por la ecuacidn
(2.12),

Yr(E) = % exp(.l’lz)exp(i%fz)exp[_M(TEZ) ] (2.12)

Az—inro2 i Az—imro2

El resultado anterior puede escribirse de una manera mas
2T
nro?  exp (i52)
Az—imr0? i
exponenciales que contengan términos Unicamente reales y las

compacta definiendo A= , separando las

que contengan sélo términos imaginarios se obtiene la
ecuacidén (2.13),

2 2
Yr(§) =4 exp —% exp l% (2.13)
r02(1+n2r04) AZ(1+fz:;r)

La amplitud de distribucidén representada por la ecuaciédn
(2.13) tiene un significado fisico muy simple, ya que esta
compuesta por el producto de tres términos. El primer término
representa una amplitud constante. El segundo consiste de una
exponencial real que mantiene la propiedad gaussiana del haz
propagado. Por ultimo, el tercer término consiste de una
exponencial con argumento imaginario que representa, como se
ha indicado anteriormente de la aproximacidén parabdlica de
Fresnel, una onda esférica, en este caso divergente.

En la exponencial real, puede observarse que el
semiancho de la gaussiana cambia de un valor inicial r0 a un

valor R dado por la ecuacidn (2.14),

RErO/1+%. (2.14)

Una grafica del semiancho de la gaussiana en funcidén de 1la
distancia de propagacidén se presenta en la figura (2.9),

11



~ [ \
o I | I
I 1 I >
Figura (2.9). Semiancho del haz gaussiano en funcién de la distancia de

propagacién z.

De la exponencial imaginaria de 1la ecuacidén (2.13) puede
observarse que el radio de curvatura queda dado por la
ecuacidén (2.15),

2..n4
RCE(z+ﬂ/1+O). (2.15)

V4

Con las definiciones introducidas por las ecuaciones (2.14) vy
(2.15) el haz gaussiano puede escribirse de manera mas
compacta como en la ecuacidén (2.16)

Ye(®) =4 exp(-5) exp (i12-82). (2.16)

ARc

En la figura (2.10) se muestra la variacién del radio de
curvatura en funcidén de la distancia de propagacidn.
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Figura (2.10). Variacién del radio de curvatura del haz gaussiano en funcidén de

la distancia de propagacién.

De la figura anterior puede observarse que en el plano objeto
el haz gaussiano tiene el comportamiento de una onda plana y
lo que mantiene la caracteristica gaussiana es su perfil,
tanto en su distribucidén de amplitud como de intensidad. Una
vez que el haz gaussiano es propagado a una distancia
determinada el haz presenta una fase cuadratica, 1lo cual
representa una onda esférica gque mantiene su confinamiento
espacial dada por la envolvente gaussiana representada por la
exponencial real de la ecuacidén (2.16).

Dada la simetria de la propagacidén de un haz gaussiano,
es posible calcular la amplitud de distribucidén para valores
negativos de z. Con el fin de conocer el perfil de 1la
amplitud de la onda gaussiana para el caso convergente, como
seria en el caso de utilizar una lente positiva para enfocar
un haz gaussiano, es posible realizar un reflejo de la onda
divergente dispuesta del lado derecho del plano objeto hacia
el eje negativo, en el lado izquierdo. En la figura (2.11) se
muestra el comportamiento general de la propagacidén de un haz
gaussiano.
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Cintura
del haz

Onda Onda

esferica esferica
convergente divergente
Figura (2.11). Comportamiento general de la propagacidén de un haz gaussiano,

donde se ha incluido la reflexidén del <caso divergente para obtener la
correspondiente parte convergente.

Se puede observar en la figura anterior que la cintura del
haz queda colocada precisamente donde el haz gaussiano tiene
el comportamiento de una onda plana, vya dque su radio de
curvatura en este plano es infinito, de acuerdo a la ecuacién
(2.15) para z=0. Como se ha mencionado previamente la
propagacidén del haz gaussiano muestra simetria alrededor del
plano objeto.

Haz gaussiano desplazado del origen una distancia x|

Un caso que resultard importante para el desarrollo de este
trabajo queda representado por el cdlculo de la propagacidn
de un haz gaussiano desplazado del origen. Este haz puede
representarse analiticamente como lo muestra la ecuacidn
(2.17),

14



P(x) = Aexp [— (x_x°)2], (2.17)

702

La integral de propagacidén de Fresnel para este caso es la
siguiente,

() = A7 exp [~ 2 exp [i (v — )2 . (2.18)

La ecuacién (2.18) puede resolverse de manera exacta
obteniéndose la expresién dada por la ecuacidén (2.19),

Yr(é) =C exp [—@_R%)Z] exp [imi;;:)z], (2.19)

Donde se han hecho las definiciones siguientes:

nr0%iz A2z2 w2ro*
¢= A\];Lz—inroz’ R= r(,\’l t oo ¥ Re = (Z t 2, )

La descripcidén fisica de la ecuacidén (2.19) es inmediata.
Nuevamente consiste de tres términos multiplicativos. E1
primer término representa una amplitud compleja constante. E1
segundo término, la exponencial real mantiene la propiedad
gaussiana del haz ©propagado, pero en esta ocasidn, a
diferencia del caso de la gaussiana centrada en el origen, el
haz gaussiano se mantiene con el mismo desplazamiento que
tenia en el plano objeto. Finalmente el tercer término, la
exponencial con argumento imaginario se mantiene con el mismo
desplazamiento pero con la curvatura que corresponderia al
caso de la gaussiana centrada en el origen. El semiancho de
la gaussiana también se mantiene como en el caso del haz
gaussiano centrado en el origen.

Para interpretar el resultado anterior se puede pensar
en el siguiente experimento. Consideremos una transparencia
en la cual se ha impreso una distribucidén gaussiana. Si esta
distribucidén es colocada en el origen de un sistema &éptico vy
es iluminada con una onda plana paralela al eje Ooptico,
entonces la gaussiana propagada estara centrada en el eje
6ptico a una distancia determinada del plano objeto, con las
caracteristicas dadas por las ecuaciones anteriores de radio
de curvatura y semiancho. Si ahora recorremos la
transparencia a un punto del plano objeto fuera del origen y
seguimos manteniendo la misma onda plana como fuente de
iluminacidn, en el plano imagen se encontrara una

15



distribucién de amplitud gaussiana idéntica a la del caso
anterior pero recorrida y su centro corresponderda al de la
sombra geométrica de dicha transparencia. Los casos descritos
se muestran de manera grafica en la figura (2.12).

Figura (2.12). Diagrama esquemdatico de la propagacidén de un haz gaussiano
centrado fuera del origen.

Haz gaussiano propagandose con un angulo 6 de inclinacién

Un caso de mayor 1interés que resultard importante en el
desarrollo de la técnica que se presenta en este trabajo 1lo
constituye el caso de un haz gaussiano centrado en el origen,
pero en esta ocasidén propagandose con un angulo de
inclinacién 8 como lo representa la ecuacidén (2.20),

llJ(x)=Aexp(—%)exp(i27nxsin9), (2.20)

La ecuacidén (2.20) puede interpretarse fisicamente de las dos
siguientes maneras: la primera es considerar, por ejemplo, un
ldser de He-Ne orientado a un cierto angulo con respecto al
eje Optico para observar el patrédn de difraccidén en un plano

16



normal al eje Oéptico colocado a cierta distancia de dicho
laser. La segunda opcidén es considerar una transparencia en
la cual se ha impreso una distribucidén tipo gaussiana, la
cual se ilumina con una onda plana inclinada con respecto al
eje oOptico.

Para determinar la distribucidén de amplitud en el plano
imagen se emplea la integral de propagacidén de Fresnel sobre
la ecuacidén (2.20), como muestra la ecuacidn (2.21),

Yr(é) = Afjooo exp (—%) exp (i%nx sin 9) exp [i;—z(x — 5)2] dx. (2.21)

Como en los casos anteriores la integral anterior puede
evaluarse de manera exacta resultando en la expresidn dada
por la ecuacidén (2.22),

() = Cexp{— 5 exp i (6 - 672 (2.22)

Donde se han hecho las definiciones siguientes:
r0*Az .m3r0*sin% 6 . A2z2 n2r0*zsing
c=4A /—lz_imoz exp (—1—132 , €4 = zsing, R=ry [1+ 0t &g = %z
210
yIQ-—(z+ Z)

A diferencia de los casos anteriores la ecuacidén (2.22)

requiere una revisidén cuidadosa. Primeramente se observa qgue
consiste de tres términos multiplicativos, en este sentido es
igual que en los casos anteriores. El ©primer término
representa una amplitud compleja constante. E1 segundo
término, la exponencial real, mantiene la propiedad gaussiana
del haz propagado, y su centro coincide <con la sombra
geométrica esperada para el angulo 6. Finalmente el tercer
término muestra que el radio de curvatura es el mismo que en
los casos anteriores, pero el centro de curvatura no coincide
con la proyeccidén geométrica esperada, sino gque tiene un
factor de escala multiplicativo. La interpretacidén fisica de
este fendmeno estd abierta para su andlisis.

En la figura (2.13) se muestra un diagrama de la
situacién fisica de este caso. El1 haz gaussiano reside en la
sombra geométrica mientras que el centro de curvatura esta
desplazado. Intuitivamente los radios de curvatura que se
esperarian obtener seguirian la linea recta sdélida, sin
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embargo, los radios de curvatura reales se representan
mediante las curvas punteadas, mostrando su desplazamiento
con respecto al centro espacial de la gaussiana.

Figura (2.13). Diagrama esquemdtico de la propagacidén de un haz gaussiano con un
cierto angulo de inclinacién.

Con las descripciones previas quedan sentadas las bases para
el desarrollo necesario de la gaussiana invariante que se
presenta en el capitulo 3 de este trabajo y permitira3,
posterior a su andlisis, el desarrollo de simulaciones por
computadora empleando dicha invariante. Tanto el pseudocddigo
como los graficos obtenidos se presentan en el capitulo 4 de
este trabajo.
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Capitulo III

La gaussiana invariante

En el capitulo 2 se presentaron las bases matemdaticas que
permitirdn realizar el trazo de rayos mediante el caréacter
difractivo de 1la integral de propagacidén de Fresnel. Se
describidé el desarrollo analitico y la interpretacidén fisica
para distintos casos de haces gaussianos gque se propagan. En
este capitulo se describe el andlisis matematico vy la
interpretacién fisica de la gaussiana invariante, la cual
serd obtenida como una generalizacién de los ejemplos
revisados previamente. Esta generalizacidn permitira
construir las técnicas necesarias para realizar el trazo de
rayos en un programa de simulacidn por computadora.

Antes de hacer la descripcidn de la gaussiana
invariante, es necesario remarcar una aproximacidén dque es
preponderante en este trabajo. Esta aproximacidén permitirad
realizar el trazo de rayos para cualquier sistema o6ptico
eliminando las restricciones dadas por la teoria de 1la
difraccidén, que imponen que el &dngulo de inclinacién de 1los
rayos, denotado 6, debe ser suficientemente pequefio, por 1lo
cual el trazo es valido unicamente en la regidn paraxial,
como se vio en los ejemplos del capitulo anterior. En esos
ejemplos se realizdé la propagacidén del haz gaussiano con un
angulo de inclinacidén, como lo indica la ecuacidn (2.22),
mediante el término &4 =2zsinf, que es valido unicamente para la
regién paraxial, es decir, para un angulo 6 suficientemente
pequefio, lo cual restringe el campo de accidédn de la gaussiana
invariante ©para el trazo de rayos. Para evitar esta
restriccién se propone reemplazar el término indicado
anteriormente por la siguiente ecuaciédn,

&4 = zsinf = ztanb (3.1)

La ecuacidén (3.1) es la sustitucidn natural que se puede
pensar de una manera geométrica. Por supuesto queda pendiente
para una discusién futura su validez en el cédlculo del patrdn
de difraccidén correspondiente. Sin embargo, como se mostrara
en los ejemplos subsecuentes esta aproximacidén permitira
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realizar el trazo de rayos de manera correcta aun fuera de la
regidén paraxial.

En la figura (3.1) se muestra, de manera descriptiva, la
validez desde el punto de vista geométrico de la sustitucidn
propuesta, asi como la zona donde ambas funciones coinciden.

4G

0 E.‘A

N

Figura (3.1). Diagrama geométrico que muestra como se puede eliminar la
restriccién de la aproximacidén paraxial para el trazo de rayos empleando la
gaussiana invariante. Para a&ngulos pequefios (<5°) como es el caso de la zona
sombreada en esta figura ambas funciones trigonométricas son validas, (como
ejemplo para un angulo de 6° la diferencia entre ambas funciones es de una
milésima), sin embargo para angulos mayores como el mostrado en la =zona sin

sombra, es necesario hacer uso de la tanf

Es necesario remarcar dque el concepto de la gaussiana
invariante, como se verd a continuacidn, no es una invariante
en el sentido estricto como se le considera en el A&rea
fisico-matemdtica, como en el <caso de la invariante de
Lagrange. Lo qgque realmente se mantiene invariante en esta
propuesta es la forma matematica del haz gaussiano bajo
propagacidén. Por lo anterior, probablemente un nombre méas
adecuado seria: “gaussiana invariante en su forma
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matematica”. Sin embargo, por brevedad, en este trabajo se le
ha denominado gaussiana invariante.

Como se ha indicado en los capitulos previos, por
brevedad de las ecuaciones se considerard Unicamente el caso
unidimensional o cilindrico; la generalizacidn a dos
dimensiones puede hacerse extendiendo el desarrollo de manera
directa.

La gaussiana invariante unidimensional estéa dada
matemdticamente por la siguiente expresidn,

_ (x—xA)?
r0?

Y(x) = Aexp(iax) exp(ifx?) exp [ ] expliy(x — xB)?]. (3.2)

Como puede observarse de la ecuacidén (3.2) 1la gaussiana
invariante estd representada por el producto de <cinco
términos multiplicativos. El primer término consiste de una

constante que representa la amplitud de la onda. Los
siguientes cuatro términos corresponden a cuatro
exponenciales.

De las cuatro exponenciales mencionadas, la tercera es
la que le proporciona precisamente el cardcter gaussiano, ya
que sus argumentos son reales y cuadrdaticos. Esta exponencial
confina espacialmente el haz con un perfil gaussiano.

La primera exponencial permite asignarle al haz
gaussiano un angulo de propagacidédn inclinado con respecto al
eje o6ptico, como se ha descrito en el capitulo anterior. La
segunda exponencial permite asignarle al haz un enfoque o un
desenfoque, mientras que la Ultima exponencial es propia de
la propagacién del haz asigndndole un determinado radio de
curvatura, que como se ha descrito en el capitulo anterior,
el centro de curvatura no coincide con el centro espacial de
la gaussiana. Las propiedades discutidas en este parrafo se
muestran de manera descriptiva en la figura (3.2), la cual
muestra la distribucidén de amplitud de un haz gaussiano
propagandose con un angulo de inclinacidén determinado.
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Figura (3.2). Diagrama esquemdtico para la propagacién de un haz gaussiano con un
angulo de inclinacidén y centrado fuera del origen.

Al examinar cuidadosamente la ecuacién (3.2), puede pensarse
como una primera impresidédn que hay términos repetidos que
podrian simplificarse ya que existe una interrelacidn entre
algunos de los parametros de la gaussiana. Por ejemplo, el
parametro a, estd Iintimamente relacionado con y y xB ;
asimismo el pardmetro [ estd relacionado con y. Mas adelante
se vera la necesidad de mantener estos parametros
independientes, y se hara la descripcién del uso de éstos.

Para encontrar la distribucidén de amplitud de 1la
ecuacién (3.2) en el plano imagen, localizado a una distancia
z, se empleard la integral de propagacién de Fresnel. La
integral queda entonces de la siguiente manera,

xA)?

Yr() = A7, expliax) exp(ifx®) exp [~ “5| expliy(x — xB)?lexp [i2 (x — §)?] dx.
(3.3)

Arreglando términos, la ecuacidén (3.3) puede escribirse como
lo muestra la ecuacidén (3.4),
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2 - 02 02
Yr(§) = Aexp (— %) exp(iysz) exp (i ;—252) f_oo exp [—n (AZ 0y Az(B4y)-inr0 ) xz]

wr0*Az

X exp [—i2n(%+%+nl:gz—%)x]dx . (3.4)
Puede observarse de la ecuacidn anterior, que la integral
consiste de 1la transformada de Fourier de una exponencial
compleja cuadratica. Como en los ejemplos descritos en el
capitulo anterior, la integral en la ecuacidén (3.4) puede
resolverse de manera exacta wutilizando las técnicas de
Fourier. Como resultado de la integracidén se obtiene la
siguiente expresidn,

Pr(§) = Cexp (—22) exp(ivxB?) exp (i £¢?)

_ n2r02/12[/lz+ir02{n+(ﬁ+y)/lz}] i YXB ixA _a 2
X exp [ A2z24104{m+(B+y)Az}? (/‘Lz + - + 102 27.[) . (3.5)

nro2iz
Az—ir02{m+(B+y)Az}
una manera similar a la descripcidén realizada sobre la

Donde, por brevedad se ha definido C= A\/

ecuacién (3.2), puede observarse que la distribucidn de
amplitud en el plano imagen dada por la ecuacidén (3.5) consta
de cinco términos multiplicativos. Para interpretar
fisicamente <cada uno de estos términos serd necesario
reescribir la Ultima de estas exponenciales. Esta exponencial
puede separarse a su vez en dos exponenciales, una
conteniendo solamente términos reales y la otra con argumento
puramente imaginario. Procediendo de esta manera, la ecuacidn
(3.5) puede reescribirse de la siguiente forma,

Yr(§) = Cexp (— %) exp(iysz)exp (i%fz)

m2r0% Az &2 v2xB?  a? xA? 2vxBE  af  ayxB

Xexp {_ 2222 470* {m+(B+y)Az}2 {/‘LZ (/1222 + 2 + 2 m2rot + iz iz m? )}

. N2 . 2&xA . 2yxAxB o axA )}
+ir0“{m + (B + y)1z} (l —n i i
Yexn— 72r0% Az { (. 28xA i2yxAxB _i axA )}

p 2222 470* {m+(B+y)Az}2 nr0%iz m2r0? m2r0?

+'T'02{ + (B +y)Az) &2 +\/2sz+0¢_2_ xA? +2yxBf_a_§_a\/xB (3.6)

! n y)Az A2z2 2 a2 m2ro* Az Az nz )° .
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Dada la extensidén de la ecuacidn (3.6), para su andlisis se
considerardn por separado las exponenciales reales y las que
contienen sélo términos imaginarios. Para este fin, se
denotardn como Re e Im estas exponenciales respectivamente.
Primeramente, la exponencial real, Re, puede reescribirse de
la siguiente manera,

xA? w2r0% 1222 &2 \2xB?  a? xA> | 2yxBE  aé
Re = exp < W) exp{ 2222470 {m+(B+y)1z)2 [(/1222 + w2 + 4?2 m2ro* + TAz iz
avyxB n2r0* Az{m+(B+y) Az} 2xAE 2yxAxB axA
2 expy— 35 2 2|\ 2, 5 2 212 . (3.7)
2222 +r0% {m+(B+y) Az} nr0°Az 2r0 w470

Con el fin de llevar la ecuacidén (3.7) a una forma similar a
la de la gaussiana invariante, se procede a completar el
binomio cuadrado en la ecuacién (3.7), con lo gue se obtiene
la expresidén dada por la ecuacidén (3.8),

xA? 2102 1 (alz
Re = exp (_ W) exp {_ 2721704t (B+7)Az)? [(5 —$A° - (T — vxBAz +
2 2,2 2 2
{m+(F+ V)AZ}XA) + /17; (YZJCB2 + aT — % — ava) + w (—2yxAxB +
axA)]}, (3.8)

donde, nuevamente por brevedad se ha definido,

1 [(alz

fAE;(T—yxB/12+{n+(,8+y)AZ}xA). (3.9)

Para simplificar aun mds la ecuacidén (3.8) se define el
semiancho de la gaussiana de la siguiente manera,

— V2222 4704w+ (B +y) Az}?
- mro

R

) (3.10)

Con la definicién dada por la ecuacién (3.10), la ecuacién
(3.8) se puede escribir de la siguiente manera,

_ _ ﬂ _ (E—EA)Z] {_ w2ro2 [_ {m+(B+y)Az}2xA? _
ke = €Xp ( roz) exp [ R2 exp A2z2+r04{m+(B+y)Az}2 2
/'lzzzxAz]
n2ro4 }' (3.11)
Reorganizando los términos la ecuaciodn (3.11) puede

escribirse como,

_ _ ﬁ _ (E-EA)? r0%xA? 2222470 {r+(B+y)Az}?
Re = eXp< r02> exp R2 ]exp {/1222+r04{7r+(ﬁ+y)/12}2 ro*

]} (3.12)
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Finalmente la ecuacioén (3.12) puede simplificarse
notablemente como,
(§-§4)?

2

Re=exp[—R—]. (3.13)

La ecuacidn (3.13), como se describird mds adelante,
representard el confinamiento espacial de tipo gaussiano del
frente de onda en el plano imagen.

Para continuar <con el desarrollo analitico de 1las
exponenciales imaginarias, tomadas de la ecuacidén (3.6), de
acuerdo a la notacidén mencionada, se puede reescribir 1la
exponencial con argumento imaginario, Im, de la siguiente
manera,

, . . m2ro*Az{n+(B+y)Az} [ &2 v2xB? = a? xXA?
Im = exp(iyxB?) ex (l— 2)ex {—l —_— -
p( 14 ) p Az E p A2z22+r04{m+(B+y)Az}2 L1222 2 + 4m?2 w2704
2vxB a avyxB , 21021222 2xA 2yxAxB axA
ZyxBS b av ]}exp{—t [ d Y - ]} (3.14)
Az Az 2 A2z2+r04{m+(B+y)Az}? Lnro2Az 2102 2102

Con el fin de llevar la ecuacidén (3.14) a una forma similar a
la de 1la gaussiana invariante, se procede a completar el
binomio cuadrado en la ecuacidén (3.14), con lo gue se obtiene
la expresidén dada por la ecuacidn (3.15),

_ , 2 T oo . w2 ro*{m+(B+y)Az} _ 2

Im = exp(tyxB ) €Xp (l Az E ) exp{ l/'lz[)lzzz+r04{n+(ﬁ+y)/'lz}2] [(E EB)
2222 (a xAAz 2 22 2 2, a?  xA? (2yxB—a)xAlz }
2 (E B YxB B r04{7r+(/3+y)/'lz}) + 2 (Y xB” + T B F B ayxB + r04{rt+([3+y)lz})] !

(3.15)

donde, nuevamente por brevedad se ha definido,

Az ([« xAlz
¢B = T (E —YxB - r04{rt+(ﬁ+y)lz}) : (3.16)

Para simplificar autn més la ecuacidén (3.15) se define el
término siguiente,

. m?ro*{m+(B+y)Az}
Yy = Az[ A2z2+r04{m+(B+y)Az}2]

(3.17)
Simplificando, se puede escribir la ecuacidén (3.15) de una

manera mas compacta como se muestra en la siguiente
expresiodn,
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Im = exp(iyxB?) exp (i7¢%) expliy (¢ ~ €B)?]

r0*Az{m+(B+y)Az} ] [(xAZ /'lzzz+r04{rt+([3+y)lz}zxAz)]}’

X exp {l [ 2222 +704{m+(B+7)Az)? r08{m+(B+y)Az}? (3.18)

Finalmente, la exponencial con argumento imaginario obtiene
su forma mds compacta dada por la ecuacidén (3.19),

Azxa? ] (3.19)

_ . 2 l 2 Lo _ 2 e
Im = exp(iyxB?) exp (i1-6?) expliy (¢ = €B)lexp i o ——

La solucidédn para la gaussiana invariante estda dada por las
expresiones para las dos exponenciales tratadas en este
capitulo, Re e Im, el resultado general de la distribucidén de
amplitud para la gaussiana invariante se muestra en la
ecuacién (3.20),

nr02iz

_ . AzxA? 3 2 )
Yr (f) =4 \/Az—iroz{rt+([3+y)lz} exp [l r04{7r+(/3+y)/'lz}] exp(tyxB ) €xp (l Az ¢ )

_ m2ro? _ P . m?ro*{m+(B+y)Az} _ P
exp [ A2z2+104{m+(B+y)Az}? (= 4) ] exp [ l)lz[AZzZ+r04{n+(ﬁ+y)Az}2] ¢ -¢B) ]’
(3.20)

Con el fin de reagrupar los términos de una forma similar a
la ecuacién (3.2), se puede reescribir la ecuacidén (3.20) de
la siguiente manera,

r . r . r - A 2 . r
Yr(§) = A" exp(ia’§) exp(if '§2) exp |- 25 expliv' (6 - §B)?], (321
Se puede observar que la ecuacioén (3.21) representa

nuevamente una funcidén gaussiana compleja similar a la dada
por la ecuacidén (3.2). Realizando una comparacidén uno a uno
entre ambas ecuaciones, puede verse que las siguientes
relaciones se cumplen,

- nro?iz , AzxA? . 2
a =4 \/lZ—iTOZ{n+(ﬁ+V)Az} exp [l r04{n+(ﬁ+y))lz}] exp(iyxB©). (3.22)
a’=0. (3.23)
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T

g ==X, (3.24)

Az
Por conveniencia se repiten aqui las ecuaciones (3.9) vy
(3.10), vya que pertenecen al conjunto de ecuaciones de
interés, y se renombrardn respectivamente como (3.25) vy
(3.26),
A
gA=;(ﬂ—yx3,1z+{n+(ﬁ+y),1z}xA) (3.25)

v 2222470+ (B+y)Az}?
- ro )

r0

De igual manera se repiten las ecuaciones (3.16) y (3.17)
siendo renombradas como (3.27) y (3.28) respectivamente,

Az xA Az
§B =7 (5 —vxB = r04{n+(ﬁ+y)/12})' 220
2 4
v o= 2ro*{n+(B+y)Az} ' (3.28)

Az[ 1222 +704{n+(B+y)Az}2]

El conjunto de ecuaciones (3.23)-(3.28) representa un
sistema que relacionan los pardmetros de la distribucidén de
amplitud del haz gaussiano en el plano objeto <con 1la
distribucién de amplitud del haz gausssiano en el plano
imagen. Con este sistema de ecuaciones es posible construir
un sistema iterativo como se describe a continuacién.

Sea un sistema en el cual, en un plano determinado existe una
distribucién de amplitud gaussiana dada por la ecuacidn
(3.2), reescrita de la siguiente manera,

Ynx) = An expiaryx) exp(ifo®) exp [~ C ] expliva e = xB,)?), (3.29)

entonces la distribucidén de amplitud en un plano de
propagacidén paralelo al plano anterior, que se encuentra a

una distancia z estara dada por,

n+1)
2] explivi 1 (x = XBns1)?]

Y1 () = Angr exp(iting1x) exp(ife1x?) exp|—
(3.30)

En la relacidén de ambas ecuaciones (3.29) vy (3.30) 1la
variable Xx dada que es una variable muda, representa 1la
coordenada del plano donde se realiza el cadlculo de interés.
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Entonces, el conjunto de ecuaciones que relaciona ambos
sistemas se obtiene del conjunto de ecuaciones (3.23)-(3.28),
de la siguiente manera:

_ Tr0n%Anz . AnzxAn? ( . 2)
N e e e e Rl e e L G MRS
apiq = 0. (3.32)
Busi =3 (3.33)
1 (apAnz
§Ansr = - (T" — v, XBydnz + {m + (B, + yn)/lnz}xAn). (3.34)
\//'lnzzz+r0n4{rt+(ﬁn+yn)lnz}2
r0peq = — (3.35)
n
_ 200 (4 (B tyn) InZ)
Ynt1 = nz| 222470, (+ (Brtyn) nzi?| (3.36)
_ M LI _ XApAnz
By = T (2 yann r0n4{rr+(ﬁn+yn)lnz}>' (3.37)
El conjunto de ecuaciones (3.31) a (3.37) representa un

sistema iterativo que permite realizar la propagacidédn de un
plano determinado a otro y repetir el procedimiento tantas
veces como se requiera. Llevando un registro de todos los
valores de la variable xA en funcidén de 2z, es posible
realizar el trazo de rayos. Como se ha descrito
anteriormente, la variable xA representa el centro espacial
del haz gaussiano y coincide precisamente con la trayectoria
del rayo.

En el capitulo siguiente, se presenta el desarrollo de 1la
programacién necesaria para ser aplicada a algunos ejemplos
descriptivos.
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Capitulo IV

Trazo de rayos empleando la gaussiana
invariante

En el capitulo 3 se determinaron los pardmetros necesarios
para propagar un haz con perfil de intensidad gaussiano. La
ecuacién analitica se determind abarcando el caso mas general
posible dentro de 1la teoria de la difraccién escalar. Se
determinaron los pardmetros para realizar el cdalculo de 1la
propagacidén desde un plano objeto hasta un plano imagen
mediante una formulacidén iterativa. Esta formulacidén se basa
en lo gque en este trabajo se ha denominado gaussiana
invariante en su forma matemdatica. En este capitulo se
mostrard que con los resultados mencionados, serd posible
que, calculando las propagaciones de los haces gaussianos, y
realizando un seguimiento puntual del centro espacial de cada
haz, se podrd realizar el trazo de rayos en un sistema déptico
de una manera andloga al trazo que se obtiene mediante
métodos geométricos.

Para trazar cada rayo, se requiere realizar un rastreo punto
a punto del pardmetro xA a lo largo de toda la trayectoria
para cada rayo trazado. Los trazos se obtienen de manera
iterativa realizando propagaciones a planos muy préximos
entre si hasta cubrir la trayectoria total del rayo. Esta es
una forma de simular un rayo propagandose de manera real, sin
embargo, esto no significa una restriccidén de la técnica vya
que de manera alternativa se pueden tomar solamente 1los
puntos inicial y final en la regidén donde el rayo no cambie
sus condiciones de direccidén o de longitud de onda, vy
continuar asi sucesivamente.

Para el seguimiento del parédmetro xA o equivalentemente, para
el trazo de rayos, se puede emplear un programa de graficado
comercialmente disponible, dada la facilidad de la
implementacién de la técnica vya que al ser un sistema
iterativo, solamente se requiere ingresar una vez 1o0s
parametros requeridos vy repetir el proceso en un lazo de
programacidn.
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Para mostrar la precisién de la técnica propuesta, en
algunos de los ejemplos que se presentan se hace una
comparacidén con el trazo de rayos obtenido en condiciones
similares mediante el programa OSLO™, el cual es un programa
comercial de amplio uso en el area de la odptica geométrica.
Debido a que el alcance de este trabajo pretende solamente
mostrar el uso de la técnica y la excelente adaptacidén de
ésta para el trazo de rayos, se analizaran algunas
configuraciones tipicas como son: una interfase dptica, una
lente convergente y un arreglo de espejos. Con el fin de
mostrar la utilidad de la técnica, por ultimo, se realizara
una correccidén de enfocamiento para la aberracidn de la lente
esférica mediante una curva asférica.

A continuacién se presentan los ejemplos del uso de la
gaussiana invariante.

Como primer ejemplo se considera la simulacidén de una
interfase dptica. Realizando el trazo de rayos en el programa
matemdtico se obtiene la grafica mostrada en la figura (4.1).

o 0.02 0.05 0.07 0.1 0.12 0.15 0.17 0.2 0.22 0.25 0.27 0.3 0.33 0.35

Figura (4.1). Interfase ¢éptica aire-BK7. Trazo de rayos mediante la gaussiana
invariante.

En la interfase éptica los rayos inicialmente en aire inciden
desde la izquierda a una interfase de otro material con
distinto indice de refraccidén. Para este ejemplo se empled el
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BK7. Los parametros Oépticos empleados se eligieron de manera
arbitraria y son los siguientes:

Radio del haz de entrada = 7 cm
Radio de curvatura de la interfase o6ptica = 8 cm.

El pseudocdéddigo wutilizado para esta configuracidén se
anexa en el apéndice de este trabajo, para evitar alargar
innecesariamente la extensién de este capitulo.

Como se ha indicado previamente, con el fin de verificar
la precisidén del resultado obtenido mediante la gaussiana
invariante, en la figura (4.2) se presenta el resultado
obtenido utilizando el programa OSLO™ en condiciones

similares.
No name UNITS: CM
FOCAL LENGTH = 25.48 NA = 0.4522 DES: OSLO
5.56
-
\\
\\
\\
\\
\\\ ///
\\ //
\\ //
~ ~
\\ //
<«
~
— ~
\ — ~
// \\
7 ~
// \\
// \\
//// \\
//
//
//
Figura (4.2). Interfase dptica aire-BK7. Trazo de rayos mediante el programa

comercial OSLO™.

Analizando las figuras (4.1) y (4.2) se observa una similitud
excelente en el trazo de rayos empleando ambos programas, la
gaussiana invariante permite reproducir fielmente el trazo
dado por el programa OSLO™, lo cual asegura la validez de 1la
técnica empleada en este trabajo. Un punto de comparacidn que
resulta necesario es la distancia focal (distancia a la gue
se enfocan los rayos) para ambas interfases. Cabe aclarar que
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el color mostrado para los rayos en las figuras es uUnicamente
para facilitar su visualizacidén y no tiene relacidén con la
longitud de onda de emisién del haz. En el programa OSLO™ 1la
distancia focal medida tiene el wvalor f =19.05cm para los
rayos rojos (extremos superior e inferior) y f =23.03cm para
los rayos verdes (inmediatos internos a los rayos rojos).
Mientras que usando el método de la gaussiana invariante esta
distancia es de f=19.03cm para los rayos rojos y de f=
23.11cm para los rayos verdes. La discrepancia entre ambas
mediciones se atribuye al método de medicidén usado para ambas
graficas. El1 programa OSLO™ proporciona una escala de
referencia que permite obtener el valor real de la distancia
focal, mientras que en el programa matemdtico se hizo uso de
una de las funciones incluidas que permite medir con gran
precisidén este wvalor. Por lo anterior se comprueba la gran
confiabilidad de 1la gaussiana invariante como una técnica
para el trazo de rayos.

El segundo ejemplo gque se revisa en este trabajo es el
disefio de una lente positiva y su correspondiente trazo de
rayos. Se procede de la misma manera que el caso anterior, se
presentan los pardmetros o6pticos caracteristicos de la lente
convergente, el pseudocddigo utilizado empleando la gaussiana
invariante se anexa en el apéndice, y finalmente se presentan
las graficas comparativas entre ambos programas. Los
parametros dépticos empleados son:

Radio del haz de entrada = 7 cm,
Radio de curvatura de la lente convergente = 8 cm
Grosor de la lente = 6 cm.

Haciendo el trazo de rayos dado por el pseudocddigo en el
programa matemdtico se obtiene la grafica para la lente
convergente mostrada en la figura (4.3),
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Figura (4.3). Trazo de rayos para una lente convergente de BK7 empleando la
gaussiana invariante.

De manera similar al caso anterior, empleando los pardmetros
caracteristicos de la lente positiva en el programa OSLO™ se
obtuvo la grafica que se muestra en la figura (4.4).
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Figura (4.4). Trazo de rayos para una lente convergente de BK7 empleando el
programa comercial OSLO™®.

Como puede observarse de las figuras (4.3) y (4.4), de manera
similar al caso de la interfase O¢ptica, la gaussiana
invariante reproduce perfectamente el trazo de rayos
geométrico dado por el programa OSLO™, en cuanto al valor de
la distancia focal de la lente se tienen valores de f =
13.27cm para los rayos rojos y f=1693cm para los rayos
verdes en el ©programa OSLO™, mientras en el programa
matemdtico se obtuvieron f =13.36cm para los rayos rojos y
f=17.01cm para los rayos verdes, con lo que el porcentaje de
error es considerablemente bajo, y de nuevo se atribuye al
método de medicién.

Para el caso de la lente convergente puede observarse
que existe aberracidén esférica, por lo cual cada grupo de
rayos, dependiendo de la altura a la que inciden en la lente,
se enfocan en un punto distinto. El siguiente ejemplo que se
revisa es el diseflar una lente asférica que corrija esta
aberracién mediante el uso de la gaussiana invariante. Su
correspondiente disefio para el programa OSLO™ no se realizé
debido a la complejidad que conlleva. Nuevamente el
pseudocdédigo se anexa en el apéndice, sdélo es necesario
especificar que a la curvatura esférica se agregaron términos
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de 6° orden para obtener la correspondiente curvatura
asférica.

En la figura (4.5) se muestra la grafica obtenida para
la lente asférica.

0.15 I I I I I

0.05 [ ]

X (m)

—0.05[~ ]

| | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

—0.15

z (m)

Figura (4.5). Trazo de rayos para una lente asférica que corrige la aberracién
esférica empleando la gaussiana invariante.

Como se observa de la figura (4.5) la correccidédn dada
por la lente asférica es muy buena para evitar la aberracidn
esférica, ahora cada conjunto de rayos se enfoca en un mismo
punto aun cuando inciden a distintas alturas respecto al eje
6ptico.

Finalmente se presenta el andlisis para el trazo de
rayos en un sistema de espejos. Con este ejemplo se terminan
de revisar los sistemas Opticos mds comunes, la interfase
6ptica, la lente y el espejo, incluida 1la propagacidén a
través de un medio en todos los casos, siendo cada uno de
ellos Dbien reproducido mediante la técnica usada en este
trabajo. La figura (4.6) muestra la grafica obtenida en el
programa matemdtico al emplear la gaussiana invariante para
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el trazo de rayos de un sistema de espejos con forma de
embudo. Se eligidé la pendiente de manera arbitraria, del
mismo valor y con signo contrario para cada espejo.
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—0.08— —
01 | | | | | | | | | | |
0.04 0.08 0.13 0.17 0.21 0.25 0.29 0.33 0.38 0.42 0.46 0.5
z (m)
Figura (4.6). Trazo de rayos empleando la gaussiana invariante para un sistema de

espejos con forma de embudo.

Como se observa en la figura (4.6) el trazo de rayos mediante
la gaussiana invariante no tiene problema alguno para este
arreglo, aun cuando se realizan propagaciones cercanas a 1os
90° de inclinacidn.

Para concluir con 1los ejemplos descriptivos de este
trabajo, en la figura (4.7) se muestra otro caso de amplio
interés en el &rea de la oéptica, una fibra déptica. Empleando
la gaussiana invariante se pueden simular las trayectorias de
los rayos propagandose en el nucleo al interior de la fibra,
se realizd el disefio para una fibra con 20um de didmetro en
el nucleo, se considerd el caso ideal de reflexidédn total
interna y no se agregd el revestimiento en el diseflo, aunque
es posible simularlo si se desea.
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Figura (4.7). Trazo de rayos empleando la gaussiana invariante para un sistema de

espejos que modelan una fibra dptica.

Una vez finalizado el andlisis da la gaussiana invariante vy
su aplicacién a distintos ejemplos del trazo de rayos
geométricos, y ademds habiendo corroborado su validez, sdélo
resta mostrar las conclusiones que surgieron a partir de este
trabajo, asi como las perspectivas a futuro gue se tienen, 1lo
cual se presenta en el capitulo 5.
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Capitulo V

Conclusiones y perspectivas a futuro

Para finalizar la presentacidn de este trabajo, a
continuacidén se enumeran algunas conclusiones gque se desean
resaltar, asi como algunas perspectivas de trabajo a futuro.

Se realizd el andlisis matemdtico de la gaussiana invariante,
permitiendo relacionar sus pardmetros difractivos con las
correspondientes condiciones geométricas caracteristicas.

Mediante el empleo iterativo de estos pardmetros en un
programa matemdtico fue posible realizar el trazo de rayos
geométrico.

Empleando la aproximacidén &4 =zsinf = ztanf fue posible eliminar
la restriccidén dada por la dptica paraxial (angulo <5°), 1o
que permite realizar el trazo de rayos practicamente para
cualquier angulo.

Se aplicdé la técnica a diversos casos Opticos de interés,
como son una interfase, una lente positiva, una lente
asférica y un par de arreglos de espejos, uno de ellos
simulando el comportamiento de una fibra &éptica. Para cada
caso se hizo el correspondiente trazo de rayos.

Se corrobord la validez de esta técnica de trazo de rayos al
comparar las graficas obtenidas mediante ésta, «con sus
correspondientes graficas realizadas en el programa OSLO™ de
6ptica.

Perspectivas

El presente trabajo ha generado interesantes perspectivas a
futuro, debido a la gran versatilidad que ofrece el empleo de
la gaussiana invariante, asi como la infinidad de casos de
amplio interés que pueden ser simulados, algunos de 1los
cuales incluso resueltos por primera vez.

Se tiene 1interés en estudiar otra de las grandes
ventajas de la gaussiana invariante, y dgque debido a los
alcances de este trabajo no fue posible realizar, el usar
esta técnica para calcular el patrdén de difraccidén de un
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sistema oéptico bajo estudio en un plano de observacidén de
interés, aun para casos alejados del foco geométrico.
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Apéndice

A continuacién se presenta el pseudocddigo para el trazo de
rayos de la interfase oéptica revisada en el capitulo 4
mediante el uso de la gaussiana 1invariante, donde se han
empleado el conjunto de ecuaciones (3.31) a (3.37).

N =2000 // Nuamero de iteraciones

n=0..N // Contador para iteraciones

zT =30%107%2 // Distancia total que recorrerd cada rayo
dz==%://Distancia de propagacidn entre planos consecutivos
Zp,=n+*dz // Contador de distancia

R=8%x10"2 // Radio de curvatura de la interfase

Vértice =4 *1072 // Origen del vértice de la interfase

x0 = R 4+ vértice // Centro de la esfera de la interfase

F1(x) =R — (x —x9)?> // Funcién para generar la parte superior
de la interfase

F2(x) = —F1(x) // Funcién para generar la parte inferior de la
interfase

// A continuacidén se presenta la funcidn que calculard cada
pardametro de la gaussiana invariante. La funcidén recibe dos
pardmetros: x [m] indica la altura del rayo en el plano
objeto, 6 [rad] indica el angulo de inclinacidén del rayo
en dicho plano. Todas las wunidades de distancia en esta
funcién estdn dadas en metros. Con el fin de trazar
gaussianas lo mas semejantes a un rayo, se utilizaran
longitudes de onda muy pequefas, aungque cualquier valor
arbitrario puede ser utilizado.

P(x,0) = {

/10:0.6*10_15; ZOZO,’



XAy = x; xBy =0;

Nrefy, =1; ay = i—ntan(é’);
0

,80:0; ]/0:0,

r0=1%10"3; 6, =06;

zTl =0; Bandera = 0;

//Bandera funciona como un control para evitar que el rayo se
propague en una direccidén incorrecta al estar cerca de una
interfase, debido a que la precisidén que se tiene en el
programa es finita.

formel..N
Bandera = Bandera — 1 if Bandera > 0;
Zm =dz; zT = zT + dz;
Nref,, = 1; Am = Ao

// BAhora se presentan los pardmetros desarrollados en el
capitulo 3 de este trabajo para la gaussiana invariante.

Dy, = Amzzmz + rm—14(ﬁm—1AmZm + Vm-1AmZm + 7'[)2/'

Vi

am =0; = ;

m 4 ﬂm )lmZm 4

Y = _T[ZTm—14(ﬁm—l/‘lmzm"'ym—l/‘lmzm"'ﬂ')z. r. = vDPm |
m DinAmZm M ey

xAm — xAm—l + am—;imzm _ Vm—l/‘lmimme—l + AmzmxAm—li.Bm—l'FVm—ﬂ;

2, 2
Am-1AmZm _ Ym-14mZmXBm-1 + Am”zm XAm-1 |

*

xB,, =
m 2 T Bm-1AmZm+Ym-1AmZm+m  wrpm_1*’

A
0, = atan [ﬁ (@m-1 — Zym—lem—l)]/'

if (|Re(F1(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)
S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;
Angulo = atan(S);
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_ . Nrefy . _ .
aP = Angulo + asin (—Nrefz sin(6, Angulo)) ;

Ay = j—:ltan(aP); Bm =0;

Ym =0; Tm = Tos

Bandera = 20;

if (|Re(F2(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)
S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);

[ Nrefy .
aP = Angulo + asin (#:f:sm(el - Angulo));
Um = j_ntan(_ap)i Pm =0;
Ym =0; Tm =To7

Bandera = 20;

if (|zT — (Vertice + Grueso)| < 1.5dz) * (Bandera = 0)

_ . Nref, . . _ 2_1r _ .
aP = —asin (Nrefz Sln(91)>, U = 5 tan(—aP);
Bm =0; Ym = 0;

Tm =107 Bandera = 20;
formeO..N

Uno = XAp;

Return U
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A continuacidén se presenta el pseudocddigo para la lente
convergente revisada en el capitulo 4. Todas las unidades
empleadas serdan metros,

N =2000 // Numero de iteraciones

n=0..N // Contador para iteraciones

zT =30%107%2 // Distancia total que recorrerd cada rayo
dz==%://Distancia de propagacidn entre planos consecutivos
Zp,=nx*dz // Contador de distancia

R=8%10"%2 // Radio de curvatura de la lente

Vértice =4 *1072 // Origen del vértice de la lente

x0 = R + vértice // Centro de la esfera de la lente

Iﬂ(x):LJRZ—(x——xQZ // Funcidén para generar la parte superior
de la lente

F2(x) = —F1(x) // Funcién para generar la parte inferior de la
lente

F3(x) =mx+b // Funcidén para generar la superficie plana de
la lente, donde m es la pendiente y debe ser un valor muy

grande para obtener la vertical y b es la ordenada al origen.

// A continuacidén la funcidén que calculard cada pardametro de
la gaussiana invariante. La funcidén recibe dos pardmetros: Xx
[m] indica la altura del rayo en el plano objeto, 6 [rad]
indica el 4&ngulo de inclinacién del rayo en dicho plano.
Todas las unidades de distancia en esta funcidén estdn dadas
en metros. Con el fin de trazar gaussianas lo mas semejantes
a un rayo, se utilizaradan longitudes de onda muy pequeiias,
aunque cualquier valor arbitrario puede ser utilizado.

P(x,0) ={
/10:0.6*10_15; ZO:O,'

XAy = Xx; xBy =0;
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Nref, =1; a, = i—ntan(é?);
0

,80:0; ]/0:0,
r0=1%10"3; 6, =0;
zTl =0; Bandera = 0;

//Bandera funciona como un control para evitar que el rayo se
propague en una direccidén incorrecta al estar cerca de una
interfase, debido a que la precisidén que se tiene en el
programa es finita.

formel..N
Bandera = Bandera — 1 if Bandera > 0;
Zm =dz; zT =zT + dz;
Nref,, =1; Am = Ao

// BAhora se presentan los pardmetros desarrollados en el
capitulo 3 de este trabajo para la gaussiana invariante.

Dy, = Amzzmz + rm—14(ﬁm—1AmZm + VYm-1AmZm + 7'[)2/'

Vi

am =0; = ;

m 4 ﬂm )lmZm 4

Y = _T[ZTm—14(ﬁm—l/‘lmzm"'ym—l/‘lmzm"'ﬂ')z. r. = vDPm |
m DinAmZm M ey

Am-1AmZ Ym-1AmZmXBm— AmZmXAm—-1Bm-1+Ym-1)
xAm:xAm_1+ mlmm_mlmm m1+mm mlﬁml ml;

21 T T

22
Am-1AmZm _ Ym-14mZmXBm-1 + Am”zm XAm-1 |

2 T Bm-1AmZm+Ym-1AmZm+m  wrm_1*’

xB,, =

A
0, = atan [ﬁ (@m-1 — Zym—lem—l)]/'

if (|Re(F1(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)

S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);
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_ . Nrefy . _ .
aP = Angulo + asin (—Nrefz sin(6, Angulo)) ;

Ay = j—:ltan(aP); Bm =0;

Ym =0; Tm = Tos

Bandera = 20;

if (|Re(F2(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)
S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);

[ Nrefy .
aP = Angulo + asin (#:f:sm(el - Angulo));
Um = j_ntan(_ap)i Pm =0;
Ym =0; Tm =To7

Bandera = 20;

if (|zT — (Vertice + Grueso)| < 1.5dz) * (Bandera = 0)

_ . Nref, . . _ 2_1r _ .
aP = —asin (Nrefz Sln(91)>, U = 5 tan(—aP);
Bm =0; Ym = 0;

Tm =107 Bandera = 20;
formeO..N

Uno = XAp;

Return U
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A continuacidén se presenta el pseudocddigo para la lente
asférica revisada en el capitulo 4. Todas 1las wunidades
empleadas serdan metros,

N =4000 // Numero de iteraciones

n=0..N // Contador para iteraciones

zT =30%107%2 // Distancia total que recorrerd cada rayo
dz==%://Distancia de propagacidn entre planos consecutivos
Zp,=nx*dz // Contador de distancia

R=8%10"%2 // Radio de curvatura de la lente

Vértice =7 *1072 // Origen del vértice de la lente

x0 = R + vértice // Centro de la esfera de la lente

F1(x) =R?— (x —x0)? +5%103x® // Funcién para generar la parte
superior de la lente asférica

F2(x) = —F1(x) // Funcién para generar la parte inferior de la
lente asférica

F3(x) =mx+b // Funcidén para generar la superficie plana de
la lente, donde m es la pendiente y debe ser un valor muy

grande para obtener la vertical y b es la ordenada al origen.

// A continuacidén la funcidén que calculard cada pardametro de
la gaussiana invariante. La funcidén recibe dos pardmetros: Xx
[m] indica la altura del rayo en el plano objeto, 6 [rad]
indica el 4&ngulo de inclinacién del rayo en dicho plano.
Todas las unidades de distancia en esta funcidén estdn dadas
en metros. Con el fin de trazar gaussianas lo mas semejantes
a un rayo, se utilizaradan longitudes de onda muy pequeiias,
aunque cualquier valor arbitrario puede ser utilizado.

P(x,0) ={
/10:0.6*10_15; ZO:O,'

XAy = Xx; xBy =0;
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Nref, =1; a, = i—ntan(é?);
0

,80:0; ]/0:0,
r0=1%10"3; 6, =0;
zTl =0; Bandera = 0;

//Bandera funciona como un control para evitar que el rayo se
propague en una direccidén incorrecta al estar cerca de una
interfase, debido a que la precisidén que se tiene en el
programa es finita.

formel..N
Bandera = Bandera — 1 if Bandera > 0;
Zm =dz; zT =zT + dz;
Nref,, =1; Am = Ao

// BAhora se presentan los pardmetros desarrollados en el
capitulo 3 de este trabajo para la gaussiana invariante.

Dy, = Amzzmz + rm—14(ﬁm—1AmZm + VYm-1AmZm + 7'[)2/'

Vi

am =0; = ;

m 4 ﬂm )lmZm 4

Y = _T[ZTm—14(ﬁm—l/‘lmzm"'ym—l/‘lmzm"'ﬂ')z. r. = vDPm |
m DinAmZm M ey

Am-1AmZ Ym-1AmZmXBm— AmZmXAm—-1Bm-1+Ym-1)
xAm:xAm_1+ mlmm_mlmm m1+mm mlﬁml ml;

21 T T

22
Am-1AmZm _ Ym-14mZmXBm-1 + Am”zm XAm-1 |

2 T Bm-1AmZm+Ym-1AmZm+m  wrm_1*’

xB,, =

A
0, = atan [ﬁ (@m-1 — Zym—lem—l)]/'

if (|Re(F1(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)

S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);

49



_ . Nrefy . _ .
aP = Angulo + asin (—Nrefz sin(6, Angulo)) ;

Ay = j—:ltan(aP); Bm =0;

Ym =0; Tm = Tos

Bandera = 60;

if (|Re(F2(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)
S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);

[ Nrefy .
aP = Angulo + asin (#:f:sm(el - Angulo));
Um = j_ntan(_ap)i Pm =0;
Ym =0; Tm =To7

Bandera = 60;

if (|zT — (Vertice + Grueso)| < 1.5dz) * (Bandera = 0)

_ . Nref, . . _ 2_1r _ .
aP = —asin (Nrefz Sln(91)>, U = 5 tan(—aP);
Bm =0; Ym = 0;

Tm =107 Bandera = 60;
formeO..N

Uno = XAp;

Return U
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A continuacidén se presenta el pseudocddigo para el arreglo de
espejos revisado en el capitulo 4. Todas las wunidades
empleadas serdan metros,

N =4000 // Numero de iteraciones
n=0..N // Contador para iteraciones

zT =30%107%2 // Distancia total que recorrerd cada rayo
T . . . .
dz==%-//Dlstanc1a de propagacidén entre planos consecutivos

Zp,=nx*dz // Contador de distancia

Top=1%10"2 // ordenada al origen para la superficie
reflectora superior

Bottom = —1%x10"2 // ordenada al origen para la superficie
reflectora inferior

Slopel =1%10"Y // pendiente para la superficie reflectora
superior

Slope2 = —1%10"! pendiente para la superficie reflectora
inferior

F1 = Slopel *z, + Top // Funcidn para generar el espejo superior

F2 = Slope2 * z, + Bottom // Funcién para generar el espejo
inferior

// A continuacidén la funcidén que calculard cada pardametro de
la gaussiana invariante. La funcidén recibe dos pardmetros: Xx
[m] indica la altura del rayo en el plano objeto, 6 [rad]
indica el 4&angulo de inclinacién del rayo en dicho plano.
Todas las unidades de distancia en esta funcidén estan dadas
en metros. Con el fin de trazar gaussianas lo mas semejantes
a un rayo, se utilizaradan longitudes de onda muy pequeiias,
aungue cualquier valor arbitrario puede ser utilizado.

P(x,0) = {
/10:0.6*10_15; ZO:O,'

XAy = Xx; xBy =0;



Nref, =1; a, = i—ntan(é?);
0

,80:0; ]/0:0,
r0=1%10"3; 6, =0;
zTl =0; Bandera = 0;

//Bandera funciona como un control para evitar que el rayo se
propague en una direccidén incorrecta al estar cerca de una
interfase, debido a que la precisidén que se tiene en el
programa es finita.

formel..N
Bandera = Bandera — 1 if Bandera > 0;
Zm =dz; zT =zT + dz;
Nref,, =1; Am = Ao

// BAhora se presentan los pardmetros desarrollados en el
capitulo 3 de este trabajo para la gaussiana invariante.

Dy, = Amzzmz + rm—14(ﬁm—1AmZm + VYm-1AmZm + 7'[)2/'

Vi

am =0; = ;

m 4 ﬂm )lmZm 4

Y = _T[ZTm—14(ﬁm—l/‘lmzm"'ym—l/‘lmzm"'ﬂ')z. r. = vDPm |
m DinAmZm M ey

Am-1AmZ Ym-1AmZmXBm— AmZmXAm—-1Bm-1+Ym-1)
xAm:xAm_1+ mlmm_mlmm m1+mm mlﬁml ml;

21 T T

22
Am-1AmZm _ Ym-14mZmXBm-1 + Am”zm XAm-1 |

2 T Bm-1AmZm+Ym-1AmZm+m  wrm_1*’

xB,, =

A
0, = atan [ﬁ (@m-1 — Zym—lem—l)]/'

if (|Re(F1(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)

S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);
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_ . Nrefy . _ .
aP = Angulo + asin (—Nrefz sin(6, Angulo)) ;

Ay = j—:ltan(aP); Bm =0;

Ym =0; Tm = Tos

Bandera = 60;

if (|Re(F2(ZT)) — xAm| < 1%) * (Bandera = 0) * (zT < x0)
S = Slope(zT); S=0if Im(S) #0;

Angulo = atan(S);

[ Nrefy .
aP = Angulo + asin (#:f:sm(el - Angulo));
Um = j_ntan(_ap)i Pm =0;
Ym =0; Tm =To7

Bandera = 60;

if (|zT — (Vertice + Grueso)| < 1.5dz) * (Bandera = 0)

_ . Nref, . . _ 2_1r _ .
aP = —asin (Nrefz Sln(91)>, U = 5 tan(—aP);
Bm =0; Ym = 0;

Tm =107 Bandera = 60;
formeO..N

Uno = XAp;

Return U
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