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Resumen 

 

Las técnicas de percepción aplicadas a robótica móvil utilizan desde sensores básicos 

como los sensores de impacto, los cuales se activan cuando el robot colisiona con 

obstáculos y así cambiar de trayectoria. Posteriormente se encuentran los sensores 

ultrasónicos que miden las distancias presentes entre el robot y los obstáculos con el fin 

de evitarlos recalculando la trayectoria a seguir antes de chocar. Otro tipo de sistemas son 

los sensores laser los cuales brindan una mayor resolución tanto en el rango de medición 

como en la cantidad de datos por escaneo. Otro tipo de sensado del entorno es a través 

de visión por computadora, la cual dependiendo de la aplicación puede ser pasiva (por 

ejemplo visión monocular o estéreo), o activa con la proyección de luz para detectar las 

diferentes dimensiones en el espacio de movimiento. En este sentido se tiene entre otros, 

la proyección de puntos o líneas proyectados con láseres, las cuales requieren de un 

proceso de escaneo  o bien utilizando proyectores,  obteniendo la información a partir de 

una o varias imágenes. 

El objetivo de este trabajo es la adquisición de datos del entorno a través de técnicas de 

luz estructurada novedosas a partir de una sola imagen, ya que el movimiento del robot 

restringe el uso de técnicas convencionales como el cambio de fase o técnicas de Fourier, 

en las primeras, se requeriría que los objetos estuvieran en reposo y en la segunda no se 

podrían detectar alturas de los objetos en donde se tuvieran uno o más brincos de fase de 

  . Esto con la motivación de proveer la mayor cantidad de información posible para 

realizar el mapeo en tres dimensiones lo más apegado a la realidad. 

Las técnicas propuestas por nosotros en este trabajo son: a) la proyección de varios 

patrones de franjas, los cuales tienen la ventaja de obtener la información de tres 

dimensiones a partir de un conjunto de imágenes sin importar la altura del objeto. Y b) se 

hace uso de una sola imagen empleando técnicas de Fourier, las cuales proporcionan 
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información suficiente para un robot en movimiento para un rango de profundidad 

considerable. 

Una de las principales causas de error en la proyección de luz estructurada es la no 

linealidad del sistema cámara-proyector, por lo que adicionalmente proponemos una 

solución para corregirla, a través de algoritmos simples. 
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En el campo de la robótica, existen dos tipos de elementos: Los brazos robóticos y los robots 

móviles.  El trabajo que se desarrolla se centra en los sensores de percepción de estos últimos.   

Los robots móviles, se pueden categorizar en robots controlados ya sea por radio control o 

cualquier otro tipo de sistema de manipulación llevada a cabo por algún operador. Y los robots 

móviles autónomos. Los robots autónomos presentan diversos retos a resolver, debido a que se 

requieren diferentes tipos de información para llevar a cabo la correcta navegación en un entorno 

que puede ser conocido o desconocido.   

En el capítulo II, se presentarán los retos a los que este tipo de sistemas se enfrentan, en donde  

destacan los problemas de localización, el mapeo. En este sentido se realiza la solución al 

problema de localización de un robot de ruedas, aunque no es limitado a este tipo de robots ya 

que de la misma manera se pueden aplicar a robots humanoides o de patas en un entorno 

conocido. Los algoritmos a implementar son expuestos para modelar matemáticamente todos los 

errores producidos al efectuar el movimiento del robot. Adicionalmente, se describe el problema 

de la creación del mapa del entorno, ya que para poder localizar al robot es necesario este último, 

pero si éste no se conoce, no se puede determinar la posición correcta del robot, por lo tanto, se 

tiene que crear un mapa. En este capítulo solamente se realiza de manera práctica los algoritmos 

de localización y mapeo existentes, y se mencionan los métodos actuales para la digitalización de 

objetos y construcción de mapas en 3D. 

Por otra parte, en el capítulo III, se presenta la justificación del uso de luz estructurada en los 

sistemas de visión para robots, en comparación con los sistemas comunes de percepción en 

robótica, ya sea por visión monocular, o con sistemas estéreo así como sus ventajas y desventajas, 

además del porqué es necesario tener un sistema de rápida adquisición de datos de información 

en 2D o 3D.  
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Debido a que el algoritmo debe de ser de cálculo rápido, es necesario recurrir al mínimo de 

imágenes posibles, lo que hace necesario efectuar la calibración de varios parámetros del sistema 

de luz estructurada previamente, entre ellos la gamma del proyector. En este capítulo, nosotros 

proponemos un algoritmo que hace uso de dos imágenes para corregirlo, lo que es una ventaja en 

comparación con métodos tradicionales en donde se hace uso de 255 imágenes o hasta 1024. 

En el capítulo IV, se muestran dos métodos novedosos en cuanto a proyección de luz estructurada 

aplicables a robótica móvil propuestos por nosotros, en donde se hace la adquisición de la 

información de profundidad del entorno a través de una imagen, independientemente de que en 

la profundidad existan cambios de fase mayores a   . Finalmente, en el capítulo V, se realiza el 

planteamiento de futuras investigaciones, así como las conclusiones de este trabajo.  

Adicionalmente en el apéndice A se presentan algunos de los fundamentos matemáticos para el 

capítulo II. Las publicaciones en revistas internacionales arbitradas que fueron resultado de esta 

investigación, se presentan en el apéndice B.  
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 Introducción. 

Con el fin de conocer profundamente la problemática en cuanto a robots móviles y las 

necesidades de sus sensores, en este capítulo se implementan las soluciones para los problemas 

de localización y mapeo a partir de algoritmos existentes.  

Para la manipulación de un robot móvil, es necesario conocer su ubicación en un mapa del 

entorno en el que se desarrolla el movimiento.  Con el fin de  resolver el problema de la 

localización, se supone que el mapa es conocido, por esta razón, la complejidad del problema 

disminuye. 

Debido a la dificultad que un robot experimenta cuando se requiere realizar un movimiento en 

cuanto a la localización, se aplica la técnica divide y conquistarás, en la cual la tarea completa se 

divide en pequeños problemas para facilitar la solución, estos se definen como  

 Percepción. 

 Localización. 

 Razonamiento. 

 Control de movimiento 

2.1 Percepción. 

En el campo de la percepción del entorno se cuentan con diferentes tipos de sensores que de 

acuerdo a las variables que miden se categorizan en proprioceptivos y exteroceptivos.  Los 

primeros de ellos miden las variables internas del robot, tal como la velocidad de los motores, 

velocidad de las llantas, nivel de voltaje de la batería, entre otros.  Los exteroceptivos realizan 

mediciones sobre el entorno del robot, es decir, la distancia existente entre obstáculos y el robot, 

desniveles en el piso, o sensores táctiles, radares y láseres [2.1 - 2.4]. Un ejemplo adicional de un 
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sensor del tipo exteroceptivo es el sistema de posicionamiento global o GPS, el cual se puede 

aplicar a robots autónomos bajo ciertas limitaciones. La principal es que tienen una precisión de 

decenas de metros, lo que imposibilita su uso en aplicaciones de escalas pequeñas tal como 

entornos de oficina, además de que no se puede utilizar en zonas techadas.  Una alternativa, es 

colocar una serie de cámaras en donde el robot realizará las tareas pero esto incrementaría el 

costo sobre todo cuando se tiene que cubrir un área extensa, o bien, que independientemente de 

la localización de las cámaras, eventualmente un objeto el cual pudiera ser incluso una persona, 

bloqueará por un momento la visión de las cámaras provocando que por ese tiempo la localización 

del robot sea errónea pudiendo provocar un accidente.  Debido a esto,  la solución que debe ser 

empleada por costos, simplicidad y funcionalidad, es utilizar todos los sensores necesarios dentro 

del robot, incluyendo sensores proprioceptivos y exteroceptivos para lograr la correcta 

localización del sistema.   

2.2 Selección de los sensores. 

Para llevar a cabo el proceso de localización, se utilizan los dos tipos de sensores, exteroceptivos y 

propioceptivos. Los más comunes en la odometría son los encoders ya sea colocados en los 

motores o bien en cada rueda, estos sistemas pueden ser: 

 Encoders ópticos 

 Encoders magnéticos 

 Encoders capacitivos 

 Encoders inductivos 

Esos encoders proporcionan pulsos en niveles de voltaje digitales dependiendo de la posición del 

elemento a donde van sujetos pudiendo ser en las llantas, ejes o motores, y determinando de esta 

manera no sólo la posición sino además la velocidad.   En algunos casos pueden ser útiles los 
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potenciómetros, que dependiendo del valor de resistencia pueden determinar tanto la posición 

del sistema como la velocidad de rotación. Adicionalmente se pueden utilizar brújulas 

electrónicas, giroscopios, e inclinómetros para determinar la correcta orientación del robot, y 

combinados con los encoders, obtener una aproximación de la posición del robot. 

Para hacer mediciones sobre el entorno, se utilizan medidores de rango. Estos elementos activos 

son sensores que envían energía al entorno de diferentes maneras para posteriormente medir las  

variaciones que esta energía genera. Pueden ser sensores de reflectividad o los más usados 

sensores de rango ya sean laser o ultrasónicos que entran en la categoría de sensores de tiempo 

de vuelo, los cuales serán analizados en la siguiente sección.   Al momento de medir velocidad, la 

mejor opción es utilizar sensores que utilicen el efecto Doppler. 

Otros elementos recurrentes en los sistemas robóticos son los que utilizan visión, ya sea 

monocular, estéreo o con múltiples vistas [2.5 - 2.7] en donde  se obtiene información de 

distancia, localización de objetos,  localización de objetos fácilmente reconocibles  y de posiciones  

definidas (landmarks), entre otros. Para la implementación de los algoritmos de localización y 

mapeo se utilizarán sensores por tiempo de vuelo por lo que se describen en la siguiente sección. 

2.2.1 Sensores por tiempo de vuelo. 

 2.2.1.1 Sensores ultrasónicos. 

Son sensores que utilizan piezoeléctricos con el fin de generar perturbaciones en el aire en 

frecuencias mayores a las del sonido audible, de tal manera que son imperceptibles al oído 

humano, en general de 40 y 180 KHz. Basan la medición de distancia en el tiempo en que la onda 

viaja para encontrar el objeto, mientras que este la hace regresar a otro piezoeléctrico que 
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convierte la señal de sonido en señal eléctrica.  La distancia se puede determinar fácilmente 

utilizando la siguiente ecuación. 

     , (2.1) 

 

en donde   es la distancia recorrida por la onda de sonido desde que sale del piezoeléctrico hasta 

que es nuevamente recibida por el piezoeléctrico,   es la velocidad de la onda que depende de 

diversos factores, y finalmente,   es el tiempo transcurrido. Finalmente la distancia del sensor al 

objeto se define como: 

  
   

 
 , (2.2) 

en donde   es la velocidad del sonido, la cual está en función de la temperatura en grados Kelvin 

 , de la constante del gas    y de la relación de calor especifico  , y está definida como: 

  √   . (2.3) 

Para trabajar con sensores ultrasónicos se deben de tomar en cuenta algunas consideraciones, la 

principal de ellas es que el sonido no viaja de forma directa sino que se propaga en forma de cono, 

generalmente a 30° en los dos sentidos, por lo que un solo sensor detecta objetos localizados 

dentro de un cono de apertura de 60°, tal y como se muestra en la siguiente figura. 

 

Figura 2.1. Respuesta del sensor ultrasónico modelo SRF-05. [2.24]. 
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Se puede apreciar, además de que se tiene un cono de respuesta, que las lecturas son 

extremadamente ruidosas, es decir, poco precisas. También se tiene otro fenómeno a considerar, 

las reflexiones especulares, ya que si la onda de sonido llega a una superficie en un ángulo 

específico donde se tenga reflexión total, la onda nunca regresará y por lo tanto se generará una 

medición errónea, por lo que hay que modelar matemáticamente todos estos generadores de 

error en las mediciones. Finalmente en el manejo de estos sensores hay que tomar en cuenta que 

al emitir una señal, ésta probablemente pueda recibirse en dos o más sensores, por lo que se 

tendrían evidentemente datos erróneos. 

2.2.1.2 Sensores Laser. 

Su funcionamiento es similar al de los sensores ultrasónicos, solamente que en este caso, se 

substituye la onda sonora por una onda de luz colimada y un receptor que pueda detectar la luz.  

Existen básicamente tres maneras de detectar el haz de luz. La primera basa su funcionamiento en 

el mismo principio que el ultrasonido: a través de un rayo pulsado se mide directamente el tiempo 

transcurrido desde que se emite la luz hasta que se mide. Evidentemente los tiempos de respuesta 

son muy pequeños, del orden de los picosegundos por lo que estos elementos están compuestos 

por electrónica muy específica, incrementando altamente los costos.  Otro método utiliza la 

modulación de frecuencia. Finalmente el menos costoso y más fácil de utilizar, emplea el 

desplazamiento de fase para determinar la distancia. 
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Figura 2.2.- Desplazamiento de fase entre la señal enviada y la señal recibida.[2.23] 

 Generalmente, se utiliza un láser infrarrojo con longitud de onda de       .  Esta luz se modula 

a una frecuencia de 5 MHz, y siendo   la velocidad de la luz se tiene que la longitud de la onda 

modulada es: 

  
 

 
  (2.4) 

Finalmente la distancia total recorrida por la luz, está dada por la siguiente ecuación 

   
 

  
  , (2.5) 

En donde el desfasamiento  , es obtenido electrónicamente.  Con este método se pueden tener 

dos o más lecturas similares para objetos localizados a diferentes distancias puesto que la 

distancia depende de la fase, pero tomando en cuenta la atenuación presente a estas dos 

distancias se puede determinar cuál es la correcta. En la siguiente imagen se pueden observar 

algunos sensores laser comerciales, uno de la marca Hokuyo con rango de medición de hasta 5 

metros y un Sick, el cual puede llegar a medir distancias de hasta 100 metros. 



 
13 

 

Figura 2.3.- Sensores láser comerciales.[2.25, 2.26] 

Al igual que el sensor de ultrasonido, la distancia medida no es exacta sino que además de la 

medición se tiene que modelar las variaciones en la lectura con respecto al valor real, siendo por 

lo general proporcional a la distancia. Eso significa que se tiene una incertidumbre de medición 

pequeña para distancias cortas y cuando la distancia se incrementa también lo el error en las 

mediciones.  Este sistema, sin embargo, ofrece una ventaja importante con respecto al sensor 

ultrasónico: la cantidad de mediciones, puesto que para cubrir los 360° alrededor del robot se 

tendrían como máximo 6 sensores de ultrasonido, ya que como se menciona anteriormente, cada 

uno de ellos cubre un rango de 60°. Para el caso de los sensores láser se tiene como manera 

general resoluciones de 1 o 0.5 grados. Adicionalmente  la lectura ofrece una incertidumbre en 

varios ordenes menos de la de un sensor ultrasónico. En la siguiente figura se observan 10000 

mediciones utilizando tanto el sensor ultrasónico como el sensor laser a una distancia fija de 300 

centímetros, en un entorno de interiores de un edificio [2.22]. 



 
14 

 

Figura 2.4.- Mediciones de distancia utilizando sensores ultrasónicos y laser[2.22]. 

En la primera gráfica se puede ver que es muy frecuente que por reflexiones especulares la señal 

emitida del sensor ultrasónico se pierda y como consecuencia se tenga el valor máximo de la 

medición, en este caso 500 centímetros. También se puede ver que es más frecuente que se tenga 

una medición menor a la real. En cambio es menos probable tener una medición de distancia 

mayor a la real. Finalmente se puede ver que se tiene cerca del valor de 300 centímetros la mayor 

cantidad de datos. Las conclusiones son, que para modelar estos datos es necesario proponer una 

distribución de probabilidad, la cual, se explica más ampliamente en la siguiente sección.  Por otro 

lado, en los sensores laser, se tiene claramente la mayor cantidad de los datos cerca del valor real, 

pero de nueva cuenta existen datos o valores de distancia presentes en valores que no son los 

correctos. Nuevamente se aprecia que se tiene una mayor cantidad de datos a distancias menores 

que objetos localizados a distancias mayores, y casi no se tienen mediciones en la lectura de 

distancia máxima, es decir es mucho más insensible a las reflexiones especulares. 
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2.3 Modelo de mediciones 

Debido a la distribución de las mediciones mostradas en la figura 2.4, se deben de considerar 

cuatro distribuciones de probabilidad [2.22]. Las cuales se definen a continuación: 

 Probabilidad de la medición correcta desde el robot. 

 Probabilidad de objetos entre el robot y los obstáculos. Estos pueden ser personas en un 

entorno real. 

 Probabilidad para una reflexión especular que de la lectura máxima. 

 Distribución uniforme, modelando errores aleatorios. 

Generando finalmente la siguiente distribución de probabilidad: 

   |     [

    

      

    

     

]

 

  

[
 
 
 

      |    

        |    

      |    

       |    ]
 
 
 

  

(2.6) 

Visto de manera gráfica. 

Figura 2.5.-  Distribución de probabilidad generalizada para un sensor de distancias[2.22]. 
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Para cada medición del sensor se debe de utilizar la función de probabilidad mostrada en la figura 

2.5 con el fin de determinar su validez, independientemente si las mediciones son obtenidas con 

sensores laser o bien,  ultrasonidos. La única diferencia es que los valores constantes que 

multiplican a cada sub-distribución (mostrados en la ecuación 2.6) serán diferentes, y 

determinados por un proceso de calibración.  

Adicionalmente a este tipo de sensores, los sistemas de visión son usados para diversas 

aplicaciones; uno de ellos, es que se modifica la distancia focal de la cámara tomando la misma 

imagen del suelo, y dependiendo de la distancia a la cual se encuentre el piso, se tendrán varias 

imagenes con distinta nitidez, la cual se determina a través de la detección de bordes, sabiendo a 

qué distancia focal corresponde la mejor imagen se puede determinar la distancia al suelo[2.23].  

Existen además trabajos donde se utiliza visión monocular para obtener los datos de profundidad, 

utilizando el movimiento del robot para triangular distancias. Otro sistema de medición utilizando 

cámaras es el de visión estéreo en donde se tiene la profundidad del entorno a través de dos 

imágenes. Este método falla cuando no se tiene las suficiente textura para relacionar las dos 

imágenes, por ejemplo cuando se tiene una pared completamente blanca sin ningún objeto, estás 

técnicas se discutirán en mayor detalle en el capítulo V. En esta etapa del proyecto solamente se 

utilizan sensores de ultrasonido aplicando el modelo presentado anteriormente [2.8]. 

2.4 Representación de la posición. 

Como el robot móvil puede estar compuesto de ruedas en el caso de un vehículo, patas en el uso 

de un robot con morfología animal o bien, piernas en el caso de un humanoide, es importante que 

los algoritmos generados se puedan aplicar a diferentes sistemas, y que proporcionen una 

solución lo más general posible.  Independientemente de su morfología, es sencillo representar la 

posición de un robot móvil  con sus coordenadas      , y además un ángulo de orientación    , 
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tal y como se aprecia en la figura 2.6, tomando como marco de referencia el origen de un mapa 

definido. Esto es solamente para el caso en donde el robot se mueve en un entorno de dos 

dimensiones, es decir, en un plano, sin movimientos de elevación, como podría ser el caso de un 

helicóptero, cuadróptero, entre otros. 

 

Fig. 2.6. Representación de la configuración del robot. 

Con lo anterior se puede incluir la información de configuración del robot como un solo vector 

dado por la ecuación 2.7. 

  [
 
 
 
]  

(2.7) 

2.5 Cinemática del robot. 

La cinemática depende evidentemente de la configuración del robot, incluso del tipo de ruedas 

empleadas, ya que se pueden tener del tipo estándar con un solo grado de libertad (rotación solo 

en el eje de la llanta), ruedas locas que cuentan con 2 grados de libertad(rotación de la base y 

rotación en el eje de la llanta),  las ruedas esféricas, las cuales permiten el movimiento en 

cualquier dirección sin poder aplicarle alguna fuerza de tracción, o bien ruedas mecanum, las 

cuales incluyen rodillos a una orientación de  45° o 90° lo que permite realizar deslizamientos en 

cualquier dirección, independientemente de la orientación del cuerpo principal de la rueda.   
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Empleando ruedas estándar, se pueden tener variadas configuraciones de geometría de la rueda 

en el robot, dependiendo del número de llantas a emplear, estas pueden ser: 

 De dos ruedas: Bicicleta, sistema diferencial. 

 De tres ruedas: el usado en triciclos y montacargas. 

  De cuatro ruedas: Sistema casi-diferencial, dirección Ackerman. 

Para el desarrollo de este trabajo se utiliza el robot diferencial que consta de dos llantas 

dispuestas de forma paralela, y una rueda loca en la parte posterior, para permitir el giro del 

robot, tal y como se esquematiza en la siguiente figura. 

 

Fig. 2.7. Esquema de la vista superior y lateral del robot diferencial. 

Existen varios modelos cinemáticos para el robot diferencial, el primero de ellos utiliza la 

información de los sensores proprioceptivos, que son los que miden las variables internas del 

robot, tales como la orientación a través de brújulas, o bien encoders ópticos que permiten medir 

la velocidad de cada rueda.  Con esta última información, el desplazamiento del robot está 

descrito por las siguientes ecuaciones. 

 ̇  
 

 
             

(2.8) 

 ̇  
 

 
             

(2.9) 
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 ̇  
 

 
         

(2.10) 

en donde    y   , son las velocidades de las ruedas derecha e izquierda respectivamente,   es el 

radio de las llantas,   es la distancia entre las llantas, que generan los desplazamientos  ̇ y  ̇, 

además de una rotación  ̇. Las ecuaciones anteriores pueden dar muy buena información de los 

desplazamientos y de las orientaciones a partir de la información de las llantas, sin embargo, para 

el cálculo de los controles necesarios para efectuar el movimiento se emplea el modelo basado en 

la velocidad lineal y la velocidad angular del robot, las cuales determinan los desplazamientos con 

las ecuaciones siguientes.  

 ̇       , (2.11) 

 ̇       , (2.12) 

 ̇   , (2.13) 

donde   es la velocidad y   es la velocidad angular. Una vez que se conoce la trayectoria a seguir, 

se calculan las velocidades para cada rueda que generarán la trayectoria, utilizando las ecuaciones 

2.14 y 2.15 para la rueda derecha e izquierda respectivamente. 

   
     

  
  

(2.14) 

   
     

  
  

(2.15) 

La información proporcionada por los encoders de cada rueda es de desplazamiento, por lo que 

para evitar hacer el cálculo de la velocidad se utiliza esta variable para generar el estado 

(posición), aplicando lo siguiente. 

   
     

 
  

(2.16) 

               (2.17) 
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               (2.18) 

     
     

 
  

(2.19) 

donde    es el centro del robot,    y    son las distancias desde el centro del robot a la rueda 

derecha y a la rueda izquierda respectivamente, que pueden ser fácilmente calculadas a partir de 

la lectura de los encoders, utilizando las siguientes ecuaciones. 

      
   

 
  

(2.20) 

      
   

 
  

(2.21) 

donde     y     son los conteos de los encoders izquierdo y derecho,   es el número de pulsos 

generados en una la rotación completa de la llanta. Sin embargo, a pesar de tener definida la 

velocidad lineal, la velocidad angular, y la distancia que viaja cada rueda, los cálculos no dejan de 

ser una aproximación del movimiento del robot. El principal problema es que existen 

deslizamientos de las ruedas al inicio del movimiento del sistema,  y movimientos impredecibles al 

momento de terminar la trayectoria debido a la inercia,  mientras que cuando la velocidad del 

robot es prácticamente constante se mantiene una buena aproximación de los resultados. Cuando 

se tiene en el robot llantas con aire, incluso la presión en cada una de ellas afecta el movimiento 

final del robot provocando un error en la posición final. Si existe un error al final del movimiento, 

ya no se tiene una posición correcta para el inicio del siguiente movimiento, y al modificar 

nuevamente la posición del robot, se tiene de nueva cuenta un error y por mínimo que este sea, la 

posición calculada después del segundo desplazamiento será nuevamente errónea, por lo tanto el 

error es acumulativo y difícil de calcular por todos los aspectos que interfieren en una correcta 

definición de la posición. La manera de encarar este problema es definir matemáticamente un 

modelo aplicable a todos los errores generados. 
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2.6 Representación de la incertidumbre en movimiento. 

Para simplificar la descripción del modelo se utiliza como caso especial un robot que viaja en una 

sola dirección. Considerando que al inicio del movimiento se conoce la posición precisa del robot, 

se puede aplicar la cinemática expuesta en la sección anterior para realizar la predicción de donde 

finalizará el movimiento el robot, tomando en cuenta que ese movimiento provocará un error.  Si 

se repite el experimento, el robot terminará en una posición generalmente diferente a la anterior. 

Si se realizan n experimentos, la distribución de probabilidad Gaussiana, captará la media y la 

varianza de todos los experimentos realizados, determinando así de manera matemática un 

modelo de movimiento. Lo anterior se aprecia en la siguiente figura. 

 

Figura 2.8.- Representación Gaussiana del movimiento del robot sobre un eje [2.22]. 

La media (50 m, en la figura anterior) se puede determinar fácilmente con los valores de entrada o 

bien los controles proporcionados a las ruedas. También se pueden utilizar los elementos de 

medición proprioceptivos tales como encoders en las ruedas, algún otro tipo de sensor o bien si se 

utilizan motores a pasos para el movimiento,  se puede conocer de manera precisa ese dato.  La 

varianza específica para cada robot bajo ciertas circunstancias se puede calcular de manera 
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experimental haciendo n experimentos en donde el robot repita los mismos desplazamientos, 

midiendo la posición final para cada uno. Se puede calcular la varianza, utilizando la siguiente 

ecuación. 

   
 

 
∑       
 

   

  
(2.22) 

en donde   es la media,     es cada dato obtenido en el eje x,  y   es el número de experimentos 

realizados.  

Se puede generalizar este modelo [2.9 - 2.11], cuando se trata de un robot que se desplaza en dos 

direcciones. De la misma manera, se tienen que realizar experimentos para poder obtener el valor 

de la media, para esta ocasión en dos dimensiones. Además es necesario calcular probabilidad de 

que el robot no llegue a la posición deseada por medio de la matriz de covarianza, la cual es la 

contraparte de la varianza para el caso de dos dimensiones. La ecuación para determinar la 

covarianza cuando se utilizan las variables       se muestra a continuación. 

        [      (    )]  (2.23) 

que genera una matriz de covarianza, de 2 X 2, conteniendo una varianza para  , otra para  , 

además de otro valor que define la relación de   y  . Con esto se pueden describir diferentes tipos 

de incertidumbres en los movimientos del robot, tal y como se muestra en la figura 2.9. 
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Figura 2.9.- Distribución gaussiana en dos ejes, describiendo la posición del robot. 

2.7 Propagación del error 

La incertidumbre sobre la posición del robot se incrementa en cada movimiento [2.12], de tal 

manera que, para el robot que viaja en un solo eje y después de realizar cuatro movimientos, las 

densidades de probabilidad serán se aprecian en la figura 2.10. En la posición 0, donde se inicia la 

secuencia de movimientos, se tiene de manera muy precisa y exacta la posición del robot razón 

por la cual la varianza de esta primera distribución es pequeña. Cuando el robot avanza 30 metros, 

por los parámetros definidos anteriormente, se tiene que la incertidumbre aumenta, de esta 

manera, el máximo de probabilidad disminuye en el valor esperado.  En el siguiente 

desplazamiento del robot se esperaría que llegara a 60 metros, sin embargo, el valor de 

incertidumbre se incrementa achatando la función Gaussiana y así sucesivamente. Más adelante 

se describen los algoritmos y la teoría necesaria para volver a reducir la incertidumbre del 

movimiento a un valor razonable, en donde se tenga finalmente la plena conciencia de la 

ubicación del robot en cualquier momento. 
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Fig. 2.10.  Propagación de la incertidumbre en un eje para el desplazamiento del robot [2.22] 

Esto se puede extrapolar al caso en dos dimensiones, en donde dependiendo de la matriz de 

covarianza para cada robot en particular, se puede propagar el error en distintas proporciones 

para los ejes   y  . 

La manera de que se propaga el error en dos dimensiones, se puede determinar con la siguiente 

ecuación:  

         
 , (2.23) 

en donde    y      representan las covarianzas para el nuevo estado y para el previo 

respectivamente, y   depende del robot y es la matriz que describe como se propaga linealmente 

el error. En el caso de que se tenga un sistema no lineal como es generalmente en robótica, esta 

matriz está dada por el Jacobiano. La propagación del error en dos dimensiones se aprecia en la 

figura 2.12. 
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Fig. 2.11.  Propagación de la incertidumbre en dos dimensiones para el desplazamiento del robot. 

2.8 Algoritmo de localización. 

Una vez que se han descrito tanto los modelos de sensores como los modelos aplicados a la 

propagación del error en la realización de movimientos del robot, ahora se describirán los pasos 

necesarios para inducir la reducción de la incertidumbre de la posición del robot.  Esto se logra 

aplicando el filtro de Bayes [2.11 - 2.13]. 

El funcionamiento de este tipo de filtros requiere principalmente de dos pasos, la predicción y 

corrección. El primero de ellos determina bajo un rango de incertidumbre la posición que 

teóricamente debe de tener el robot, incluyendo el modelo de movimiento descrito previamente.  

El proceso de corrección utiliza los modelos de mediciones para reducir la incertidumbre.  La 

predicción está definida como sigue: 

   ̅̅ ̅̅      ∫    |                        
(2.24) 
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en donde se definen “beliefs” o bien distribuciones de probabilidad sobre la posición en donde 

debe de estar el robot.  La función    ̅̅ ̅̅      representa el nuevo estado es decir la nueva posición 

del robot basado en el modelo de movimiento, esto es igual a la integral de la probabilidad de un 

nuevo estado dados los controles en el tiempo  ,    , y dada la posición del estado anterior      .  

Mientras que el proceso de corrección está dado de la siguiente manera: 

             |      ̅̅ ̅̅      . (2.25) 

Cuando se tiene una predicción de acuerdo a la ecuación 2.24, solamente es necesario incorporar 

el modelo de mediciones dado por la función de probabilidad     |   , para obtener la nueva 

posición o “belief” del robot pero ahora con una disminución en la incertidumbre en su posición,   

solamente es una constante de proporcionalidad, esto se demuestra aplicando las propiedades  

A1. 7 y A1.15, del apéndice I. 

2.8.1 Filtro de Kalman  

El filtro de Kalman proporciona una solución práctica del filtro de Bayes. Determina la estimación 

del estado del robot con Gaussianas, definiendo el primer y segundo momento. Existe además el 

filtro de Kalman extendido, el cual es el filtro de Kalman agregando la corrección en las no 

linealidades del sistema tanto en el robot como en las mediciones. Existe además el filtro de 

información el cual utiliza la representación canónica de las Gaussianas. Más adelante se describe 

el filtro de partículas, éste último, es catalogado como un filtro no paramétrico.  

El filtro de Kalman se describe como: 

                   (2.26) 

en donde     es una matriz     , donde   es la dimensión del vector de estados, la cual describe 

cómo evoluciona el estado de     a   sin controles o ruido.     es una matriz     , donde   es 
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la dimensión del vector de control, y define como los controles afectan el estado  de     a  , y 

finalmente    es el ruido que depende del sistema analizado. 

Para las mediciones se tiene: 

           , (2.27) 

en donde,     es una matriz     , donde   es la dimensión del vector de mediciones, ésta 

condiciona las mediciones al estado o posición  . 

La aplicación del filtro de Kalman al problema de la localización de un robot que se mueve en una 

sola dimensión se muestra en la siguiente figura en donde la línea roja corresponde a la posición 

inicial del robot, es decir un valor determinado en     y con una incertidumbre dada por la 

desviación estándar de 4, lo que indica que anteriormente se realizó un movimiento del robot que 

incrementó su incertidumbre. Adicionalmente se tiene una distribución de probabilidad de 

medición dada por la línea verde. En las ecuaciones A1.7 para una distribución univariada, y A1.15 

para una distribución multivariada, se puede ver que si se multiplican estas dos funciones de 

probabilidad, la desviación estándar se ve reducida. En este caso, se genera la línea azul, la cual 

tiene una incertidumbre final de 2 al aplicar el filtro de Kalman, lo que produce una reducción de 

la incertidumbre a la mitad. 
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Figura 2.12. Aplicación del filtro de Kalman a un robot que viaja en una sola dimensión[2.22]. 

La figura anterior, muestra el caso de un robot que viaja en una dimensión, pero el proceso es 

aplicado de la misma manera para dos dimensiones, es decir, cuando el robot viaja en un plano. 

Con el fin de reducir finalmente la incertidumbre se debe aplicar el filtro,  esto es, calcular a través 

del proceso de predicción la posición tentativa del robot después de efectuar el movimiento dada 

por la media y la incertidumbre dada por la desviación estándar. Posteriormente, se efectúa el 

paso de la corrección utilizando la distribución de probabilidad de las mediciones, lo que reduce la 

incertidumbre de la posición.   Finalmente, el algoritmo para realizar este procedimiento se 

concentra en los siguientes pasos: 
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Tabla 2.1 Implementación del filtro de Kalman[2.22]. 

En el algoritmo de la tabla 2.1       es la media de la posición anterior,      es la matriz de 

covarianza describiendo la incertidumbre de la posición,    son los controles enviados al robot 

para moverlo y    son las mediciones obtenidas en la nueva posición. En el paso de la predicción 

  ̅  es la media de la nueva posición,  ̅  es la matriz de covarianza describiendo la incertidumbre 

también de la nueva posición, finalmente    es la media para la nueva posición y    es la 

covarianza reducida.   Este procedimiento se aplica en cada movimiento del robot. 

2.8.2 Filtro de partículas.  

El movimiento de un robot viajando en círculos, describe una trayectoria evidentemente no lineal. 

Como se menciona anteriormente en la propagación del error, si se tienen distribuciones 

Gaussianas, los cálculos se basan en sistemas lineales (Filtro de Kalman), y si no lo son, se 

linealizan a través de  aproximaciones (Filtro de Kalman Extendido). El modelo de mediciones, 

también es no lineal por lo que esto se debe de tomar en cuenta al momento de realizar la 

programación de los algoritmos.  

El filtro de partículas es una manera de aplicar el filtro de Bayes de manera práctica a través del 

método de Montecarlo, utilizando muestras aleatorias de las distribuciones de probabilidad. 

𝐹𝑖𝑙𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝐾𝑎𝑙𝑚𝑎𝑛  𝜇𝑡   Σ𝑡   𝑢𝑡 𝑧𝑡  

𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 𝜇𝑡  Σ𝑡 

Predicción: 

 𝜇𝑡̅  𝐴𝑡𝜇𝑡   𝐵𝑡𝑢𝑡 

 Σ̅𝑡  𝐴𝑡Σ𝑡  𝐴𝑡
𝑇  𝑅𝑡 

Corrección: 

 𝐾𝑡  Σ𝑡̅𝐶𝑡
𝑇 𝐶𝑡Σ𝑡̅𝐶𝑡

𝑇  𝑄𝑡 
   

 𝜇𝑡  𝜇𝑡̅  𝐾𝑡 𝑍𝑡  𝐶𝑡𝜇𝑡̅  

 Σ𝑡   𝐼  𝐾𝑡𝐶𝑡 Σ𝑡̅ 
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Además, esta técnica tiene una alta exactitud, mostrando alta eficiencia computacional. 

Adicionalmente, se pueden tener distribuciones de probabilidad que no son estrictamente 

Gaussianas, lo que es aplicable a sistemas no lineales.   

Para la implementación de este tipo de filtro se definen las partículas, las cuales, aplicadas al 

problema de localización, son las posiciones posibles del robot.  Se tiene un número finito de 

partículas, y estas, en su conjunto describen la aproximación de la distribución de probabilidad.  El 

estado    compuesto por   partículas, está dado de la siguiente manera: 

     
[ ]

   
[ ]

     
[ ]

  (2.26) 

En donde el superíndice determina el número de partícula y cada una de ellas contiene el vector 

de posición del robot.   
[ ]

 [        ]
 . La posición de las partículas está dictaminada por la 

distribución de probabilidad, es decir, en donde se tiene una probabilidad alta, habrá mayor 

cantidad de partículas, en el otro sentido, cuando se tiene una probabilidad baja, se tendrá un 

número muy pequeño de partículas. 

De manera general el filtro de partículas se describe en los siguientes puntos: 

 Paso I. Se genera la predicción del nuevo estado a partir del conjunto de partículas 

del estado anterior y los controles, con lo que se tiene de manera general la 

distribución de probabilidad     |        . 

 Paso II. Se calcula para cada partícula el factor de importancia o también llamado 

el peso para cada partícula, a través de la inclusión de la información de las 

mediciones, y está dada por   
[ ]

     |  
[ ]

  . 

 Paso III. Se realiza el proceso de re-muestreo, el cual reemplazará con las 

partículas de mayor peso aquellas cuyo peso es muy pequeño, es decir, dándole 
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prioridad a las partículas que le dan soporte a las mediciones adquiridas y aquellas 

que no, eliminarlas. 

Con esto se tienen prácticamente dos distribuciones de probabilidad, una es la propuesta y la otra 

es la distribución objetivo, y la manera de llegar de una a otra es a partir de los pesos de 

importancia. 

Una vez que se tienen los pesos de importancia para cada una de las partículas, se lleva a cabo el 

proceso de re muestreo (re-sampling) [2.15], en el cual las partículas que tienen pesos muy 

pequeños se eliminan y se sustituyen por partículas con un mayor peso. Las distribuciones 

propuesta y objetivo, se muestran en la figura 2.14, además se indican los pesos para cada 

partícula. 

 

Figura 2.13. Distribuciones propuesta (g), y objetivo (f), los pesos de importancia se muestran en 

azul. [2.22]. 
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En la figura 2.14 se muestra una distribución objetivo   (mostrada en rojo), así como la 

distribución de muestreo dada por la función   (mostrada en verde).  Se pueden apreciar las 

particulas en azul en donde la mayor cantidad se sitúan en el pico de la distribución  , por lo que 

es necesario colocar un peso en cada una de ellas (ilustrado como la longitud de la barra azul).  

Tomando en cuenta el peso de cada una de ellas se lleva a cabo el proceso del muestreo, 

generando como resultado final que las partículas se coloquen en de acuerdo a la función 

objetivo. 

Utilizando la técnica de remuestreo de baja varianza ilustrada en la figura 2.15, las partículas se 

agrupan en línea incluyendo la información de su peso, para realizar un procedimiento de 

remuestreo utilizando una distribucion uniforme, de tal manera que si  se tiene una partícula con 

muy poco peso comparado con la sumatoria de pesos de todas las partículas, es muy poco 

probable que en el proceso de remuestreo se seleccione. Sin embargo, si una partícula tiene un 

peso relativo muy grande, en el proceso de remuestreo se generan varias muestras de esa sola 

partícula, dando como resultado que la nueva distribución obedece a la distribución objetivo, de la 

misma manera que se muestra en la figura 2.14.  

 

Figura 2.14.  Aplicación del muestreo de baja varianza[2.22]. 
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2.8.2.1 Aplicación del filtro de partículas a la localización. 

Para la aplicación del filtro de particulas se emplea un robot de tipo diferencial que cumple con las 

ecuaciones de movimiento descritas al inicio de este capítulo. 

 

Figura 2.15.- Robot utilizado para la localización. 

Para la localización, es necesario un mapa del entorno, en la siguiente figura se muestra tanto el 

robot colocado dentro del entorno, como el mapa creado. 

 

Figura 2.16.- a) Entorno del robot y b) Mapa virtual para la localización del robot 



 
34 

Inicialmente como la posición del robot es desconocida, la distribución que describe esta situación 

es la distribución uniforme, la cual se muestra a continuación. 

 

Figura 2.17.-Distribución uniforme,  a) Robot en el entorno. b) Posiciones posibles del robot en el 

mapa virtual. 

Cada partícula es mostrada en la posición      , a través de un círculo rojo, mientras que la 

orientación    es representada por la línea azul correspondiente.  Se tienen 500 muestras, las 

cuales entre más sean se tiene una mayor posibilidad de que alguna esté en la posición real del 

robot, sin embargo esto incrementa el tiempo de procesamiento computacional. En cambio, si se 

tienen menos muestras se tiene un tiempo de procesamiento menor pero evidentemente 

sacrificando la posibilidad de calcular la posición correcta.  Una vez que finaliza el primer ciclo 

completo de movimiento, toma de mediciones y re-muestreo, se tiene que los valores posibles de 

localización del robot se ven reducidos considerablemente, como se puede apreciar en la siguiente 

figura, en donde se tienen la misma cantidad de partículas (500), solamente que varias tienen la 

misma posición y orientación simplificadas por el re-muestreo. 
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Figura 2.18.- Posición de las partículas después del primer ciclo,  a) Robot en el entorno. b) 

Posiciones posibles del robot en el mapa virtual 

Para el segundo ciclo de re-muestreo, se tiene la siguiente figura, en donde se aprecian dos 

distribuciones de probabilidad que contienen la mayor cantidad de partículas. Estas sin embargo, 

no corresponden a la posición real del robot. 

 

Figura 2.19.- Posición de las partículas después del segundo ciclo, a) Robot en el entorno. b) 

Posiciones posibles del robot en el mapa virtual. 

En el tercer ciclo se obtienen nuevamente dos distribuciones principales y adicionalmente unas 

partículas que por el mismo proceso de re-muestreo siguen apareciendo aunque su peso relativo 

sea muy pequeño.  Una de las distribuciones de probabilidad está ubicada en la posición correcta 

del robot sobre el mapa, mientras que la otra sigue presente porque las mediciones que se 



 
36 

tomaron en esa posición le dan soporte a esa estimación. En este caso el número de las partículas 

presentes en esta segunda distribución son menores. 

 

Figura 2.20.- Posición de las partículas después del tercer ciclo,  a) Robot en el entorno. b) 

Posiciones posibles del robot en el mapa virtual. 

Para el quinto ciclo se tienen todas las partículas en la posición correcta del robot. Este resultado 

se aprecia en la figura 2.22, con lo que se resuelve el problema de la localización global. Se aprecia 

que las partículas forman una distribución gaussiana, y la totalidad de ellas tienen la orientación 

correcta. 

 

Figura 2.21.- Localización global del robot,  a) Robot en el entorno. b) Posiciones posibles del robot 

en el mapa virtual. 
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Adicionalmente se puede reducir la cantidad de partículas una vez que el robot está localizado, 

esto con el fin de reducir el tiempo en los cálculos, y cuando no existan partículas que le den 

soporte a las mediciones obtenidas se debe de incrementar el nuevamente el número de 

partículas.  Esto también se aplica al problema de kiddnaping, es decir, cuando se tiene al robot 

localizado a través de algún esfuerzo externo, éste cambia de posición, se vuelve a reiniciar el 

algoritmo con una distribución uniforme para volver a realizar la localización. 

2.9 Mapeo del entorno. 

El resultado del anterior se pudo llevar a cabo tomando en consideración un mapa del entorno, 

este último realizado a través de mediciones prácticas que particularmente en este caso, y por la 

simplicidad del espacio, no representa ninguna dificultad [2.1 - 2.3]. Sin embargo, cuando se tiene 

un entorno grande en donde se va a localizar el robot esta tarea se complica [2.4] y es poco 

práctico realizar las mediciones manualmente. También, la complejidad se incrementa cuando se 

tiene un espacio completamente desconocido, por lo que es necesario implementar algoritmos de 

mapeo [2.5] que, a partir de mediciones del entorno generen el mapa virtual. Esto conlleva al 

problema de que si no se tiene la posición precisa del robot con referencia al entorno es imposible 

añadir nuevas mediciones e incrementar el tamaño del mapa, pero adicionalmente, para poder 

localizar el robot es necesario contar con el mapa, por lo que se genera un problema recurrente, 

es decir, se precisa del mapa para localizar el robot, pero se debe de tener la correcta localización 

del robot para realizar el mapa.  A este problema se le conoce como Mapeo y Localización 

Simultáneo [2.5, 2.7] ( Simultaneous Localization and Mapping). Solamente se tienen los controles 

del robot, y las observaciones del entorno a través, nuevamente, de distintos tipos de sensores 

tales como ultrasónicos o sensores láser de distancia, para de esta manera determinar tanto el 

mapa como la trayectoria del robot en ese mapa creado. El mapeo y localización simultaneo se 
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puede utilizar para crear mapas en distintos ambientes desconocidos ya sea en edificios, medios 

submarinos, minas o incluso en planetas como Marte en donde el entorno es indudablemente 

inexplorado. 

Existen principalmente dos vertientes en cuanto al SLAM, la primera de ellas es utilizando algunas 

características específicas dentro del mapa próximas al robot [2.31, 2.33], y perfectamente 

distinguibles unas de otras, llamadas landmarks.  El otro tipo, es de mapas de celdas o grid maps, 

en los cuales se tienen la totalidad de las mediciones obtenidas y datos completos en cuanto a 

muros, y objetos, lo que por supuesto, incrementa el consumo computacional pero 

evidentemente incrementa la precisión.  

2.10 Mapeo y localización simultáneo 

De la misma manera que en el proceso de mapeo se trabaja con distribuciones de probabilidad 

para la solución a este problema, tanto para la posición del robot como para el mapa.  Existen dos 

maneras de llevar a cabo este procedimiento: SLAM completo y SLAM on-line, los cuales se 

describen por las distribuciones de probabilidad, mostradas en 2.27 y 2.28: 

        |            (2.27) 

      |            (2.28) 

En la ecuación 2.27, se modela tanto la trayectoria completa     , dada por la totalidad de los 

estados del robot, como el mapa  , a través de las mediciones obtenidas en todos los estados del 

robot      y la inclusión de los controles      desde el tiempo    , hasta  . Por lo tanto, 

computacionalmente hablando, se requieren mucho mayores recursos en comparación con la 

ecuación 2.28, en donde solamente se calcula el último estado   , y el mapa  , tomando de la 

misma manera la totalidad de mediciones y controles. 
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Para llevar a cabo el procedimiento se pueden utilizar las siguientes técnicas: 

 Alineación de mediciones. 

 Filtro de Kalman Extendido. 

 Fast-SLAM 

 Graph-SLAM 

Como se describe anteriormente, se debe de encontrar la distribución de probabilidad 

        |            y el filtro de partículas hace uso de la siguiente factorización: 

        |                |                 |              (2.30) 

A esta factorización se le conoce como Rao-Blackwellization [2.32], y FastSLAM usa esta 

factorización [2.33, 2.34]. FastSLAM por sus siglas en inglés, significa solución factorizada al 

problema de mapeo y localización simultánea.  Para tener la posición del robot, como se menciona 

anteriormente, se trabajan con distribuciones de probabilidad, y para simplificar los cálculos se 

utilizan las técnicas Montecarlo, usando partículas que describen la posición del robot, donde cada 

una de ellas tiene su propio mapa, por lo que para realizar la implementación de este algoritmo se 

tienen que seguir los siguientes pasos: 

 Actualizar la posición de las partículas. 

Incorporando los controles enviados al robot se puede predecir a través 

del modelado del robot, la posición de cada una de las partículas después 

de efectuado el movimiento. 

 Añadir las mediciones. 

Tomando en cuenta la posición de cada partícula de la posición del robot, 

se predice a través del trazado de rayos, en donde van a estar los 
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landmarks y se hace una comparación de la  posición predicha con la real y 

con esto se asignan pesos a las partículas. 

 Re-muestreo. 

Con el peso de cada una de las partículas se realiza el paso de re-muestreo 

con el fin de eliminar las partículas que no le dan soporte a las mediciones 

obtenidas lo que indica una posición errónea de la partícula con respecto a 

la posición real del robot, y conservar aquellas que están cerca de la 

posición real del robot. 

El problema que se puede presentar cuando se trabaja con landmarks, es que, debido a la 

incertidumbre en la posición del robot [2.28], un obstáculo puede darle soporte a las mediciones 

de dos partículas ubicadas en distinta posición, por lo que hay que tener en cuenta el problema de 

la asociación de datos, es decir, tomar la medición en el landmark correcto, lo cual le 

proporcionará al algoritmo mayor robustez.  

2.11 Grid mapping 

Lo expuesto en la sección anterior se puede ampliar para determinar el mapa mediante una rejilla 

o grid mapping, en donde la función de probabilidad a obtener está definida por: 

        |                   |                |          .  (2.31) 

Para el primer término de la factorización, o bien, la trayectoria del robot se puede calcular 

fácilmente a través del método de localización a través de Montecarlo, el cual utiliza métodos de 

generación de números aleatorios para obtener soluciones a problemas complejos, tal como se 

describirá más adelante en el desarrollo del filtro de partículas.  Para la obtención del mapa en el 

segundo término, se puede hacer mediante el mapeo con posiciones conocidas o “known poses 

mapping”, el cual es un problema trivial. De la misma manera que en el caso del mapeo utilizando 
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landmarks, cada partícula contiene su propio mapa, y se realiza el re-muestreo en cada ciclo 

utilizando su verosimilitud ayudándose de su propio mapa como referencia de orientación, lo que 

ocasiona que se tenga un consumo computacional alto, y un desperdicio de recursos ya que se 

tienen partículas que no representan la posición del robot, por lo que es necesario incluir algún 

medio para disminuir la incertidumbre de la predicción del movimiento, el método más utilizado 

para realizar esta función es el de alineación de mediciones o “scan matching” [2.38], el cual por 

medio de mínimos cuadrados encuentra la posición del robot más cercana tomando en cuenta las 

mediciones con respecto del mapa. En términos generales la alineación de datos se realiza 

maximizando la verosimilitud de la posición del robot y el mapa, relativos a la posición y mapa del 

estado anterior, esto se describe en la siguiente ecuación. 

  ̂  
      

  
  (  |    ̂

[   ])      |      ̂     ,  
(2.32) 

en donde el término  (  |    ̂
[   ]) representa las mediciones dada la posición actual y el mapa 

creado hasta el estado anterior,  y el término      |      ̂     indica la posición del robot en el 

mapa dados los controles  y la posición del robot en el estado anterior.  Utilizando los algoritmos 

de scan matching, se puede obtener el mapa representando los resultados por una rejilla de los 

lugares libres y ocupados por los obstáculos. 

2.12 Alineación de mediciones 

Existen diferentes métodos para efectuar la alineación de mediciones [2.41 – 2.51], entre los que 

figuran: De punto a punto, o utilizando patrones distinguibles como líneas, esquinas a puntos, o 

finalmente utilizar los puntos de las mediciones para obtener nuevas líneas, o esquinas y con ellas 

realizar la alineación de mediciones con las obtenidas previamente.  Uno de los primeros trabajos 

es el algoritmo iterativo del punto más cercano o ICP por sus siglas en inglés, posteriormente se 

incluyeron modificaciones y se obtuvieron el IMRP [2.38] y el IDC [2.52] (Iterative matching range 
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point e Iterative dual correspondence respectivamente), entre otros.  También existe la posibilidad 

de trabajar los algoritmos en coordenadas cartesianas o bien, en coordenadas polares, que para el 

caso que se analiza, es la más adecuada ya que las mediciones que proporciona el sensor laser se 

encuentran en estas últimas, es decir, un rango de distancia para cada ángulo dentro del rango, 

por lo que utilizar el alineación de mediciones de manera polar, es la decisión más acertada. 

2.12.1 Polar (PSM) 

Para la aplicación de la alineación de datos de manera polar [2.46] se debe de pre-procesar los 

datos, para lo cual es necesario  seguir los siguientes pasos: 

 PASO I: Llevar a cabo un filtraje de los datos para así evitar el uso de datos que 

hayan sido causados por un error en la medición, por ejemplo cuando se tiene un 

reflejo especular se genera el rango máximo de la medición. 

 PASO II: Realizar una segmentación de datos con el fin de prevenir la interpolación 

de dos objetos diferentes y por lo tanto generar un error. La segmentación se hace 

por medio de agrupar dos datos y calcular una ecuación de recta con ellos,  la 

distancia de esta recta hacia el siguiente punto determina si es colineal con los 

anteriores, si el punto está a una distancia pequeña se agrupan estos tres datos, y 

se vuelve a recalcular la recta, para realizar el análisis de distancia con el siguiente 

dato, y así sucesivamente, etiquetando a todos los puntos que son colineales.  Si 

un dato no es colineal se agrupa con el siguiente para de nueva cuenta iniciar el 

proceso pero ya etiquetado con un número de segmento distinto.  

Una vez que se tienen los datos pre-procesados, es necesario realizar  un procedimiento para 

calcular la traslación y la orientación.  Para el primero de ellos, se lleva a cabo la proyección de los 

datos adquiridos en el marco de referencia utilizando las siguientes ecuaciones: 
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     √                    
                      

   (2.33) 

                                                .  (2.34) 

Posteriormente se recalculan los datos utilizando interpolación para obtener el conjunto de datos 

     , vistos desde la posición del robot. Con ellos se realiza el cálculo de la traslación obteniendo 

los nuevos valores de la ubicación del robot         tratando de minimizar el cuadrado de la 

diferencia entre          . Se utiliza además un parámetro de peso para reducir las contribuciones 

de asociaciones erróneas. 

Para minimizar la sumatoria de los residuos, se aplica regresión lineal a la ecuación 2.33, una vez 

linealizada. 

    
    

  

   
    

    
  

   
                             

(2.35) 

  

Las diferencias se pueden modelar de la siguiente manera: 

   
        [

   

   
]    , 

(2.36) 

donde  , es el vector de ruido y  , se describe como: 

  

[
 
 
 
 
      
   

      
   

      
   

      
   

      ]
 
 
 
 

  

(2.37) 

donde los puntos suspensivos representan el total de mediciones.  Con eso se puede realizar la 

corrección de las posiciones, tanto en  , como en  , utilizando el método de mínimos cuadrados: 

⌈
   

   
⌉                 

        
(2.38) 



 
44 

donde  , es una matriz diagonal que contiene los pesos de cada dato, los cuales son calculados 

de la siguiente manera. 

     
  

 

  
    

  
(2.39) 

y 

             . (2.40) 

La estimación de la orientación del robot toma ventaja de que se tienen los datos en forma polar y 

una rotación de los datos tanto a la izquierda como a la derecha. Esta rotación generará un cambio 

de un grado en alguna dirección por lo que solamente será necesario evaluar el error generado 

cuando se aplican estas rotaciones para poder deducir la orientación correcta. 

Con este método se puede disminuir drásticamente la cantidad de partículas para representar la 

posición del robot, y por lo tanto los cálculos serán más rápidos ya que se tendrán por supuesto, 

menor cantidad de mapas asociados a las partículas. 

Incluyendo este método [2.35] para generar la distribución de probabilidad de la predicción, el 

algoritmo de mapeo se puede dividir en cuatro pasos [2.36 – 2.37]. 

 Muestreo: Se puede calcular la nueva distribución de partículas a partir de la odometría. 

Sin embargo, utilizando el planteamiento de alineación de mediciones se genera una 

distribución optimizada  , con covarianza menor. 

 Cálculo de pesos: Para poder realizar el proceso de re-muestreo y seleccionar las 

partículas que le dan mayor soporte a las mediciones es necesario implementar la 

siguiente ecuación, para cada una de las partículas. 
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|            

      
   

|            
 

    |    
   

   
   

      
   

|    
   

       

    |      
   

           
     

   
  

(3.15) 

 Re-Muestreo: Dependiendo del peso que tiene cada partícula después de proceso 

anterior, se realiza el re-muestreo, utilizando la técnica del muestreo de baja varianza, 

descrita en el capítulo anterior.  

 Estimación del mapa: Una vez que se tienen las nuevas partículas, se incluyen las nuevas 

mediciones al mapa para cada partícula, esto se realiza a través del trazado de rayos. 

Debido a que la posición de las partículas está optimizada, la inclusión de las mediciones al 

mapa es trivial. 

2.13 Aplicación de los algoritmos de mapeo. 

Para la aplicación de los algoritmos anteriores se hace uso de un robot pioneer 3-AT, del 

fabricante Mobile Robots, equipado con un sensor laser Hokuyo modelo URG-04LX-UG01, el cual 

se aprecia en la figura 2.26. 

 

Figura 2.22.- Robot pioneer [2-58]. 

Los resultados del mapeo para el laboratorio en donde se realizó la toma de datos se muestran en 

la siguiente secuencia de imágenes. En la figura 2.27, se aprecia el mapa antes de iniciar el proceso 

http://www.hokuyo-aut.jp/02sensor/07scanner/urg_04lx_ug01.html
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de mapeo. Se puede apreciar la imagen completamente gris en todo el entorno, lo que indica que 

todas las localidades contienen la probabilidad de ocupación de 0.5, lo que claramente indica que 

no se sabe si el espació está ocupado por algún obstáculo o si está libre para que el robot pueda 

moverse a través de él.  

 

Figura 2.23. Mapa al inicio del procedimiento. 

En la figura 2.28, el mapa de ocupación, se construye con la primera medición. En este ciclo no es 

necesario el remuestreo de las partículas ya que todas son colocadas en la posición         , lo 

que indica el origen del mapa en              , en las imágenes 2.29 a 2.32 se muestra el 

mapa de la partícula que tiene mayor peso. 
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Figura 2.24.- Construcción del mapa utilizando la primera medición. 

Se aprecia que ya se tienen diferentes probabilidades en el mapa debido a las mediciones, en 

donde las partes blancas corresponden a probabilidades de 1 representando los obstáculos y las 

partes más obscuras indican que la probabilidad se va acercando a cero, indicando que es un 

espacio libre.    

 

Figura 2.25.- Construcción del mapa utilizando 10 mediciones. 
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En la figura anterior se aprecia que la probabilidad de los espacios libres próximos al robot se 

acerca a cero, mostrándose un color más obscuro, en las siguientes figuras se muestran los mapas 

de ocupación para 25, 50 y 100 mediciones, en donde se aprecia cómo se añaden las nuevas 

mediciones al mapa. 

 

 

Figura 2.26.- Construcción del mapa utilizando 25 mediciones. 
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Figura 2.27.- Construcción del mapa utilizando 50 mediciones. 

 

 

Figura 2.28.- Construcción del mapa utilizando 100 mediciones. 
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La imagen 2.33, muestra los resultados del mapa de ocupación solamente utilizando los datos 

provenientes de la odometría del robot obtenidos a través de los sensores proprioceptivos para la 

posición del robot y las mediciones del sensor laser.  Debido a los errores propios de la odometría, 

como se menciona anteriormente, el mapeo resulta erróneo puesto que no se tiene de manera 

definida ninguna pared del entorno.  En cambio con el método expuesto, cuyo resultado final se 

muestra en la figura 2.32, se aprecia que el error entre el entorno y el mapa generado, disminuye 

considerablemente.  Este mapa, aún contiene errores, sin embargo, su resolución es suficiente 

para que un robot móvil pueda realizar su localización, tal y como se menciona en el proceso de 

localización. 

 

Figura 2.29.- Construcción del mapa utilizando exclusivamente los datos de odometría. 

Para realizar el mapeo en tres dimensiones se pueden utilizar diversas técnicas. Una de ellas es 

con dos sensores laser apuntando en distintos planos, [2-53, 2-54, 2-55]. Sin embargo el estado del 

arte en técnicas de mapeo involucra cámaras RGB-D [2-56, 2-57, 2-58], las cuales además de 
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proporcionar información de profundidad proveen información en cuanto al color de los objetos, 

lo cual es imposible a partir de sensores laser de proximidad. 

La idea de los algoritmos que se presentan en los siguientes capítulos es tener una cámara RGB-D 

a partir de proyección de luz estructurada, con el fin de que los datos obtenidos se puedan utilizar 

en el mapeo 3D del entorno. 

En el capítulo III, se describen soluciones a una de las principales fuentes de error cuando se 

trabaja con luz estructurada, el parámetro gamma.  Este, representa la no linealidad en un sistema 

de adquisición cuando se utiliza un proyector y una cámara.  Posteriormente proponemos un 

método para eliminar los errores producidos debido a esta causa, con el fin de que los resultados 

de la adquisición de datos en 3D sean correctos independientemente del método que se utilice, ya 

sea por métodos tradicionales como cambio de fase o Fourier.  
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Introducción. 

En lugar de la utilización de los elementos sensores tanto láseres como ultrasónicos, se propone 

en este capítulo el uso de luz estructurada para la obtención de las mediciones.  Tomando en 

cuenta que el sistema de luz estructurada irá montado en el sistema móvil, es necesario que se 

tenga la información de profundidad con una sola imagen, ya que al utilizar un proceso de cambio 

de fase, se tendrán entornos diferentes para cada imagen lo que generará errores por el solo 

hecho del movimiento del robot.  Para desarrollar algoritmos de medición a través de luz 

estructurada, se debe de tener en consideración los aspectos prácticos de la aplicación de estas 

técnicas. Uno de los más importantes es la no linealidad del proyector y de la cámara, lo que 

produce un error en la adquisición de los datos apreciable mayormente cuando se utilizan pocas 

imágenes. Existen algoritmos que muestran mucha inmunidad a la no linealidad, como el método  

de desplazamiento de fase en cuatro pasos, pero como el objetivo es obtener el patrón en una 

sola imagen, es necesario realizar una calibración. En este capítulo se describen métodos 

propuestos por nosotros, los cuales hacen uso de un número mínimo de imágenes en 

comparación con otros métodos que usan desde 255 imágenes hasta 1024. 

3.1 Corrección de no linealidad por mínimos cuadrados. 

La medición de la forma de objetos mediante técnicas de proyección de franjas requiere de 

técnicas de recuperación de fase.  De manera general, la mayoría de los métodos tales como el 

desenvolvimiento de fase temporal [3.1], o proyección de franjas con multi-frecuencias [3.2], 

requieren la manipulación de varias imágenes, una explicación más detallada se puede encontrar 

en [3.3] y [3.4].  Algunos algoritmos se han desarrollado para lidiar con no linealidades del 

detector o bien errores en el cambio de fase [3.5].  Aunque la proyección de franjas a través de 

video-proyector no ocasiona errores en la fase, las no linealidades del proyector y del detector o 
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cámara pueden introducir errores significantes en la fase.  Aun cuando se utiliza una sola imagen y 

técnicas de Fourier es necesario un proceso de filtraje para evitar errores introducidos por 

términos de alta frecuencia [3.6].  En términos generales, las no-linealidades son explicadas con un 

modelo de una sola variable, la gama ( ).  Algunos métodos han sido desarrollados para corregir 

las no linealidades causadas por esta variable [3.7, 3.8, 3.19, 3.20] y otros métodos se centran en 

medirla [3.9 - 3.11], o bien minimizarla a través del desenfoque del proyector [3.18].  No obstante 

existen trabajos que reportan que la gamma puede no ser el mejor modelo matemático [3.9, 3.19, 

3.20]. 

En este caso se propone la simplificación del método propuesto en [3.12], en donde se requiere la 

proyección de 1024 imágenes, las cuales si se toman con una cámara con velocidad de adquisición 

de 30 cuadros por segundo, requerirá al menos de 34 segundos, si no se toma en cuenta un 

retraso en el proyector. Sin embargo como es el proceso de calibración solamente se efectúa una 

vez, el tiempo no es un factor fundamental, sin embargo, en el método propuesto solamente es 

necesario obtener dos imágenes con el beneficio adicional de calcular no linealidades locales, y 

reducir considerablemente el tiempo de adquisición. 

Los patrones de franjas para la proyección se obtienen utilizando la ecuación 3.1. 

              [                 ]  , (3.1) 

donde  , es una frecuencia portadora,   es una función la cual es una constante que permite 

obtener el máximo nivel de gris,       en imágenes de ocho bits,      , son las coordenadas 

del pixel, y finalmente,        , es la imagen con sus niveles de gris en el rango de        .  En 

general, el perfil de la intensidad después de proyectar la imagen creada utilizando la ecuación 

3.1, sobre el objeto, está dada por el modelo de un solo parámetro dado por la siguiente ecuación. 
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                        [           ]  , (3.2) 

donde   y  , son términos de offset y amplitud, que dependen de la reflectancia del objeto,   es 

la función de fase relacionada con la altura del objeto       , y   es el parámetro no lineal 

introducido por el proyector y la cámara, el cual debe de ser obtenido por calibración. 

Este procedimiento utiliza el modelo general descrito por [3.8], el cual se describe por la siguiente 

ecuación. 

             {  [       ]         }         ,   (3.3) 

donde        es la reflectividad del objeto,         es la luz ambiente reflejada por el objeto, 

        es la luz ambiente que entra directamente a la cámara e    es la función de respuesta de 

la cámara y el proyector la cual depende del nivel de gris de entrada.  Como la no linealidad no 

depende de la luz ambiente, y con fines de realizar la calibración de los niveles de gris se puede 

simplificar la ecuación considerando                  , condiciones que son válidas solo 

cuando se realiza el experimento en un cuarto obscuro.  La función        permanece debido a 

que la luz proyectada no es constante y la reflectividad del objeto puede ser no uniforme.  Bajo 

estas condiciones se obtiene la siguiente ecuación: 

               [       ]    (3.4) 

Modelo que se utiliza para estimar la función inversa   
  .  Una vez que   

   es calculada, la imagen 

de entrada         es modificada para obtener   
        de tal manera que   [  

       ] es una 

función lineal. 

De manera experimental se midió   
   proyectando de manera secuencial dentro de un plano 

blanco solamente dos imágenes: Una conteniendo todos los niveles de grises,          definidos 

por una función rampa con valores de 0 a 255, esto debido a que se trabaja con datos de enteros 
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sin signo, por lo que en la ecuación 3.1 se sustituye el valor de    , y se define        como 

líneas verticales igualmente espaciadas con valores de niveles de gris que se incrementan desde 0 

hasta 255.  La segunda imagen es una distribución uniforme con un solo nivel de gris de 255, 

denotada por         .  Si la relación entre          e   [        ] es lineal entonces       , es 

un plano, de cualquier otra manera se obtiene una superficie curva.  Se denota por         e 

        las imágenes capturadas de          e         , respectivamente. Su relación 

proporciona directamente    evaluada en         , la imagen en niveles de gris, 

       

       
 

        [        ]

        [        ]
    [        ],  

(3.5) 

donde       [        ] es una constante.  Para calcular   
   solamente se ajusta cualquier 

renglón de la ecuación 3.5 con un polinomio e invertirlo. Para obtener un sistema más robusto, se 

pueden ajustar varios renglones y promediar sus coeficientes.  En este caso se opta por ajustar 

cada renglón de la imagen con el fin de corregir las no linealidades locales.  Se  puede apreciar la 

diferencia con el método de [3.12], en donde se proyectaron una cantidad importante de 

imágenes.  En esta referencia, cada imagen capturada fue promediada hasta obtener la curva 

       la cual representa la respuesta del sistema proyector – cámara para un nivel de gris dado.  

Esta función fue ajustada con un polinomio de orden 20, utilizando mínimos cuadrados, para 

después invertirlo para obtener   
  . La utilización de tantas imágenes y un polinomio de un orden 

tan alto es porque su algoritmo de análisis de fase era extremadamente sensitivo a las no 

linealidades en la fase. 

3.2 Resultados del método. 

Para llevar a cabo los experimentos se usa el arreglo experimental mostrado en la figura 3.1, el 

cual, es un sistema típico de proyección de luz estructurada compuesto por un proyector digital 
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(Optoma, model PK-301) y una cámara (Pixelink, PL-E531), los cuales están conectados a la 

computadora. El ángulo entre el proyector y la cámara fue de 0.1 rad, y la distancia del proyector 

al objeto fue de 1800 mm. 

 

Figura 3.1. Bosquejo del sistema utilizado. 

En la siguiente figura se muestra la imagen en niveles de gris                , capturada sobre la 

superficie de calibración, la línea blanca muestra el perfil de un renglón,  con el fin de observar el 

comportamiento no lineal. 

 

Figura 3.2. Niveles de gris capturados por la cámara. 

 Verificando la gráfica de niveles de grises, la curva presenta valores prácticamente constantes 

para niveles de gris menores a 40 y para valores mayores a 240, haciendo necesario el ajuste de un 

polinomio de orden alto y aun así es difícil discernir entre dos valores consecutivos dentro de este 
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rango.  Si se restringen los niveles de gris en un rango de 40 a 240, se puede reducir el orden del 

polinomio a 2. Evidentemente si desea, un polinomio de mayor orden se puede usar para ajustar 

los datos en caso de requerir el rango completo de 0 a 255. Una vez que se ajusta el polinomio de 

orden 2, por el método de mínimos cuadrados, se encuentra la función inversa con la siguiente 

fórmula. 

  
       

   √     [        ]

  
   

(3.6) 

en donde         son los coeficientes obtenidos por el ajuste polinomial,                

      .  Con este procedimiento se calcula   
  [        ], el resultado se muestra en la figura 3.3, 

donde nuevamente se muestra en blanco el valor de un renglón de la imagen. 

 

Figura 3.3. Aplicación del método de linealización. 

Nótese que   
   puede ser calculada renglón por renglón, y por lo tanto la corrección de          

puede ser también fila por fila, con el costo de calcular tres coeficientes por fila. 

Para analizar el funcionamiento de este procedimiento se proyecta un patrón de franjas en una 

superficie plana, la cual se muestra en la figura 3.3.  El patrón de franjas fue calculado a través de 

la ecuación 3.1, con     , y      .  El periodo medido de las franjas en el patrón de franjas 

proyectado fue de aproximadamente 15 mm, finalmente este patrón se muestra en la siguiente 

imagen. 
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Figura 3.4.- Patrón de franjas capturado. 

Una vez que se tienen el patrón proyectado, se procede a analizar el comportamiento de las 

imágenes corregidas con métodos como Fourier y técnicas de cambio de fase.  Primero se 

presentan resultados para Fourier. 

Usualmente, el cálculo de la fase con técnicas de Fourier consiste en calcular la transformada de 

Fourier del patrón de franjas para después aislar el primer armónico con un filtro ya sea Hamming, 

Hann, Blackmann o algún otro tipo. Con la transformada inversa de Fourier del espectro 

seleccionado se obtiene la fase en el intervalo de [    ]. El tamaño de la ventana del filtro 

permite el rechazo de los armónicos introducidos por la no linealidad de la intensidad de las 

franjas.  Desafortunadamente, este rechazo elimina frecuencias necesarias para la reconstrucción 

de la superficie, causando con esto, errores en bordes o áreas donde existen variaciones 

pronunciadas o bien discontinuidades.  Para recuperar la mayor información posible de 

información de fase, es suficiente utilizar un filtro de un plano con la mitad de la frecuencia 

solamente para eliminar el término de background [3.13]. Sin embargo la fase obtenida con este 

método contiene términos de fase falsos originados por el perfil no senoidal de las franjas. Se 
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mostrará que el método propuesto de corrección de no linealidad es una buena alternativa antes 

de usar este método de recuperación de fase. 

Primeramente, se obtiene la fase de las franjas mostradas en la figura 3.4, utilizando un método 

común de recuperación de fase [3.6]. La transformada de Fourier de la figura 3.4, proporciona una 

expresión compleja la cual consiste en la suma de muchos términos.  La separación del primer pico 

de frecuencia           (donde       son las coordenadas de frecuencia) fue llevada a cabo 

por un filtro pasa-bajo de Blackmann de radio 20, (el valor de  ) centrado en las coordenadas 

       .  El término filtrado fue trasformado en el dominio del espacio por la transformada inversa 

de Fourier para obtener una función compleja        .  La fase respectiva se obtiene con el       

de la parte imaginaria sobre la parte real. Finalmente se llega a la función de fase siguiente. 

             ,
  [       ]

  [       ]
-      (3.7) 

lo cual se muestra en la figura 3.5c. 

Utilizando el otro método, en donde solo se deja pasar la mitad del espectro de Fourier (Kreis), y 

removiendo el término de background vía un filtro Blackmann de radio 20, se obtiene la respectiva 

fase mostrada en la figura 3.5a, la cual está dada por. 

             ,
  [       ]

  [       ]
-      (3.8) 

donde         [      ]          y     son la transformada directa e inversa de Fourier 

respectivamente, y        es el filtro que solamente deja pasar la mitad del espectro de Fourier. 

Proyectando la imagen corregida con el inverso del ajuste polinomial y siguiendo el mismo proceso 

utilizado con las imágenes no corregidas (Método de Kreis), se ha obtenido la fase mostrada en la 

figura 3.5b.  Se puede notar que el procedimiento de corrección reduce las variaciones de 

amplitud comparado con la figura 3.5a, y contiene mejores definición en los bordes respecto a la 
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figura 3.5c.  Para comparar estos resultados con un método de Fourier independiente de las no 

linealidades, la fase se obtiene  nuevamente 3.5d, con un método que usa dos imágenes con un 

corrimiento de fase de   entre ellas [3.14].  

 

Figura 3.5. Fases experimentales utilizando métodos de Fourier. a) Método de Kreis aplicado a 

franjas sin corregir. b) Método de Kreis aplicado a franjas corregidas. c) Método de Takeda. d) 

Metodo independiente de las no linealidades. 

Los perfiles de las fases de la figura anterior, son mostradas en la figura 3.6.  Sustrayendo las 

figuras 3.5a, 3.5b, y 3.5c, de la figura 3.5d, es posible estimar la desviación estándar de cada una 

de ellas, obteniendo 0.1 rad, 0.067 rad y 0.155 rad, respectivamente. Los errores de la figura 3.5c 

son principalmente introducidos por los bordes mientras que el error de la figura 3.5a y 3.5b son 

debidos a las variaciones de amplitud.  Con este resultado se puede decir que este método reduce 

la desviación estándar en los errores debido a las no linealidades por cerca de un factor de 2. 

 



 
68 

 

Figura 3.6. Perfiles de los mapas de fase. Las letras corresponden a la figura 3.5. 

En la figura anterior se puede apreciar una curva en lugar de la línea recta esperada obtenida del 

plano, esta deformación fue causada por la iluminación divergente del proyector y distorsiones del 

sistema óptico. 

Las mejoras obtenidas en la corrección de la no linealidad también se pueden emplear en técnicas 

de cambio de fase. De este modo, capturando tres imágenes con un cambio de fase de    , la 

recuperación de la fase se puede realizar empleando el algoritmo de tres pasos dado por: 

            [       
 
            ]     (3.9) 

Con esto se obtienen las fases mostradas en las figuras 3.7a y 3.7b para las imágenes corregidas y 

no corregidas respectivamente. Como comparación, se calcula la fase con cuatro pasos, con un 

cambio de fase de    , el cual es un algoritmo conocido por ser independiente a los armónicos de 

órdenes superiores. 

            [         
 
         ] .  (3.10) 

 



 
69 

 

Figura 3.7. Mapas de fase experimentales obtenidas con métodos de cambio de fase. a) Algoritmo 

de tres pasos con las imágenes sin corregir. b) Algoritmo de tres pasos con las imágenes 

corregidas. c) Método de cuatro pasos con franjas sin corregir. 

Los perfiles de las fases se muestran en la figura 3.8. Nuevamente substrayendo las figuras 3.7a y 

3.7b de la figura 3.7c, se estima la desviación estándar de las inexactitudes de la fase siendo de 

0.152 rad y 0.028 rad, respectivamente.  Debido a que los errores introducidos por este método 

son menores con desplazamiento de fase que los obtenidos con Fourier, se puede decir que el 

error utilizando métodos de Fourier se incrementa por el filtraje del termino background.  
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Figura 3.8. Perfiles de los mapas de fase, las letras corresponden a la figura 3.7. 

3.3 Corrección de no linealidad por transformada de Fourier. 

Para este procedimiento se toma en cuenta el modelo de gamma descrito por la ecuación 3.2, el 

cual depende además de los factores mencionados con anterioridad también del grado de 

desenfoque, este método calcula la gamma promedio de un patrón de franjas senoidales, y solo 

una imagen es necesaria, esto sin introducir valores predefinidos tal y como se hace en las 

referencias [3.11] y [3.16]. En el caso específico en donde el patrón de franjas está correctamente 

enfocado, el valor calculado será igual al introducido por el sistema proyector-cámara.  Dado que 

el efecto principal en la imagen capturada ya contiene las frecuencias adicionales, esta imagen 

servirá para determinar estos picos adicionales, es por eso que una transformación en Fourier de 

un renglón aunque bien podría ser de toda la imagen, es calculada y los valores del espectro de 

Fourier son usados para establecer el criterio para el valor óptimo de gamma.  Utilizando varias 

iteraciones, la intensidad de las franjas seleccionadas es elevada a los valores de gamma y la 

relación correspondiente entre el primer pico y los otros picos es medida.  La potencia que 

minimiza estas relaciones corresponde a la inversa del valor de gamma introducida por el sistema 
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proyector-cámara; esto es, el valor calculado de gamma minimizará la magnitud del espectro de 

Fourier.  Las diferencias principales con los métodos propuestos en [3.11] y [3.16], es que se mide 

directamente el exponente no lineal, y por lo tanto, las mismas imágenes para obtener la fase 

pueden ser usadas para calcular el gamma, sin requerir valores de gamma pre-definidos.  En este 

sentido, este propósito puede ser interpretado no solo como un proceso de calibración sino 

también como una corrección no-lineal de gamma. 

Usando la ecuación 3.1, se generan las franjas correspondientes, las cuales al ser capturadas por la 

cámara se obtiene un patrón de franjas descrito por la ecuación 3.2, de la cual se obtiene la 

expansión binomial de tal manera que esta puede ser re-escrita de la siguiente manera [3.13] 

       ∑              [           ]  
      (3.11) 

donde         representa el coeficiente de series de Fourier del n-enésimo armónico, denotando 

   
 

 
          [       ]  siendo   √  . Entonces la transformada de Fourier de la 

ecuación 3.11 puede ser expresada como: 

              ∑              
         

 

   

  
(3.12) 

donde       son las coordenadas de frecuencia y   es la frecuencia portadora de la ecuación 3.1.  

Como las distancias de centro a centro de los espectros dependen de la frecuencia  , no se 

sobrepondrán para una   suficientemente grande.  Debido a que cada espectro y su conjugado 

contienen la misma información de fase, se selecciona solamente   . Definiendo las intensidades 

relativas    como: 

   
|       | 

|      | 
,  (3.13) 
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donde    es la posición central del n-ésimo máximo en la dirección  . Se espera tener un patrón 

enteramente senoidal cuando     , para    ; en esta situación el espectro de Fourier debe 

de consistir solamente del primer armónico.  Calculando la sumatoria de la ecuación 3.14, se 

puede estimar el grado de no linealidad de la ecuación 3.2. 

   ∑   
 
    . (3.14) 

De este modo, se construye el algoritmo solamente         de la ecuación 3.2, elevándolo por 

valores reales y positivos   , y evaluando la función objetivo        para cada valor.  Cuando se 

obtiene el valor mínimo de    con    , se cumple que       , por lo tanto, el valor final de 

gamma se obtiene por la relación        . 

Se pueden utilizar varios algoritmos para encontrar el mínimo de       , pero se escoge el más 

sencillo, el cual es un método de búsqueda que no usa gradientes analíticos o numéricos.  Como 

este método solamente encuentra un mínimo local, es conveniente proporcionar un valor inicial 

cercano a la solución.  De la referencia [16], se puede establecer la relación entre   y    dada por 

    

  
              . Como       el valor inicial puede estimarse con,        

           . 

3.4 Simulaciones numéricas. 

Para ilustrar el funcionamiento del método de corrección no lineal descrito, las imágenes se 

generan a través de la siguiente ecuación. 

        (
 

 
)        [           ]     (3.15) 

Con      ,     , y        una función suave real y positiva, para realizar la modulación, con 

este fin se define                          , con el fin de modificar el contraste de las 

franjas y de esta manera simular la variación en la reflexión de la superficie, y utilizando 15 
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diferentes valores de  , desde 0.2 hasta 5.  Este rango fue seleccionado para cubrir los valores 

típicos de gamma generalmente usados en los proyectores comerciales. 

En la siguiente figura se muestra la imagen para un valor de    , y en la figura 3.10a se muestra 

el perfil de un renglón de esta imagen. En la figura 3.10b, se muestra la magnitud del espectro de 

Fourier sobre las frecuencias      , en donde el pico central no se muestran para resaltar los 

armónicos 1 y de mayores órdenes.  

 

Figura 3.9.  Patrón de franjas simuladas con variaciones de intensidad.  

 

Figura 3.10.Resultados simulados antes de la corrección de no linealidad (a) Perfil de las franjas, 
(b) Espectro de potencia. 
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Después de aplicar el procedimiento iterativo, se obtiene una reducción evidente de los armónicos 

los cuales se muestran en la figura 3.11.  El valor de gamma después del método fue de 1/3.002.  

Elevando         por este valor, se obtiene el perfil mostrado en la figura 3.11 a.  Realizando este 

proceso para el rango de 15 valores de gamma previamente mencionado se ha obtenido una 

desviación de 0.0025 correspondiendo a gamma=0.1, sin embargo el error relativo definido por 

  
   

  
  fue de 0.0020 para todos los valores de m.   

 

Figura 3.11.Resultados simulados de la corrección de no linealidad. (a) Perfil de las franjas (b) 
Espectro de potencia. 

 
 Para analizar el comportamiento del algoritmo sin franjas ideales y además para simular 

deformaciones en el patrón de franjas debido a una superficie, se completa la simulación 

agregando una función de fase                   a la ecuación 3.15. Tomando en 

consideración que los órdenes no se sobrepongan, es decir, que se cumpla; 

|
       

  
|    

 

 
 . (3.16) 

Después de aplicar nuevamente el algoritmo de recuperación de gamma con            , los 

errores relativos para los 15 valores de gamma definidos previamente fueron de 0.0025, 0.0065, 

0.05 y 0.07 respectivamente. 
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Cuando las franjas dadas por la ecuación 5.15, son suavizadas por convolución, el valor de gamma 

calculado también se modifica.  De esta manera, aunque la gamma obtenida con este algoritmo es 

el que reduce los picos secundarios en el espectro de Fourier, esta puede no ser el valor de gamma 

introducido.  Como el desenfoque tiene un efecto suavizador, el valor de gamma calculado en este 

caso puede no ser el correcto. Para calcular el valor de gamma a utilizando imágenes 

desenfocadas se pueden utilizar las referencias [3.11]  y [3.12]. 

En la siguiente sección se presentan resultados experimentales del algoritmo propuesto, además 

de que se plantean algunas sugerencias prácticas para la correcta aplicación de este 

procedimiento. 

3.5 Resultados experimentales. 

Para llevar a cabo los experimentos se ha usado el arreglo experimental mostrado en la figura 3.1, 

bajo las mismas distancias explicadas anteriormente. En la siguiente figura se muestra la imagen 

capturada, cuando el patrón de franjas se proyecta sobre una pirámide de 30 centímetros de 

longitud y 40 centímetros de base. 

 

Figura 3.12. Patrón de franjas proyectadas sobre un objeto de prueba. 
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Calculando la FFT de patrón anterior se obtiene el siguiente espectro de potencia.  Los picos de 

frecuencia se aprecian sobre el eje x. 

 

Figura 3.13.- Espectro de Fourier para la figura 3.12. 

Aplicando el procedimiento en el área plana formada desde la fila 1 hasta la 200, para acelerar el 

proceso, se calcula un valor de gamma de 1/4.18. Después de elevar la imagen completa por 4.18, 

el patrón de intensidad se muestra en la figura 3.14a al igual que su espectro (3.14b). Es evidente 

una reducción en los armónicos, también se puede notar que existen armónicos residuales, lo que 

hace suponer que optimizar solamente un parámetro (gamma), puede no ser el mejor modelo 

matemático para corregir las no linealidades, lo cual también se expone en [3.9]. 
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Figura 3.14. Corrección del patrón de franjas de la figura 3.12. (a) Perfil de las franjas, (b) Espectro 
de potencia. 

Se puede aplicar el proceso de corrección de no linealidad para incrementar la exactitud de los 

algoritmos de Fourier aplicados a la recuperación de fase así como a las técnicas de cambio de 

fase.  Para el primer caso, las técnicas de Fourier, es necesario calcular la trasformada de Fourier 

del patrón de franjas y aislando el primer armónico con una ventana de Backmann, Hamming o 

Hann. Con la transformada inversa de Fourier del espectro seleccionado, la pase es obtenida en un 

intervalo de  [    ].  El tamaño de la ventana permite el rechazo de los armónicos introducidos 

por la no linealidad en la intensidad de las franjas.  Desafortunadamente, este rechazo también 

eliminan las frecuencias necesarias para la reconstrucción de la superficie, en donde se proyectan 

las franjas, causando errores en bordes o discontinuidades.  Para recuperar la máxima información 

de fase es suficiente usar un plano en donde se eliminen la mitad de las frecuencias y un filtro que 

elimine el término de background [3.14], sin embargo, la fase obtenida con este método incluye 

picos de fases de frecuencias extra introduciendo errores.   

Primeramente, se obtiene la fase de las franjas mostradas en la figura 3.12,  usando un proceso de 

recuperación de fase común [3.6-Takeda]. La transformada de Fourier de la figura 3.12, da una 

expresión compleja consistiendo en una suma de términos.  La separación del primer pico de 

frecuencia, es llevada a coba por un filtro pasa-baja; un filtro Blackmann de radio    (el valor de la 
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frecuencia), centrada en las coordenadas       .  El término filtrado es transformado al dominio 

de tiempo por la transformada de Fourier inversa para obtener una función compleja.  La fase 

respectiva es obtenida con el       de la parte imaginaria sobre la parte real.  De esta manera se 

tiene la siguiente función de fase. 

             ,
  [       ]

  [       ]
- .    (3.17) 

Esto se muestra en la figura 3.15c. Pasando solamente la mitad del espectro de Fourier (método 

de Kreis), y removiendo nuevamente el término de background con un filtro de Blackmann de 

radio 20, se obtiene la fase mostrada en la figura 15a, dada por: 

             ,
  [∑         

   ]

  [∑         
   ]

-,  (3.18) 

en donde ∑        
 
   es la transformada inversa de Fourier para ∑            

     

Elevando las intensidades de la figura 3.12, por el valor calculado de       , y siguiendo el mismo 

procedimiento usado con las imágenes sin corregir, se obtienen la fase mostrada en la figura 

3.15b. Se puede apreciar que este método reduce las variaciones de amplitud comparando con la 

figura 3.15a, y contiene mejor definición en los bordes en comparación con 3.15c.  Para comparar 

los resultados con un método de Fourier in-sensitivo a las no linealidades del sistema la fase fue 

obtenida nuevamente (figura 3.15c), con un método que usa dos imágenes que tienen un 

desfasamiento de   entre ellas, [3.14]. Los perfiles de la figura 3.15, son mostrados en la figura 

3.16.  Substrayendo las figuras 3.15a, 3.15b y 3.15c de 3.15d, se calcula su desviación estándar en 

donde se obtuvo 0.172, 0.0085 y 0.177 radianes respectivamente.  Los errores en la figura 3.15c 

son producidos principalmente por los bordes mientras que los errores de la figura 3.15a y 3.15b 

son debidos a la variación de amplitud.  
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Fig. 3.15. Fases obtenidas experimentalmente con métodos de Fourier. (a) Método de Kreis a 

imagines sin corregir. (b) Método de Kreis a imágenes corregidas. (c) Métodod de Takeda. (d) 

Método in-sensitivo a no linealidades. 

 

Figura 3.16. Perfiles de la figura 3.15. 

En la figura anterior se aprecia una línea curva en lugar de recta, lo que demuestra que es debido 

al arreglo experimental y no al método utilizado, ya que se presentó también en la sección 

anterior.  
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También se pueden utilizar técnicas de cambio de fase para analizar las ventajas de realizar la 

corrección de no linealidad. En este caso, se capturan tres imágenes con un cambio de fase de  

   , y posteriormente utilizando el método de los tres pasos, se obtiene la fase de la siguiente 

manera. 

            [       
 
            ] . (3.19) 

Con esto se obtienen las fases mostradas en las figuras 3.17a y 3.17b para las imágenes corregidas 

y sin corregir. Para llevar a cabo la comparación, se calcula la fase con un método de cuatro pasos 

(figura 3.17c), el cual es conocido por su independencia ante la no linealidad, la cual está dada por 

la siguiente ecuación. 

            [                    ]    (3.20) 

Sustrayendo las figuras 3.17a y 3.17b de la figura 3.17c, se estima nuevamente la desviación 

estándar de las inexactitudes en la fase siendo de 0.299 y 0.056 radianes respectivamente.  Como 

los errores después de aplicar este método son menores con el método de phase stepping, se 

puede concluir que los errores utilizando métodos de Fourier se ven afectados por  la eliminación 

del término de Background.   
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Figura 3.17. Fases obtenidas experimentalmente a través de métodos de phase shifting methods 

(a) Método de tres pasos con franjas sin corregir. (b) Método de tres pasos con franjas 

corregiddas.  (c) Método de cuatro pasos. 

En la siguiente imagen se pueden observar los perfiles de la figura anterior, se puede apreciar la 

reducción en las variaciones de amplitud. 

 

Figura 3.18 Perfiles de las fases mostradas en la figura 3.17. 
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 Introducción.  

Para la toma de los datos se utilizan técnicas de proyección de luz estructurada. Sin embargo, 

como se menciona anteriormente, es necesario, por el movimiento del robot, que se tenga toda la 

información a través de una sola imagen ya que al moverse el robot se tendrán diferentes 

posiciones y por lo tanto, datos distintos para cada proyección. En la siguiente sección se presenta 

una técnica de modulación de amplitud, la cual a pesar de ser un algoritmo que funciona a través 

de cuatro imágenes, ayudará a desarrollar la teoría para uno que permita obtener la información 

3D a partir de una sola imagen. La manera más sencilla de obtener información en 3D, es, 

utilizando la proyección de una sola línea, solamente que es necesario un procedimiento de 

escaneo [4.1]. Otros métodos más rápidos utilizan técnicas de proyección de franjas, pero requiere 

de un desenvolvimiento en la fase y descifrar ambigüedades cuando la superficie contiene 

discontinuidades [4.2].  Otra opción es el desenvolvimiento temporal [4.3], pero de nueva cuenta 

este procedimiento es relativamente lento.  Otros métodos utilizan dos frecuencias para encarar 

las ambigüedades pero requiere nuevamente de un proceso de desenvolvimiento del patrón de 

baja frecuencia [4.4, 4.5].  Dos métodos mejorados que no requieren desenvolvimiento se 

reportan en [4.6 y 4.7]. Sin embargo, requieren del análisis de muchas imágenes con diferentes 

frecuencias, incrementando de nueva cuenta el tiempo de procesamiento. Los siguientes tres 

métodos fueron desarrollados por nosotros como solución al objetivo planteado para la 

adquisición de datos aplicables a robótica móvil. 

4.1 Recuperación de fase por método de modulación de amplitud. 

 El procedimiento expuesto trabaja con la proyección de líneas rectas moduladas con una función 

de amplitud conocida.  El cálculo de la función de modulación después de proyectar las franjas 

proporciona la posición de los órdenes de cada una de ellas, independientemente de las 
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discontinuidades en la fase.  Este procedimiento no sólo sirve para desenvolver la fase sino 

también, para determinar las ambigüedades en la fase causadas por brincos en la fase mayores a 

  . 

El orden de las franjas es fundamental en el desenvolvimiento de la fase, ya que la función 

desenvuelta está definida por: 

                           (4.1) 

donde        es el número entero correspondiente al orden de la franja.  En la práctica, el cálculo 

de este número es complejo, debido al ruido presente en las franjas o bien la discontinuidades 

debidas al objeto.  En este caso se proveerá un método para encontrar este número, obteniendo a 

través de cálculos la fase desenvuelta y por consiguiente la deformación en la superficie, 

independientemente de su complejidad. 

Para realizar la proyección de las franjas senoidales, se emplea la siguiente ecuación: 

         [                     ]    (4.2) 

donde      es un término portador para   franjas verticales,    son los cambios de fase 

conocidos correspondiente a cada patrón,   es el nivel de gris máximo permitido y        es el 

orden de las franjas, calculadas con: 

            [    ]     (4.3) 

donde [    ]  determina la portadora envuelta en el rango de [    ]. Para obtener un máximo 

contraste en la ecuación 4.1,        es normalizado en el rango [   ]. El perfil de intensidad que 

se obtiene después de proyectar la ecuación 4.1, en la superficie de un objeto, está dado por: 

                              [              ],  (4.4) 
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donde        y        son los términos de background y amplitud relacionados con la 

reflectividad del objeto respectivamente, y        es la función del cambio de fase relacionada 

con el perfil de la superficie.  Usando un algoritmo de cambio de fase se pueden evaluar estas tres 

funciones. Se ha seleccionado un algoritmo de cuatro pasos con      
 

 
   

  

 
 , aunque menos 

pasos pueden ser usados, de esta manera se tienen las siguientes ecuaciones: 

             *
               

               
+    (4.5) 

              √[               ]
  [               ]

 , (4.6) 

donde         es el orden estimado de cada franja, debido a que         está ligado a        es 

necesario usar un procedimiento de proyección de franjas adicional, esto con el fin de obtener 

solamente       .  Esto es llevado a cabo proyectando la ecuación 2, con         ,  y usando 

las ecuaciones 4.5 y 4.6.  Por supuesto, en el caso ideal en donde se tiene              , el 

segundo conjunto de franjas no es necesario. Una vez que se determina        , el proceso de 

desenvolvimiento de fase es de manera directa utilizando la siguiente ecuación. 

                            (4.7) 

Primeramente se muestran los resultados para simulaciones y posteriormente se complementaran 

experimentalmente. En la figura 4.1, se muestran tres perfiles correspondientes a las ecuaciones 

4.2 y 4.3. La línea continua corresponde a         calculada con la ecuación 4.3 para 

posteriormente normalizarla. La línea punteada corresponde a         obtenida con la ecuación 

4.2, con         , y la tercera línea corresponde a         obtenida nuevamente con las 

ecuaciones 4.2 y 4.3, habiendo usado       ,        y     .  Se puede ver el efecto de usar 

el orden de las franjas como una función de modulación. 
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Figura 4.1.  Perfiles de la proyección de franjas. A) Función de modulación       . B) Función 

senoidal con modulación de amplitud. C) Función senoidal sin modulación de amplitud. 

El proceso de simulación completo se muestra en la figura 4.2. La imagen superior (4.2a) 

corresponde a         calculado con los mismos parámetros de la figura 4.1.  Nótese los cambios 

de contraste entre las franjas. La figura 4.2b es la fase envuelta calculada con la ecuación 4.5, y 

finalmente 4.2c, es la función que determina los órdenes obtenidos          a partir de la 

ecuación 4.6. 
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Figura 4.2. Proceso de simulación. a) Franjas proyectadas. b) Fase envuelta calculada con la 

ecuación 4.5. c) amplitud calculada con la ecuación 4.6. 

Se ve claramente que existen correspondencias entre los ciclos y las fronteras entre la fase 

envuelta (figura 4.2b) y la imagen de los órdenes de las franjas (figura 4.2c). 

Una vez que se prueba el algoritmo con simulaciones, y se comprueban las correspondencias entre 

la fase envuelta y los órdenes obtenidos, se procede a comprobar el método experimentalmente.  

4.1.1 Resultados experimentales. 

 Para realizar los experimentos se utiliza el sistema mostrando en la figura 4.3, el cual está 

compuesto por un proyector que muestra las franjas, una cámara, y una computadora que 

almacena las imágenes para realizar los cálculos. 
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Figura 4.3. Sistema experimental usado para la proyección. 

El ángulo entre el proyector y la cámara es de 0.27 radianes, y el periodo de las franjas medidas 

sobre el objeto es de aproximadamente 60 mm.  El objeto de prueba se compone de dos 

superficies planas separadas una distancia axial de 300 mm lo que provoca un cambio de un ciclo 

entre los dos planos.  La siguiente figura muestra las cuatro imágenes para cada patrón de franjas 

proyectadas sobre el objeto. Se puede apreciar que existe una área mucho más brillante, esto se 

debe a que esta está más cercana al proyector,  aunque tenga la misma reflectividad que el plano 

posterior. A reserva de este punto, la continuidad de las franjas sugiere un solo plano.  
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Figura 4.4.- Franjas experimentales con variación de amplitud. 

De nueva cuenta, se obtienen las funciones de fase y de modulación mostradas en la figura 4.5, 

usando las imágenes de la figura 4.4, con las ecuaciones 4.6 y 4.7 respectivamente.  

 

Figura 4.5. Resultados experimentales. a) Fase envuelta. b) Ordenes de las franjas. 

Como se explica anteriormente, un conjunto adicional de imágenes de cuatro patrones de franjas 

con          son usadas para calcular        y por lo tanto la función        .  Se pueden 

apreciar algunas variaciones locales en la figura 4.5b, debidas a la aparición de armónicos como 

consecuencia del uso de un sistema sin calibrar.  Si el sistema se calibra para la no linealidad, 
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puede proporcionar más uniformidad en la imagen. En este caso, es decir, donde el sistema no 

está calibrado, se aplica una convolución simple a la imagen de ventana de     pixeles. 

Para apreciar de mejor manera los desplazamientos en los órdenes de las franjas causados por las 

discontinuidades del objeto se muestran en la figura 4.6, los primeros cuatro órdenes de las 

franjas en la figura 4.5 de manera individual. 

 

Figura 4.6. Segmentación del orden de las franjas de la figura 4.5. a) franja de orden 0. b) primer 

orden c) segundo orden. d) Tercer orden. 

Después de calcular los órdenes de cada franja, la fase desenvuelta es fácilmente calculada 

utilizando la ecuación 4.7, y como se muestra en la figura 4.7, eliminando el término lineal, se 

puede ver, la correcta detección de los dos planos.  Además se pueden observar discontinuidades 

en cada plano esto es debido a la modulación de intensidad y a la falsa captura o correcciones que 

hace la cámara en la intensidad en donde no se tienen los pasos exactamente definidos, lo que 

inevitablemente reduce la aplicabilidad de este procedimiento. 
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Figura 4.7. Fase desenvuelta en radianes. 

4.2 Recuperación de fase por método de un patrón compuesto. 

Continuando con el propósito principal de desarrollar un algoritmo que a través de una sola 

imagen recupere la información en 3D del entorno utilizando la proyección de luz estructurada, 

independientemente de discontinuidades en los objetos, que por la aplicación en robótica es el 

caso general, se propone el siguiente algoritmo. 

Se genera un patrón de proyección en una sola imagen (en escala de grises) para obtener el perfil 

de diferentes objetos independientemente de que estén aislados o separados, lo cual se llevará a 

cabo a través de un patrón compuesto de tres frecuencias y el cálculo de un patrón equivalente de 

un periodo. La fase de este patrón equivalente, proporciona la fase sin un proceso de 

desenvolvimiento.  Escalando esta fase, se pueden obtener los órdenes de cada franja en los 

componentes de alta frecuencia independientemente de las discontinuidades en la fase.  Estos 

órdenes de franjas permiten desenvolver la fase y determinar sus ambigüedades causados por 

saltos mayores a   .  Este método es similar al propuesto en la referencia [4.5], con la diferencia 

de que ellos proyectan el periodo unitario y los patrones de alta frecuencia por separado, también, 
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para obtener los valores de fase utilizan técnicas de cambio de fase, los cuales requieren al menos 

tres imágenes. 

Para generar el patrón se plantea la siguiente ecuación. 

        (
 

 
)                           [             ]     (4.8) 

donde   es la frecuencia portadora,   es una constante que representa el valor de amplitud 

requerido para obtener el máximo nivel de gris (de nueva cuenta, 255 para imágenes con 8 bits), 

      son las coordenadas de pixel normalizadas e         es la imagen con sus niveles de gris en 

un rango [   ].  Se puede apreciar que el patrón dado por la ecuación 4.8, se compone de tres 

patrones de franjas: el primero de ellos con franjas horizontales, otro con patrón de franjas 

verticales y finalmente, un patrón de franjas con una inclinación de casi 45°.  Si se denotan los 

términos de la portadora como: 

                                                                (4.9) 

Entonces la siguiente relación se mantiene: 

                            .   (4.10) 

El coseno de la ecuación 4.10, es una franja vertical de un solo periodo. Para simplificar la notación 

se eliminan los términos      . El patrón de intensidad que se obtiene después de proyectar la 

ecuación 4.8, sobre la superficie está dada por; 

     [              (     )               ] ,  (4.11) 

en donde   y   son los términos de background y amplitud que dependen de la reflectividad del 

objeto, respectivamente, y   ,    y    , son las funciones de fase relacionadas con la altura del 

objeto       . La ecuación 4.11 puede ser re-escrita de la siguiente manera: 
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                    (   )        (    )     
             

    (    )  

   
    (     )   

(4.12) 

donde    
 

 
          ,    

 

 
           y      

 

 
           ,   √   y   significa 

el complejo conjugado. La transformada de Fourier de la ecuación 4.12, puede expresarse como; 

                                                 

  
           

            
               

(4.13) 

donde       son las coordenadas de frecuencia, y  , es la frecuencia portadora de la ecuación 4.8. 

La ecuación 4.13, consiste de siete espectros centrados en las frecuencias                      

                              .  Como las distancias entre los centros de los espectros 

dependen de la frecuencia, no se sobreponen unos con otros siempre y cuando la frecuencia sea 

lo suficientemente grande.  Debido a que cada espectro y su conjugado contienen la misma 

información de fase, se seleccionan solamente             a través de un proceso de filtraje en el 

espectro de Fourier.  Las separaciones de estos términos son llevadas a cabo por un filtro pasa-

banda, y posteriormente aplicándoles la transformada inversa de Fourier.  Las fases son obtenidas 

con el       de la parte imaginaria sobre la parte real. De este modo, se tienen las siguientes tres 

fases. 

   [      ]               [         ]   [         ]     (4.14a) 

   [      ]               [         ]   [         ]    (4.14b) 

    [        ]               [              ]   [        

      ] .  

  

(4.14c) 

Por lo tanto lo siguiente se cumple. 
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        *
              

              
+    (4.15) 

Aplicando la ecuación 4.10 a lo anterior se puede decir que consiste de un solo periodo y debido a 

la función      , está dentro del rango de 0 a   .  La finalidad es obtener   , la función 

desenvuelta de   . Si el objeto bajo estudio no es muy alto se puede obtener directamente   ya 

que en ese caso particular será igual a   , sin necesidad de emplear algún tipo de algoritmo de 

desenvolvimiento, sin embargo con poco detalle. De cualquier otra manera, será necesario 

efectuar el desenvolvimiento, y para cualquier caso se cumple la siguiente relación. 

  (         )              .  (4.16) 

Usando la ecuación 4.10 en la ecuación anterior, se tiene 

                         (4.17) 

Donde               representa la fase equivalente de las diferencias de fase.  Entonces 

lo que se ha obtenido es la fase        de la proyección de una franja vertical con un solo 

periodo.  Sin embargo como se sabe de [4.15], la fase y la altura de la superficie se relacionan, de 

la siguiente manera. 

                      (4.18) 

donde  , es una constante que depende de las posiciones de la cámara respecto del proyector, 

       es la altura de la superficie y   es la frecuencia portadora de las franjas.  Se considera 

     , en donde   es la separación entre la cámara y el proyector y   es la distancia del 

proyector a la superficie del plano de referencia. 

Como la altura de la superficie es calculada a partir de la función de fase, esta depende de la 

frecuencia de las franjas proyectadas                   , lo deseable es que la frecuencia 

sea lo mayor posible para obtener una mayor resolución.  En este  caso, la fase    calculada con la 
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ecuación 4.14a fue obtenida con una frecuencia portadora  ; por lo tanto, en principio, es   veces 

más sensible que la fase   obtenida con la ecuación 4.17. Ahora se describe el procedimiento para 

obtener    dado    o bien, desenvolver    a partir de   . 

De las ecuaciones 4.9, 4.11, y 4.17, se puede ver que multiplicando        por  , proporciona un 

valor aproximado de la fase desenvuelta        .  De otro modo el orden de franja        

relaciona la fase envuelta        , y la fase desenvuelta         con la ecuación. 

       [               ]    . (4.19) 

Por lo tanto, se puede desenvolver        usando la ecuación. 

  
                           (4.20) 

en donde   
      , es la fase desenvuelta de        . También se pueden obtener los órdenes 

de las franjas de         de la siguiente manera: 

        [            ]      (4.21) 

Y es posible obtener otra estimación para la fase desenvuelta de         dada por  

   
                            (4.22) 

Con la restricción de que saltos en la fase mayores a    no se pueden obtener a través de 

   
      .         y        son funciones importantes que se usarán más adelante para eliminar 

algún error no deseado. 

Un aspecto importante es el rango dinámico máximo con el que se puede trabajar. En la referencia 

4.15, se muestra que para un solo patrón senoidal de frecuencia   y una frecuencia máxima    

(background), la siguiente condición se cumple (solamente dos espectros interactúan). 

|
       

  
|             

(4.23) 
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Sin embargo en este caso, se tendrán interacciones entre cuatro espectros       ,          , 

          y               . Como la separación de los centros de esos espectros, es 

mayor o igual a  , la frecuencia de corte de cada espectro debe de ser mayor o igual a    .  Por lo 

tanto, de la definición de las frecuencias locales en las direcciones   y   se tiene,           

           y                      , por lo que las nuevas condiciones del algoritmo son: 

|
       

  
|           , (4.24a) 

|
       

  
|     

 

 
  . (4.24b) 

Dado que en general,        se pueden simplificar las condiciones anteriores para tener, 

|
       

  
|     

 

 
  y |

       

  
|     

 

 
  . (4.24c) 

La pendiente máxima medible sin ambigüedades puede estimarse utilizando las ecuaciones 4.18, 

4.24a, y 4.24c, derivando la ecuación 4.18 y sustituyendo las dos ecuaciones previas se tiene: 

|
       

  
|      ,  (4.25a) 

|
       

  
|        (4.25b) 

Lo que indica una reducción de casi la mitad de la pendiente tolerable de la superficie bajo estudio 

respecto al método de una frecuencia [4.15], y una restricción adicional a la derivada de la altura 

en la dirección  . Las ecuaciones 4.25a y 4.25b, son importantes puesto que ayudan a estimar el 

rango máximo de mediciones con un arreglo dado o para modificar los parámetros de  , (     ), 

para realizar la medición de una superficie sin sobre modulación. 

Cuando múltiples patrones de franjas se sobreponen en una imagen en escala de grises, el rango 

de intensidad para.  Inicialmente cada patrón de franjas es pequeño, esto afectará en gran medida 

la información de fase recuperada.  Para revisar el comportamiento del algoritmo bajo 
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restricciones añadidas por las imágenes en escala de grises, y para analizar la distancia máxima 

medible sin ambigüedad, se realiza la siguiente simulación. 

Se generan los patrones de franjas con la ecuación 4.8 y la siguiente ecuación, la cual corresponde 

al método tradicional de una frecuencia. 

        
 

 
[            ].  (4.26) 

En ambas ecuaciones se utiliza      , lo cual lleva a la ecuación 4.8 consta de la suma de tres 

términos con niveles de gris que van de 0 a 85, por lo que se cubre el rango de 0 a 255.  Para que 

la simulación se apegue al experimento, la frecuencia de las franjas se define como 20.  Bajo estas 

circunstancias, la simulación consiste en la proyección de las franjas sobre un elemento plano con 

        .  El proceso para recuperar la fase utilizando una sola frecuencia es similar al que se 

describió anteriormente, esto es        , es transformada por Fourier para obtener los tres 

espectros centrados en las frecuencias                    .  Mediante un filtrado pasa baja del 

espectro centrado en      , y calculando el inverso de su transformada de Fourier, la fase es 

obtenida nuevamente con la función       de la parte imaginaria sobre la parte real.  El proceso 

de desenvolvimiento se lleva a cabo utilizando las ecuaciones 4.21 y 4.22. 

Después de recuperar las fases de las franjas dadas por las ecuaciones 4.8 y 4.26, se substrae la 

portadora conocida (continua)      para las dos métodos y después de calcular la desviación 

estándar y la desviación de pico a pico, los resultados son prácticamente los mismos. PV=0.0035 

rad,              , para el método de una frecuencia y          0 y         

        para el patrón compuesto.  Con estos resultados se puede concluir que la restricción del 

rango en los niveles de gris cuando se forma la superposición de los tres patrones, no afecta 

significativamente la exactitud del este método con respecto del método de una sola frecuencia. 
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4.2.1 Resultados experimentales. 

Para llevar a cabo el experimento, se ha usado nuevamente el sistema mostrado en la figura 4.3. 

Las franjas proyectadas son calculadas con la ecuación 4.8, para      y      . Para analizar 

los resultados se usan varios objetos. En el primer caso, el objeto se compone de dos superficies 

planas separadas por una distancia axial de 300mm, lo cual provoca que exista un cambio de una 

franja entre los dos planos. La siguiente figura muestra el patrón de franjas proyectado en el 

primer objeto. Calculando la FFT de la figura 4.8a se obtiene el espectro mostrado en la figura 

4.8b.  Los picos de frecuencia pueden ser apreciados en los ejes coordenados y a 45° 

aproximadamente.  

 

Figura 4.8. Franjas experimentales, a) Patrón compuesto. b) espectro de la FFT de a). 

Multiplicando el resultado de la FFT con un filtro Blackmann de radio =20, (el valor de  ), centrado 

en las coordenadas de frecuencias                       , y calculando la FFT inversa, se 

obtienen tres fases dadas por las ecuaciones 4.14a, 4.14b, 4.14c, y se muestran en la figura 4.9 (a-

c). Por lo tanto usando la ecuación 4.15, se obtienen la diferencia de fase     , figura 4.9d, sin 

ningún proceso de desenvolvimiento, y usando esta fase  , se ha calculado con la ecuación 4.19, 

el orden de las franjas        de la fase   . Se puede apreciar en la figura 4.9a que 



 
101 

aparentemente se tienen franjas continuas sugiriendo que no existe diferencia de profundidad 

entre un plano y otro. 

 

 

 

Figura 4.9.- Componentes de la fase envuelta obtenidas a través del filtraje de Fourier. a) 

Horizontal, b)Vertical, c)inclinada y d) Diferencia desenvuelta. 

Como        debe de ser un entero, se redondea la ecuación 4.19, a su entero más cercano. El 

resultado es mostrado en la figura 4.10a,  en donde el orden    , ha sido resaltado en la figura 

4.10b, para mostrar el cambio existente entre el escalón que se está analizando.  Se puede 

apreciar que este cambio es alrededor de un orden de franja, lo que indica un cambio de   . 

En la figura 4.10a, se aprecian varios ordenes falsos causados por el proceso de filtrado, sobre 

todo en los bordes del objeto.  Con el escalamiento de       , de la ecuación 4.19, también se 

escalan las inexactitudes introducidas por el filtrado de Fourier, generando la aparición de estos 

ordenes falsos, los cuales pueden afectar el proceso.  A primera vista, esto aparenta ser una gran 

limitación a este procedimiento, ya que se requiere del uso de procesamiento digital de imágenes 

para detectar áreas validas del objeto.  Afortunadamente, usando la diferencia entre órdenes de 
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franjas        y         calculadas con las ecuaciones 4.19 y 4.21 respectivamente, se puede 

obtener una solución. 

                          (4.27) 

        representa las áreas en donde las diferencias entre         y         son mayores a 

  .  En áreas donde el objeto es continuo se tienen valores de          , pero en las áreas en 

donde existen discontinuidades se puede tener              , o incluso otro, dependiendo 

del número de brincos de   .  En este caso se han escogido sólo los valores de 0 y 1, mostrados en 

la figura 4.10c. Con esta información, se puede desenvolver la figura 4.9a correctamente, 

despreciando las áreas invalidas mostradas en negro en la figura 4.10c. 

 

Figura 4.10.- Imágenes utilizadas para desenvolver     a) Ordenes de las franjas. b) El orden cero 

obtenido de a). c) Mascara de calidad   . 

La figura 4.11, representa la fase desenvuelta sin el término de la portadora.  El brinco del objeto 

es evidente.  El costo de usar el procedimiento de la ecuación 4.27, es que alguna información del 

objeto puede perderse en ubicaciones en donde los órdenes falsos de las franjas aparecen, tal y 

como se aprecia en la figura 4.11. 
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Es conveniente mencionar que en este caso la corrección de la gamma debe de ser compensada. 

De cualquier otro modo, el proceso de escalamiento puede ser afectado seriamente, produciendo, 

de esta manera, que se tengan ordenes falsos; también errores de cálculos en gamma pueden 

prevenir el uso de la proyección de franjas de alta frecuencia.  Por lo que antes de realizar el 

proceso de adquisición de la imagen, se obtiene la curva de no linealidad del proyector, a través 

del procedimiento mostrado en el capítulo anterior, para evitar esos errores adicionales. 

 

Figura 4.11.- Fase desenvuelta de la figura 4.8. 

Como segundo objeto de prueba se coloca un tubo de PVC, con un diámetro de 11 cm. 

Evidentemente es una superficie suave, con suficiente altura para provocar un cambio de al menos 

un periodo (brinco de   ). Después de aplicar el procedimiento explicado con anterioridad, se 

obtiene la siguiente figura, en donde se aprecia a) el patrón de franjas proyectado sobre el cilindro 

de PVC, b) la fase envuelta vertical, c) La diferencia de fase sin desenvolver y d) el orden de las 

franjas.  Para estimar la exactitud del método, se usa la fase desenvuelta   
       para calcular la 

altura del objeto y su diámetro exterior.  La altura        se calcula con la ecuación 4.18, 

       
       

    
, con                   

 

 
        , el valor del periodo   

 

 
 en la 
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superficie es estimado simplemente dividiendo la longitud de la superficie iluminada entre el 

número de franjas proyectadas.  

 

 

Figura 4.12.- Imágenes para el segundo objeto. a) Patrón compuesto proyectado en el cilindro. b) 

Fase envuelta vertical. c) Diferencia equivalente de fase. d) Orden de las franjas. 

Para apreciar la diferencia con la fase obtenida cuando solamente se utiliza un solo patrón vertical, 

también se ha desenvuelto la figura 4.12b, con las ecuaciones 4.21 y 4.22 para obtener    
      y 

calcular        . En las figuras 4.13 y 4.14, se muestran las alturas del objeto bajo estudio, con el 

caso de solamente una frecuencia y del patrón compuesto. La diferencia de estos dos se muestra 

en la figura 4.15.  Se puede apreciar que la diferencia consiste principalmente de un valor 

constante, la figura 4.17, muestra el perfil de la figura 4.14 en línea continua y 4.15 en línea 

punteada, en donde se ve que ambos métodos generan los mismos valores en la parte central del 

tubo pero con el método de tres frecuencias se detecta el brinco de ciclo, mientras que no lo hace 

el de una sola frecuencia. 
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Figura 4.13.- Altura de la fase recuperada   
       usando la figura 4.12. 

 

 

Figura 4.14.- Altura de la fase recuperada    
      , para el método tradicional de un patrón. 
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Figura 4.15.- Diferencia de altura entre las figuras 4.13 y 4.14. 

Ajustando una circunferencia con los datos medidos (figura 4.16), se calcula un diámetro de 11.17 

cm, lo que proporciona un error de aproximadamente 1.6%. Este error es el mismo para los dos 

métodos, debido a que los dos proporcionan los mismos resultados usados para ajustar la curva.   

 

Figura 4.16. Perfiles transversales de altura para la figura 4.13 (continua) y figura 4.14 (punteada). 

El círculo describe al perfil calculado del tubo de PVC. 
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El diámetro del círculo debería coincidir con la máxima altura estimada, sin embargo existen 

variaciones.  La máxima altura fue calculada en 10.65 lo que genera un error de 3%.  La exactitud 

puede ser mejorada si se lleva a cabo una corrección de la no linealidad más precisa, 

incrementado la cantidad de franjas  o bien, tomar en cuenta el parámetro de la iluminación 

divergente, y realizando una calibración exhaustiva del sistema cámara-proyector.  El rango 

máximo de medición con esta configuración puede ser estimado a partir de las ecuaciones 4.25a y 

4.25b, debido a que 
 

 
     , las máximas pendientes de        sobre las direcciones   y   son 

1.2 radianes. 

 

 

Figura 4.17.- Perfiles longitudinales de la figura 4.13 (continua) y figura 4.14 (punteada). 

En general se demuestra que la aplicabilidad del método depende de un proceso de calibración del 

sistema de proyección de luz estructurada (cámara y proyector), y con el correcto 

desenvolvimiento de la fase equivalente.  La determinación de la frecuencia proyectada   es 

importante ya que es usada para escalar la fase y calcular el orden de las franjas       ; sin 
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embargo, será el mismo valor que la frecuencia proyectada (conocida), cuando se tienen una 

selección adecuada del área de proyección.  También es importante señalar que algunas 

inexactitudes se presentan en los bordes de la superficie mostradas en la figura 4.12c, que se 

propagan a la figura 4.13. Estos errores se deben a las técnicas de filtrado de Fourier, sobre todo 

en los bordes del objeto. Para obtener mejores resultados incrementando la cantidad de franjas 

proyectadas, se implementa el método descrito en la siguiente sección. 

4.3 Perfilometría utilizando particiones de fase. 

 

Como se menciona anteriormente existen varios métodos para adquirir la información de fase en 

donde se trata de tener la menor cantidad de imágenes posibles, se tiene por ejemplo la 

modulación en amplitud en donde se determina la frecuencia unitaria [4.16]. El método de 

frecuencias seleccionadas que requieren dos patrones de franjas y una tabla de búsqueda para 

calcular los órdenes de las franjas [4.17], otros métodos que utilizan la codificación en código gray 

en amplitud [4.18, 4.19], o en fase [4.20]; el método que proyecta una escalera para detectar los 

órdenes de franjas [4.21].  Para evitar el uso de múltiples imágenes se tienen las referencias [4.22 - 

4.24] las cuales trabajan a base de imágenes de color, teniendo que lidiar con el crosstalk entre los 

distintos canales, provocando que el contraste de las franjas se reduzca notoriamente cuando la 

imagen se proyecta en colores complementarios. El fundamento de esta sección es incrementar la 

resolución del trabajo presentado en [4.25].  

 

Este nuevo método se puede explicar a través de los siguientes pasos: La proyección de una sola 

imagen la cual está compuesta por cuatro patrones de franjas, una vez capturada, se analiza por 

métodos de Fourier para calcular las fases individuales correspondiendo a cada frecuencia. 

Adicionalmente se calcula una fase unitaria para con estas fases crear los códigos para 

desenvolver la fase de alta frecuencia. 
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4.3.1. Construcción del patrón de franjas compuesto. 

 

El patrón compuesto para ser proyectado se describe con la ecuación 4.28, en donde    y    son 

las frecuencias portadoras de mediana y alta frecuencia,   es una constante que representa el 

valor de amplitud para obtener el máximo nivel de gris (      para imágenes de ocho bits sin 

signo),       son las coordenadas de los pixeles, además que        es la imagen calculada con 

sus niveles de gris en el rango de [0,G]. 

       
 

 
                                        [               ]   (4.28) 

Como se describe en el proceso anterior (sección 4.2) los términos del patrón compuesto se 

pueden describir nuevamente por: 

                                                                   (4.29) 

 

Y la siguiente relación se mantiene 

                             .  (4.30) 

Aqui    . Por lo tanto, se tiene que su coseno corresponde a una franja con periodo unitario. Si 

se define el operador “envuelto”  [ ] como: 

 [      ]        
   [      ]

   [      ]
      (4.31) 

en donde       es la función trigonométrica tangente expandida al intervalo de [    ], la  

expresión de la ecuación 4.30 sigue siendo válida bajo la aplicación del operador envuelto. 

 [                        ]   [   ].  (4.32) 
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Esta ecuación como se menciona anteriormente es la base del procedimiento de la sección 

anterior, y se demuestra que  

 [  [        ]   [       ]   [       ]]   [   ]. (4.33) 

Con esto se puede encontrar una fase desenvuelta que consta de un periodo al que se describe 

como        . Siguiendo el procedimiento básico mostrado en la sección anterior se pueden 

encontrar las fases de mediana frecuencia        , y la fase envuelta de alta frecuencia        , 

en donde dos fases de baja frecuencia determinan los órdenes de la fase de alta frecuencia, lo que 

simplifica su desenvolvimiento. 

 

Para propósitos demostrativos, se simula lo descrito anteriormente para 49 franjas en la fase de 

alta frecuencia. La  figura 4.18a muestra el patrón compuesto, generado a partir de la ecuación 

4.28, y la figura 4.18b muestra su espectro de Fourier. 

 

 
Fig. 4.18. a) Patrón de franjas compuesto para alta frecuencia (49 franjas) b) Espectro de Fourier 

de a). 
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Empleando las ecuaciones descritas con anterioridad se calculan las fases para alta, mediana y 

baja frecuencia, las cuales se muestran en la figura 4.19 respectivamente. 

 

 
Fig. 4.19. a) Fase envuelta para el patrón de alta frecuencia (49 periodos). b) Fase envuelta para el 

patrón de mediana frecuencia (7 periodos). c) Fase desenvuelta calculada para una sola franja. 

 

La fase envuelta de las frecuencias baja y media          y         , respectivamente, son 

utilizadas para obtener los órdenes de cada periodo del patrón de alta frecuencia por la propiedad 

de que el rango de las fases siempre está en el rango de  [    ].  Para obtener los órdenes, es 

necesario verificar los valores de fase y aplicar umbrales dados por     , en donde  , es el 

número de códigos  para cada ciclo. Los códigos u órdenes pueden ser calculados con la 

información presente en la siguiente tabla.  En el caso analizado, se tienen los mismos siete 

umbrales en los dos casos tanto para la fase de baja frecuencia, como en la de mediana 

frecuencia.  Para la baja frecuencia existen siete valores en la fase de un periodo   
       , y el 

mismo proceso se repite en la fase de mediana frecuencia creando nuevamente siete niveles 

  
       , con la particularidad de que los niveles se repiten en cada ciclo. Para obtener el orden 

se utiliza la tabla 4.1. 
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Tabla 4.1. Generación de los órdenes a través de los valores umbralizados de las fases de baja y 

mediana frecuencia. 

 

Se puede apreciar claramente en la figura 4.20, que los niveles obtenidos   
         y   

          

están alineados salvo en algunos casos debido a redondeos. Sin embargo, de manera general se 

provee una sola combinación posible entre los dos valores, con lo cual se generan      órdenes 

para el proceso del desenvolvimiento de la fase de alta frecuencia, en donde   representa los 

niveles de los umbrales en la fase de baja frecuencia y   representa los niveles en el caso de la 

mediana frecuencia. Como se toma         se tienen los 49 ordenes, mostrados en la figura 

4.20. 

 

 
Fig. 4.20. a)  Umbrales obtenidos para la fase de baja frecuencia (línea continua) y mediana 

frecuencia (línea punteada) b) Órdenes generados. 

 

Después de calcular los órdenes para cada franja, la fase desenvuelta se determina utilizando la 

siguiente ecuación, en donde        es la fase desenvuelta,         es la fase de alta frecuencia, 

y        es el orden de las franjas: 
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                          . (4.34) 

Analizando la figura 4.20 se puede apreciar que se presentan valores erróneos en los cambios de 

orden, causando por consiguiente que la fase calculada a través de la ecuación 4.34 presente 

valores equivocados. Este problema ha sido estudiado recientemente y solucionado para el 

desenvolvimiento de fase en ese caso utilizando codificación gray[4.18].  Este método puede ser 

fácilmente aplicado para resolver el problema expuesto. Aplicando ese proceso los errores son 

evitados, y el resultado final para la fase desenvuelta después de la corrección se muestra en la 

figura 4.21. 

 
Fig. 4.21. Fase desenvuelta obtenida con el método propuesto. 

 

 

4.3.2. Resultados experimentales 

 

Para llevar a cabo los experimentos, se ha usado el armado esquematizado en la figura 4.22.  Es un 

sistema de proyección típico, el cual consta de un proyector digital Optoma modelo PK-301, 

manejado por una computadora y una camara pixelink modelo PL-E301.  El ángulo formado entre 

el proyector y la cámara fue colocado en 0.1 rad, y la distancia del proyector al objeto fue de 1800 

mm. Las franjas proyectadas se calcularon a partir de la ecuación 4.28, con      ,       y 
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     . El primer objeto analizado es un tubo de PVC, de 11 cm de diámetro exterior, el cual 

genera varios cambios de fase mayores a   . 

 

Fig. 4.22. Esquema del armado experimental 

 

La figura 4.23a, muestra el patrón compuesto generado proyectado en el primer objeto de prueba, 

y en la figura 4.23b, su espectro de Fouirer.  

 

Figura 4.23. a) Patrón compuesto proyectado sobre el tubo de PVC. b) Espectro de Fourier de a).  
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Aplicando el proceso descrito se obtienen las tres fases, las cuales corresponden a la baja, 

mediana (20 periodos) y alta frecuencia (80 periodos). Los resultados se muestran en la siguiente 

imagen. 

 

Fig. 4.24.  Las fases envueltas obtenidas a través del filtrado del espectro de Fourier de la figura 

4.23. a) Para la alta frecuencia (80 periodos). b) para la mediana frecuencia (20 periodos). c) Para 

la baja frecuencia (solamente un periodo). 

 

Las figuras 4.25a y 4.25b son utilizadas para calcular los órdenes de las franjas en donde para la 

franja de un solo periodo se utilizan 20 umbrales y en el caso de la de mediana frecuencia se 

emplean cuatro umbrales los cuales se repiten en cada ciclo. El resultado es mostrado en la figura 

4.26. El renglón 200 se resalta en la imagen y se grafica su perfil para evaluar el comportamiento 

de los órdenes, en donde  se aprecian errores en el borde de la imagen debido a errores en el 

cálculo de la fase de una sola frecuencia debido a  la no linealidad del sistema, el cual va más allá 

de este método. 
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Figura 4.25. a) perfil de la fila 200 de       . b) Ordenes de las franjas        . 

Una vez que la fase desenvuelta es calculada se puede transformar fácilmente a información en 

3D, utilizando la siguiente ecuación. 

       
       

 
,  (4.35) 

en donde     es la fase desenvuelta para un plano, o simplemente una rampa de niveles 

conteniendo el valor mínimo 0 y como máximo valor    , siendo  el número de franjas del patrón 

de alta frecuencia,       es la fase calculada para el objeto analizado y   una constante dada por 

el armado experimental. La información en 3D para el tubo de PVC es mostrado en la siguiente 

figura. 
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Fig. 4.26. Reconstrucción tridimensional del tubo de PVC. 

 

Para verificar la validez del método propuesto cuando se analizan objetos con discontinuidades y 

formas complejas, se llevaron a cabo dos experimentos con objetos diferentes. El primero 

consistió de dos botellas aisladas especialmente, las cuales tienen diferentes formas y tamaños 

respecto al plano de referencia. El segundo objeto analizado es un maniquí.  Para analizar la 

pérdida de información debido a los procesos de Fourier, se recalcula lo anterior utilizando 

métodos de corrimiento de fase, lo cual implica obviamente el incremento en el número de 

imágenes utilizadas, cuatro para cada fase, por lo que se requieren 12 imágenes cuando se emplea 

el método de los cuatro pasos, el cual como es bien sabido tiene inmunidad a la no linealidad del 

sistema de proyección, y los errores debidos esta causa no influyen en gran medida en la fase 

calculada. Las imágenes proyectadas están dadas por las siguientes cuatro ecuaciones. 

                       ,  (4.36) 

                        ,   (4.37) 

                      ,   (4.38) 
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                         .   (4.39) 

La fase envuelta está dada por: 

             (
     

     
),  (4.40) 

donde    representa las fases envueltas para la baja, mediana y alta frecuencia, para los tres 

casos.  Una vez que se obtienen las fases envueltas, se le aplica el mismo procedimiento 

desarrollado para la técnica de Fourier. Los resultados se analizan utilizando los dos 

procedimientos con el fin de realizar la comparación entre ellos y efectuar el análisis de error. En 

la figura 4.27 se aprecian los resultados para el procedimiento de “phase shifting” y técnica 

tradicional de Fourier. En el primer caso se aprecia la correcta reconstrucción de los objetos con la 

desventaja de requerir 12 imágenes. En el caso del método de Fourier, se tiene un buen detalle en 

la superficie reconstruida, sin embargo, no se incluyen los brincos en la fase lo que produce 

mediciones erróneas.  

 

Figura 4.27. Resultados para los métodos de phase shifting (a y b). Resultados para el método de 

Fourier tradicional (c y d). 
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En la figura 4.28 se aprecia inicialmente el patrón del método propuesto proyectado sobre los 

objetos de prueba, y los resultados para la fase desenvuelta en donde se aprecian áreas de 

discontinuidad generadas por efectos de la no linealidad del sistema cámara-proyector. Estos 

tienen un brinco de   , los cuales se corrigen tomando en cuenta el valor entero más cercano de 

[                     ]

  
. 

 

Figura 4.28. Experimentos con objetos aislados y complejos.  El patrón compuesto proyectado en 

el objeto 1 a) y el objeto 2 c), la fase envuelta para el objeto 1 b) y para el objeto 2 d). 

Una vez que se corrigen las fases desenvueltas se convierten a información tridimensional, a partir 

de la ecuación 4.35. En la siguiente figura se aprecian los resultados. 
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Fig. 4.29. Resultados utilizando el método propuesto: a) Para los botes, b) Para el maniquí. 

4.3.3. Análisis numérico de resultados. 

El tamaño de las ventanas utilizando el filtro Blackmann en el método tradicional de Fourier y el 

método propuesto se determinaron empíricamente para obtener la mejor calidad en la 

reconstrucción incrementando su tamaño, de manera que para cada filtro, éste no incluyera 

frecuencias del espectro contiguo, quedando en 80 y 45 pixeles respectivamente. La diferencia en 

el tamaño de las ventanas explica una calidad de detalle mayor en el Fourier tradicional y el 

suavizado en los resultados del método propuesto.  Adicionalmente en la figura 4.30 se muestran 

perfiles de los botes para los dos métodos. 
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Fig. 4.30. Perfiles de los botes en la dirección x a) y en la dirección y b), c) acercamiento de la 
ventana resaltada en b). 

 

Un análisis numérico de los datos resaltados en la figura anterior muestra que las desviaciones 

pico-valle obtenidas con el patrón compuesto y el método tradicional de Fourier comparadas con  

el método de “phase shifting” fueron de 0.6 mm y 0.7 mm respectivamente.  Las desviaciones 

estándar de sus diferencias es de 0.27 mm y 0.19 mm respectivamente. Debido a que la altura 

promedio del objeto fue de 110 mm se estiman los errores PV alrededor del 1%. Con esto se 

puede decir que la aplicabilidad del método propuesto es influenciada por una buena calibración 

de las no linealidades en el sistema de luz estructurada. 

La pérdida de información es minimizada cuando se incrementa el número de franjas. Con este 

método se pueden incrementar el número de franjas con respecto al método propuesto en la 

sección anterior en donde se tienen hasta 20 franjas, particularmente el número de franjas es 

restringido por la resolución del proyector que fue de 80, aunque con el uso de otro proyector se 

puede incrementar.  
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5.1. Conclusiones y trabajo futuro 

Esta investigación se desarrolló en varias etapas: en la primera parte se hizo el análisis de los 

algoritmos de localización de robots móviles, resolviendo aspectos de dificultad considerable, ya 

que para su implementación fue necesario contar con  plataformas adecuadas de desarrollo. Al no 

poseer un robot que se adecuara a nuestras características se tuvieron que desarrollar sistemas 

completos, desde la plataforma, los controles electrónicos, interfaces de comunicación para la 

adquisición de datos, incluso, la fabricación de los sensores que pudieran ayudar a realizar las 

funciones del robot. Como se describe en el capítulo II, el robot utilizado fue enteramente 

desarrollado en este proyecto. Una vez que se contó con la plataforma adecuada para la 

resolución del problema de localización se pudo implementar satisfactoriamente la localización del 

sistema en un entorno conocido para posteriormente llevar a cabo el mapeo del entorno pero con 

una plataforma diferente.   

Debido a la complejidad de la localización y el mapeo simultaneo utilizando el robot, se hizo 

imposible continuar trabajando con la plataforma desarrollada debido a la carencia de los 

sensores requeridos, por lo que se buscó una institución en donde se pudiera tener una 

colaboración, encontrando en el Centro de Investigaciones en Matemáticas, no solo la plataforma 

Pioneer 3-AT, sino además, el conocimiento y las asesorías necesarias para llevar a cabo estos 

algoritmos probabilísticos. De esta manera llegamos a realizar el mapeo correctamente utilizando 

la técnica de grid mapping del laboratorio de robótica tal y como se muestra en los resultados 

correspondientes a ese capítulo.  

El principal objetivo de este trabajo es incluir sistemas de visión a través de luz estructurada con el 

propósito de obtener mayor precisión y exactitud tanto en la localización como en el mapeo del 

robot, o bien  realizar mediciones de algún objeto “in situ”, lo que implica mover el sistema de 

adquisición de información en 3D a través del entorno que rodea el objeto. Estudiando este tipo 
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de sistemas se llegó a la conclusión de utilizar la menor cantidad de imágenes posibles para 

adquirir la información en tres dimensiones.  En el aspecto práctico, el principal factor a corregir es 

la no linealidad del proyector, ya que estos dispositivos están diseñados para tener un contraste 

específico para las características normales de operación tales como: exhibir presentaciones, 

películas, imágenes, entre otros.  Esta cualidad del proyector  distorsiona los patrones senoidales 

empleados en las técnicas de proyección de luz estructurada creando errores en la fase y por lo 

tanto en la recuperación de la forma del objeto analizado. En el capítulo III, se  exponen los 

trabajos desarrollados para realizar la corrección de este parámetro conocido como gamma, en 

donde se desarrollan y aplican nuevos métodos de corrección. Finalmente en el capítulo IV, se 

pone especial atención a desarrollar métodos propios de adquisición del entorno en 3D a partir de 

una sola imagen utilizando métodos de Fourier logrando resultados prometedores, ya que como 

primer resultado se tiene una resolución del sistema correspondiente a 20 franjas.  Se continuó 

trabajando con la finalidad de mejorar el método, incrementando el número de franjas 

proyectadas, finalmente, se logró a través de una modificación, trabajar hasta con 80 franjas con 

el sistema utilizado, logrando la mejora en la calidad de los resultados obtenidos. 

La aportación al estado del arte de este trabajo radica en el logro de obtener la reconstrucción 

tridimensional de objetos complejos, y/o con discontinuidades, mediante el desarrollo de dos 

métodos novedosos con proyección de luz estructurada usando únicamente la proyección de una 

imagen. En el caso del método “One shot profilometry with a composite pattern” *6.1], 

proyectamos un patrón compuesto por tres franjas con diferentes orientaciones, las cuales 

utilizamos para calcular la fase equivalente correspondiente a una franja. Esta fase unitaria se 

empleó como función intermedia para demodular franjas con frecuencia moderada y reconstruir 

la topografía del objeto bajo estudio; sin embargo, la resolución moderada alcanzada por este 

método lo hace aplicable únicamente en objetos que no presentaran muchos cambios en la altura.  
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Nuestro segundo método, expuesto en el artículo “One shot profilometry using phase partitions” 

[6.2], se tiene una mayor resolución debido a que se pueden utilizar frecuencias  altas. Esto 

permite  recuperar una mayor cantidad de información frecuencial en la superficie del objeto, no 

importando si existen discontinuidades o si hay cambios considerables en su topología. Estas 

propuestas representan un avance respecto de otros métodos en donde para tener una gran 

resolución se necesitan de varias imágenes, o bien utilizando una imagen no se pueden detectar 

correctamente objetos separados u objetos cuya altura sobrepase un periodo de la franjas 

proyectadas. 

Como trabajo futuro estamos  tratando de mejorar las técnicas que desarrollamos mediante su 

fusión con algunos métodos existentes en donde se tienen hasta el momento resultados 

prometedores.  Además, se está incluyendo la información del color de los objetos a la 

reconstrucción tridimensional, con lo que se tendremos  prácticamente una cámara RGB-D. 

Creemos que con los resultados obtenidos hasta el momento mejoraremos significativamente los 

resultados de sensores comerciales como el sensor Kinect de Microsoft.  

Una vez que se tenga la reconstrucción en 3D con la información de color a partir de una sola 

imagen se realizará la unión de  las tecnologías de los robots móviles y los métodos de iluminación 

de luz estructurada con el fin de obtener resultados con alta precisión en las mediciones 

obtenidas. La principal aplicación será la de reconstruir en 3D objetos de grandes dimensiones “in 

situ” ,incluyendo la información de color, en donde el sistema de medición sea el que efectúe el 

movimiento, y no como se hace  tradicionalmente en donde el objeto es el que se mueve con 

respecto al sistema de medición. Otra aplicación es la construcción de mapas del entorno como 

minas o ruinas arqueológicas, con una alta calidad en los detalles, teniendo como limitante la 
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pérdida de información dependiendo de las características de absorción de los materiales que 

compongan el entorno. 
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A.1 Propiedades de Gaussianas. 

Si se tiene una función de probabilidad Gaussiana en una sola dimensión o bien univariada, esta se 

puede definir solamente con sus valores de media y su desviación estándar, tal y como se muestra 

en la siguiente ecuación. 

               (A1.1) 

Es decir; 

     
 

√   
 
  

      

   
     

(A1.2) 

Al proyectar esta distribución de probabilidad por una función mostrada en la ecuación A1.3, se 

tendrá como resultado la distribución de probabilidad mostrada en la ecuación A1.4. 

         (A1.3) 

                 (A1.4) 

Ahora teniendo dos funciones de probabilidad Gaussianas     y    . 

          
     (A1.5) 

          
      (A1.6) 

Se define el producto de las distribuciones de probabilidad como: 

              (
  

 

  
    

    
  

 

  
    

    
 

  
     

  )    
(A1.7) 

Ahora para una función de probabilidad multivariada o bien, en dos dimensiones, la distribución se 

define como: 

              (A1.8) 

en donde   ahora es la matriz de covarianza, por lo que        se determina por: 
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√        
 

 
                  (A1.9) 

Al pasar nuevamente una función de probabilidad Gaussiana (A1.10) por una función del tipo de 

A1.11, se tiene el resultado mostrado en A1.12. 

           (A1.10) 

          (A1.11) 

                  (A1.12) 

De la misma manera del caso univariable, se puede aplicar el mismo producto de distribuciones en 

las multivariadas, definidas como: 

               (A1.13) 

               (A1.14) 

dando por resultado 

              
  

     
   

  

     
   

 

  
     

      (A1.15) 
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