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Resumen

Las técnicas de percepcion aplicadas a robdética movil utilizan desde sensores bdsicos
como los sensores de impacto, los cuales se activan cuando el robot colisiona con
obstaculos y asi cambiar de trayectoria. Posteriormente se encuentran los sensores
ultrasdnicos que miden las distancias presentes entre el robot y los obstaculos con el fin
de evitarlos recalculando la trayectoria a seguir antes de chocar. Otro tipo de sistemas son
los sensores laser los cuales brindan una mayor resoluciéon tanto en el rango de medicién
como en la cantidad de datos por escaneo. Otro tipo de sensado del entorno es a través
de visidon por computadora, la cual dependiendo de la aplicacidon puede ser pasiva (por
ejemplo vision monocular o estéreo), o activa con la proyeccién de luz para detectar las
diferentes dimensiones en el espacio de movimiento. En este sentido se tiene entre otros,
la proyeccién de puntos o lineas proyectados con laseres, las cuales requieren de un
proceso de escaneo o bien utilizando proyectores, obteniendo la informacién a partir de

una o varias imagenes.

El objetivo de este trabajo es la adquisicién de datos del entorno a través de técnicas de
luz estructurada novedosas a partir de una sola imagen, ya que el movimiento del robot
restringe el uso de técnicas convencionales como el cambio de fase o técnicas de Fourier,
en las primeras, se requeriria que los objetos estuvieran en reposo y en la segunda no se
podrian detectar alturas de los objetos en donde se tuvieran uno o mas brincos de fase de
2m. Esto con la motivacién de proveer la mayor cantidad de informacion posible para

realizar el mapeo en tres dimensiones lo mas apegado a la realidad.

Las técnicas propuestas por nosotros en este trabajo son: a) la proyeccién de varios
patrones de franjas, los cuales tienen la ventaja de obtener la informacion de tres
dimensiones a partir de un conjunto de imagenes sin importar la altura del objeto. Y b) se

hace uso de una sola imagen empleando técnicas de Fourier, las cuales proporcionan




informacién suficiente para un robot en movimiento para un rango de profundidad

considerable.

Una de las principales causas de error en la proyeccion de luz estructurada es la no
linealidad del sistema camara-proyector, por lo que adicionalmente proponemos una

solucion para corregirla, a través de algoritmos simples.
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En el campo de la robdtica, existen dos tipos de elementos: Los brazos robdticos y los robots

moviles. El trabajo que se desarrolla se centra en los sensores de percepcion de estos ultimos.

Los robots moviles, se pueden categorizar en robots controlados ya sea por radio control o
cualquier otro tipo de sistema de manipulacién llevada a cabo por algin operador. Y los robots
moviles auténomos. Los robots auténomos presentan diversos retos a resolver, debido a que se
requieren diferentes tipos de informacién para llevar a cabo la correcta navegacion en un entorno

gue puede ser conocido o desconocido.

En el capitulo Il, se presentaran los retos a los que este tipo de sistemas se enfrentan, en donde
destacan los problemas de localizacién, el mapeo. En este sentido se realiza la solucién al
problema de localizacién de un robot de ruedas, aunque no es limitado a este tipo de robots ya
que de la misma manera se pueden aplicar a robots humanoides o de patas en un entorno
conocido. Los algoritmos a implementar son expuestos para modelar matematicamente todos los
errores producidos al efectuar el movimiento del robot. Adicionalmente, se describe el problema
de la creacidn del mapa del entorno, ya que para poder localizar al robot es necesario este ultimo,
pero si éste no se conoce, no se puede determinar la posicidon correcta del robot, por lo tanto, se
tiene que crear un mapa. En este capitulo solamente se realiza de manera practica los algoritmos
de localizacidon y mapeo existentes, y se mencionan los métodos actuales para la digitalizacién de

objetos y construccion de mapas en 3D.

Por otra parte, en el capitulo lll, se presenta la justificacion del uso de luz estructurada en los
sistemas de visidon para robots, en comparaciéon con los sistemas comunes de percepcion en
robdtica, ya sea por vision monocular, o con sistemas estéreo asi como sus ventajas y desventajas,
ademas del porqué es necesario tener un sistema de rapida adquisicion de datos de informacién

en 2D o 3D.




Debido a que el algoritmo debe de ser de cdlculo rdpido, es necesario recurrir al minimo de
imagenes posibles, lo que hace necesario efectuar la calibracidn de varios parametros del sistema
de luz estructurada previamente, entre ellos la gamma del proyector. En este capitulo, nosotros
proponemos un algoritmo que hace uso de dos imdgenes para corregirlo, lo que es una ventaja en

comparacién con métodos tradicionales en donde se hace uso de 255 imdgenes o hasta 1024.

En el capitulo IV, se muestran dos métodos novedosos en cuanto a proyeccion de luz estructurada
aplicables a robdtica mdvil propuestos por nosotros, en donde se hace la adquisicién de la
informacidn de profundidad del entorno a través de una imagen, independientemente de que en
la profundidad existan cambios de fase mayores a 2m. Finalmente, en el capitulo V, se realiza el
planteamiento de futuras investigaciones, asi como las conclusiones de este trabajo.
Adicionalmente en el apéndice A se presentan algunos de los fundamentos matematicos para el
capitulo Il. Las publicaciones en revistas internacionales arbitradas que fueron resultado de esta

investigacion, se presentan en el apéndice B.
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Introduccion.

Con el fin de conocer profundamente la problemdtica en cuanto a robots moviles y las
necesidades de sus sensores, en este capitulo se implementan las soluciones para los problemas

de localizacién y mapeo a partir de algoritmos existentes.

Para la manipulacién de un robot mdvil, es necesario conocer su ubicacion en un mapa del
entorno en el que se desarrolla el movimiento. Con el fin de resolver el problema de la
localizacién, se supone que el mapa es conocido, por esta razén, la complejidad del problema

disminuye.

Debido a la dificultad que un robot experimenta cuando se requiere realizar un movimiento en
cuanto a la localizacion, se aplica la técnica divide y conquistaras, en la cual la tarea completa se

divide en pequefios problemas para facilitar la solucién, estos se definen como

i

Percepcidn.

i

Localizacion.

i

Razonamiento.

i

Control de movimiento

2.1 Percepcion.

En el campo de la percepcion del entorno se cuentan con diferentes tipos de sensores que de
acuerdo a las variables que miden se categorizan en proprioceptivos y exteroceptivos. Los
primeros de ellos miden las variables internas del robot, tal como la velocidad de los motores,
velocidad de las llantas, nivel de voltaje de la bateria, entre otros. Los exteroceptivos realizan

mediciones sobre el entorno del robot, es decir, la distancia existente entre obstaculos y el robot,

desniveles en el piso, o sensores tactiles, radares y laseres [2.1 - 2.4]. Un ejemplo adicional de un




sensor del tipo exteroceptivo es el sistema de posicionamiento global o GPS, el cual se puede
aplicar a robots auténomos bajo ciertas limitaciones. La principal es que tienen una precisién de
decenas de metros, lo que imposibilita su uso en aplicaciones de escalas pequeinas tal como
entornos de oficina, ademas de que no se puede utilizar en zonas techadas. Una alternativa, es
colocar una serie de cdmaras en donde el robot realizard las tareas pero esto incrementaria el
costo sobre todo cuando se tiene que cubrir un area extensa, o bien, que independientemente de
la localizacién de las cdmaras, eventualmente un objeto el cual pudiera ser incluso una persona,
bloqueara por un momento la visién de las cdmaras provocando que por ese tiempo la localizacidn
del robot sea errénea pudiendo provocar un accidente. Debido a esto, la solucidon que debe ser
empleada por costos, simplicidad y funcionalidad, es utilizar todos los sensores necesarios dentro
del robot, incluyendo sensores proprioceptivos y exteroceptivos para lograr la correcta

localizacidn del sistema.

2.2 Seleccion de los sensores.

Para llevar a cabo el proceso de localizacidn, se utilizan los dos tipos de sensores, exteroceptivos y
propioceptivos. Los mas comunes en la odometria son los encoders ya sea colocados en los

motores o bien en cada rueda, estos sistemas pueden ser:

~ Encoders dpticos
~ Encoders magnéticos
~ Encoders capacitivos

~ Encoders inductivos

Esos encoders proporcionan pulsos en niveles de voltaje digitales dependiendo de la posicién del
elemento a donde van sujetos pudiendo ser en las llantas, ejes o motores, y determinando de esta

manera no solo la posicidn sino ademas la velocidad. En algunos casos pueden ser utiles los




potencidmetros, que dependiendo del valor de resistencia pueden determinar tanto la posicion
del sistema como la velocidad de rotacidén. Adicionalmente se pueden utilizar brdjulas
electrdnicas, giroscopios, e inclindmetros para determinar la correcta orientacién del robot, y

combinados con los encoders, obtener una aproximacién de la posicion del robot.

Para hacer mediciones sobre el entorno, se utilizan medidores de rango. Estos elementos activos
son sensores que envian energia al entorno de diferentes maneras para posteriormente medir las
variaciones que esta energia genera. Pueden ser sensores de reflectividad o los mas usados
sensores de rango ya sean laser o ultrasénicos que entran en la categoria de sensores de tiempo
de vuelo, los cuales seran analizados en la siguiente seccion. Al momento de medir velocidad, la

mejor opcidn es utilizar sensores que utilicen el efecto Doppler.

Otros elementos recurrentes en los sistemas robdticos son los que utilizan visidn, ya sea
monocular, estéreo o con multiples vistas [2.5 - 2.7] en donde se obtiene informacion de
distancia, localizacidn de objetos, localizacidon de objetos facilmente reconocibles y de posiciones
definidas (landmarks), entre otros. Para la implementacion de los algoritmos de localizacién y

mapeo se utilizardn sensores por tiempo de vuelo por lo que se describen en la siguiente seccién.

2.2.1 Sensores por tiempo de vuelo.

2.2.1.1 Sensores ultrasénicos.

Son sensores que utilizan piezoeléctricos con el fin de generar perturbaciones en el aire en
frecuencias mayores a las del sonido audible, de tal manera que son imperceptibles al oido
humano, en general de 40 y 180 KHz. Basan la medicién de distancia en el tiempo en que la onda

viaja para encontrar el objeto, mientras que este la hace regresar a otro piezoeléctrico que




convierte la sefial de sonido en sefal eléctrica. La distancia se puede determinar facilmente

utilizando la siguiente ecuacion.

d=c=*t, (2.1)

en donde d es la distancia recorrida por la onda de sonido desde que sale del piezoeléctrico hasta
gue es nuevamente recibida por el piezoeléctrico, c es la velocidad de la onda que depende de
diversos factores, y finalmente, t es el tiempo transcurrido. Finalmente la distancia del sensor al

objeto se define como:

d =5t (2.2)
2

en donde c es la velocidad del sonido, la cual estd en funcion de la temperatura en grados Kelvin

T, de la constante del gas R y de la relacion de calor especifico y, y esta definida como:

c =./yRT. (2.3)

Para trabajar con sensores ultrasdnicos se deben de tomar en cuenta algunas consideraciones, la
principal de ellas es que el sonido no viaja de forma directa sino que se propaga en forma de cono,
generalmente a 30° en los dos sentidos, por lo que un solo sensor detecta objetos localizados

dentro de un cono de apertura de 60°, tal y como se muestra en la siguiente figura.

Figura 2.1. Respuesta del sensor ultrasénico modelo SRF-05. [2.24].
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Se puede apreciar, ademas de que se tiene un cono de respuesta, que las lecturas son
extremadamente ruidosas, es decir, poco precisas. También se tiene otro fenédmeno a considerar,
las reflexiones especulares, ya que si la onda de sonido llega a una superficie en un angulo
especifico donde se tenga reflexidn total, la onda nunca regresara y por lo tanto se generard una
medicién errénea, por lo que hay que modelar matematicamente todos estos generadores de
error en las mediciones. Finalmente en el manejo de estos sensores hay que tomar en cuenta que
al emitir una sefal, ésta probablemente pueda recibirse en dos o mas sensores, por lo que se

tendrian evidentemente datos erréoneos.

2.2.1.2 Sensores Laser.

Su funcionamiento es similar al de los sensores ultrasénicos, solamente que en este caso, se
substituye la onda sonora por una onda de luz colimada y un receptor que pueda detectar la luz.
Existen basicamente tres maneras de detectar el haz de luz. La primera basa su funcionamiento en
el mismo principio que el ultrasonido: a través de un rayo pulsado se mide directamente el tiempo
transcurrido desde que se emite la luz hasta que se mide. Evidentemente los tiempos de respuesta
son muy pequefios, del orden de los picosegundos por lo que estos elementos estdn compuestos
por electronica muy especifica, incrementando altamente los costos. Otro método utiliza la
modulaciéon de frecuencia. Finalmente el menos costoso y mads facil de utilizar, emplea el

desplazamiento de fase para determinar la distancia.
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Figura 2.2.- Desplazamiento de fase entre la seial enviada y la sefial recibida.[2.23]

Generalmente, se utiliza un laser infrarrojo con longitud de onda de 824 nm. Esta luz se modula
a una frecuencia de 5 MHz, y siendo c la velocidad de la luz se tiene que la longitud de la onda

modulada es:

1=S (2.4)

2D="29 (2.5)

En donde el desfasamiento 0, es obtenido electronicamente. Con este método se pueden tener
dos o mas lecturas similares para objetos localizados a diferentes distancias puesto que la
distancia depende de la fase, pero tomando en cuenta la atenuacidon presente a estas dos
distancias se puede determinar cudl es la correcta. En la siguiente imagen se pueden observar
algunos sensores laser comerciales, uno de la marca Hokuyo® con rango de medicién de hasta 5

metros y un Sick®, el cual puede llegar a medir distancias de hasta 100 metros.
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Figura 2.3.- Sensores laser comerciales.[2.25, 2.26]

Al igual que el sensor de ultrasonido, la distancia medida no es exacta sino que ademads de la
medicién se tiene que modelar las variaciones en la lectura con respecto al valor real, siendo por
lo general proporcional a la distancia. Eso significa que se tiene una incertidumbre de mediciéon
pequefia para distancias cortas y cuando la distancia se incrementa también lo el error en las
mediciones. Este sistema, sin embargo, ofrece una ventaja importante con respecto al sensor
ultrasénico: la cantidad de mediciones, puesto que para cubrir los 360° alrededor del robot se
tendrian como maximo 6 sensores de ultrasonido, ya que como se menciona anteriormente, cada
uno de ellos cubre un rango de 60°. Para el caso de los sensores laser se tiene como manera
general resoluciones de 1 o 0.5 grados. Adicionalmente la lectura ofrece una incertidumbre en
varios ordenes menos de la de un sensor ultrasdnico. En la siguiente figura se observan 10000
mediciones utilizando tanto el sensor ultrasénico como el sensor laser a una distancia fija de 300

centimetros, en un entorno de interiores de un edificio [2.22].
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Figura 2.4.- Mediciones de distancia utilizando sensores ultrasdnicos y laser[2.22].

En la primera gréfica se puede ver que es muy frecuente que por reflexiones especulares la sefial
emitida del sensor ultrasénico se pierda y como consecuencia se tenga el valor maximo de la
medicion, en este caso 500 centimetros. También se puede ver que es mas frecuente que se tenga
una medicion menor a la real. En cambio es menos probable tener una mediciéon de distancia
mayor a la real. Finalmente se puede ver que se tiene cerca del valor de 300 centimetros la mayor
cantidad de datos. Las conclusiones son, que para modelar estos datos es necesario proponer una
distribucion de probabilidad, la cual, se explica mas ampliamente en la siguiente seccidn. Por otro
lado, en los sensores laser, se tiene claramente la mayor cantidad de los datos cerca del valor real,
pero de nueva cuenta existen datos o valores de distancia presentes en valores que no son los
correctos. Nuevamente se aprecia que se tiene una mayor cantidad de datos a distancias menores
que objetos localizados a distancias mayores, y casi no se tienen mediciones en la lectura de

distancia maxima, es decir es mucho mas insensible a las reflexiones especulares.
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2.3 Modelo de mediciones

Debido a la distribucién de las mediciones mostradas en la figura 2.4, se deben de considerar

cuatro distribuciones de probabilidad [2.22]. Las cuales se definen a continuacidn:

e Probabilidad de la medicién correcta desde el robot.

e Probabilidad de objetos entre el robot y los obstdculos. Estos pueden ser personas en un
entorno real.

e Probabilidad para una reflexidn especular que de la lectura maxima.

e Distribucion uniforme, modelando errores aleatorios.

Generando finalmente la siguiente distribucion de probabilidad:

anie 17 [ Prie(zlx,m) (2.6)
P(z|x,m) = Qunexp [Punexp (z|x,m) .
Tmax Prax(zlx,m)
%rana Prana(zlx,m)

Visto de manera grafica.

Distribucién de probabilidad

0 | 1 1 1 1 | 1 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Distancia (m)

Figura 2.5.- Distribucién de probabilidad generalizada para un sensor de distancias[2.22].
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Para cada medicidn del sensor se debe de utilizar la funcidon de probabilidad mostrada en la figura
2.5 con el fin de determinar su validez, independientemente si las mediciones son obtenidas con
sensores laser o bien, ultrasonidos. La Unica diferencia es que los valores constantes que
multiplican a cada sub-distribucién (mostrados en la ecuacidn 2.6) seran diferentes, vy

determinados por un proceso de calibracién.

Adicionalmente a este tipo de sensores, los sistemas de vision son usados para diversas
aplicaciones; uno de ellos, es que se modifica la distancia focal de la cdmara tomando la misma
imagen del suelo, y dependiendo de la distancia a la cual se encuentre el piso, se tendran varias
imagenes con distinta nitidez, la cual se determina a través de la deteccién de bordes, sabiendo a
gué distancia focal corresponde la mejor imagen se puede determinar la distancia al suelo[2.23].
Existen ademas trabajos donde se utiliza visidn monocular para obtener los datos de profundidad,
utilizando el movimiento del robot para triangular distancias. Otro sistema de medicidn utilizando
camaras es el de visidn estéreo en donde se tiene la profundidad del entorno a través de dos
imagenes. Este método falla cuando no se tiene las suficiente textura para relacionar las dos
imagenes, por ejemplo cuando se tiene una pared completamente blanca sin ningln objeto, estds
técnicas se discutiran en mayor detalle en el capitulo V. En esta etapa del proyecto solamente se

utilizan sensores de ultrasonido aplicando el modelo presentado anteriormente [2.8].

2.4 Representacion de la posicidn.

Como el robot mavil puede estar compuesto de ruedas en el caso de un vehiculo, patas en el uso
de un robot con morfologia animal o bien, piernas en el caso de un humanoide, es importante que
los algoritmos generados se puedan aplicar a diferentes sistemas, y que proporcionen una
solucidn lo mas general posible. Independientemente de su morfologia, es sencillo representar la

posicion de un robot moévil con sus coordenadas (x,y), y ademas un angulo de orientacion (8),
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tal y como se aprecia en la figura 2.6, tomando como marco de referencia el origen de un mapa
definido. Esto es solamente para el caso en donde el robot se mueve en un entorno de dos
dimensiones, es decir, en un plano, sin movimientos de elevacidn, como podria ser el caso de un

helicéptero, cuadrdptero, entre otros.

Fig. 2.6. Representacidn de la configuracién del robot.

Con lo anterior se puede incluir la informacién de configuraciéon del robot como un solo vector

dado por la ecuacion 2.7.

X (2.7)

sy
I

0

2.5 Cinematica del robot.

La cinemadtica depende evidentemente de la configuracidn del robot, incluso del tipo de ruedas
empleadas, ya que se pueden tener del tipo estdndar con un solo grado de libertad (rotacién solo
en el eje de la llanta), ruedas locas que cuentan con 2 grados de libertad(rotacion de la base y
rotacion en el eje de la llanta), las ruedas esféricas, las cuales permiten el movimiento en
cualquier direccion sin poder aplicarle alguna fuerza de traccidn, o bien ruedas mecanum, las
cuales incluyen rodillos a una orientaciéon de 45° o0 90° lo que permite realizar deslizamientos en

cualquier direccidn, independientemente de la orientacién del cuerpo principal de la rueda.
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Empleando ruedas estdndar, se pueden tener variadas configuraciones de geometria de la rueda

en el robot, dependiendo del nimero de llantas a emplear, estas pueden ser:

~ De dos ruedas: Bicicleta, sistema diferencial.
~ Detres ruedas: el usado en triciclos y montacargas.

~  De cuatro ruedas: Sistema casi-diferencial, direccion Ackerman.

Para el desarrollo de este trabajo se utiliza el robot diferencial que consta de dos llantas
dispuestas de forma paralela, y una rueda loca en la parte posterior, para permitir el giro del

robot, tal y como se esquematiza en la siguiente figura.

-—

Fig. 2.7. Esquema de la vista superior y lateral del robot diferencial.

Existen varios modelos cinematicos para el robot diferencial, el primero de ellos utiliza la
informacidn de los sensores proprioceptivos, que son los que miden las variables internas del
robot, tales como la orientacidn a través de brajulas, o bien encoders dpticos que permiten medir
la velocidad de cada rueda. Con esta ultima informacién, el desplazamiento del robot estd

descrito por las siguientes ecuaciones.

R
X = E(vR + v;) cosé, (2.8)

R
y = 5 (vg +v;)sinb, (2.9)
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. R
6= Z(UR — ), (2.10)

en donde vi y v;, son las velocidades de las ruedas derecha e izquierda respectivamente, R es el
radio de las llantas, L es la distancia entre las llantas, que generan los desplazamientos xvy vy,
ademas de una rotacién 6. Las ecuaciones anteriores pueden dar muy buena informacién de los
desplazamientos y de las orientaciones a partir de la informacidn de las llantas, sin embargo, para
el cdlculo de los controles necesarios para efectuar el movimiento se emplea el modelo basado en
la velocidad lineal y la velocidad angular del robot, las cuales determinan los desplazamientos con

las ecuaciones siguientes.

X =vcoso, (2.11)
y =vsinb, (2.12)
b=w, (2.13)

donde v es la velocidad y w es la velocidad angular. Una vez que se conoce la trayectoria a seguir,
se calculan las velocidades para cada rueda que generaran la trayectoria, utilizando las ecuaciones

2.14y 2.15 para la rueda derecha e izquierda respectivamente.

2w+ ol (2.14)

VRT TR

p, = 2L (2.15)
L= 2r ~

La informacidn proporcionada por los encoders de cada rueda es de desplazamiento, por lo que
para evitar hacer el cdlculo de la velocidad se utiliza esta variable para generar el estado

(posicion), aplicando lo siguiente.

_ Dy + Dg (2.16)
c 2 )
x' = x + D, cos(6), (2.17)
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y' =y + D.sin(6), (2.18)

Dp—D
0" =6 + RL L’ (2.19)

donde D es el centro del robot, D y D; son las distancias desde el centro del robot a la rueda

derecha y a la rueda izquierda respectivamente, que pueden ser facilmente calculadas a partir de

la lectura de los encoders, utilizando las siguientes ecuaciones.

CgL (2.20)
D; = 2nR—,
L T N

Cer (2.21)
Dp = 2R —,
R s N

donde Cg; y Cgg son los conteos de los encoders izquierdo y derecho, N es el nimero de pulsos
generados en una la rotacién completa de la llanta. Sin embargo, a pesar de tener definida la
velocidad lineal, la velocidad angular, y la distancia que viaja cada rueda, los cdlculos no dejan de
ser una aproximacién del movimiento del robot. El principal problema es que existen
deslizamientos de las ruedas al inicio del movimiento del sistema, y movimientos impredecibles al
momento de terminar la trayectoria debido a la inercia, mientras que cuando la velocidad del
robot es practicamente constante se mantiene una buena aproximacién de los resultados. Cuando
se tiene en el robot llantas con aire, incluso la presion en cada una de ellas afecta el movimiento
final del robot provocando un error en la posicidn final. Si existe un error al final del movimiento,
ya no se tiene una posicién correcta para el inicio del siguiente movimiento, y al modificar
nuevamente la posicion del robot, se tiene de nueva cuenta un error y por minimo que este sea, la
posicion calculada después del segundo desplazamiento serd nuevamente errdnea, por lo tanto el
error es acumulativo y dificil de calcular por todos los aspectos que interfieren en una correcta
definicidon de la posicién. La manera de encarar este problema es definir matemdaticamente un

modelo aplicable a todos los errores generados.
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2.6 Representacion de la incertidumbre en movimiento.

Para simplificar la descripcién del modelo se utiliza como caso especial un robot que viaja en una
sola direccion. Considerando que al inicio del movimiento se conoce la posicidn precisa del robot,
se puede aplicar la cinematica expuesta en la seccidn anterior para realizar la prediccidon de donde
finalizard el movimiento el robot, tomando en cuenta que ese movimiento provocara un error. Si
se repite el experimento, el robot terminara en una posicién generalmente diferente a la anterior.
Si se realizan n experimentos, la distribucion de probabilidad Gaussiana, captara la media y la
varianza de todos los experimentos realizados, determinando asi de manera matematica un

modelo de movimiento. Lo anterior se aprecia en la siguiente figura.

o bt o
IS » )
T T T

Distribucién de proebabilidad

e
¥
T

0 ] I ] ] I ] I ]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 Q0 100

Movimiento del robot(m)

Figura 2.8.- Representacién Gaussiana del movimiento del robot sobre un eje [2.22].

La media (50 m, en la figura anterior) se puede determinar facilmente con los valores de entrada o
bien los controles proporcionados a las ruedas. También se pueden utilizar los elementos de
medicion proprioceptivos tales como encoders en las ruedas, algun otro tipo de sensor o bien si se
utilizan motores a pasos para el movimiento, se puede conocer de manera precisa ese dato. La

varianza especifica para cada robot bajo ciertas circunstancias se puede calcular de manera
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experimental haciendo n experimentos en donde el robot repita los mismos desplazamientos,
midiendo la posicion final para cada uno. Se puede calcular la varianza, utilizando la siguiente

ecuacion.

1 (2.22)
2 _ = Y
o —nZ(xl 2,

i=1

en donde i es la media, x; es cada dato obtenido en el eje x, y n es el nimero de experimentos

realizados.

Se puede generalizar este modelo [2.9 - 2.11], cuando se trata de un robot que se desplaza en dos
direcciones. De la misma manera, se tienen que realizar experimentos para poder obtener el valor
de la media, para esta ocasidn en dos dimensiones. Ademds es necesario calcular probabilidad de
que el robot no llegue a la posicidon deseada por medio de la matriz de covarianza, la cual es la
contraparte de la varianza para el caso de dos dimensiones. La ecuacidon para determinar la

covarianza cuando se utilizan las variables (x, y) se muestra a continuacion.

o(x,y) = E[(x — ) (y — iy)], (2.23)
que genera una matriz de covarianza, de 2 X 2, conteniendo una varianza para x, otra paray,
ademds de otro valor que define la relacidn de x y y. Con esto se pueden describir diferentes tipos

de incertidumbres en los movimientos del robot, tal y como se muestra en la figura 2.9.
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Figura 2.9.- Distribucion gaussiana en dos ejes, describiendo la posicion del robot.

2.7 Propagacion del error

La incertidumbre sobre la posicién del robot se incrementa en cada movimiento [2.12], de tal
manera que, para el robot que viaja en un solo eje y después de realizar cuatro movimientos, las
densidades de probabilidad seran se aprecian en la figura 2.10. En la posicién 0, donde se inicia la
secuencia de movimientos, se tiene de manera muy precisa y exacta la posiciéon del robot razén
por la cual la varianza de esta primera distribucién es pequefia. Cuando el robot avanza 30 metros,
por los parametros definidos anteriormente, se tiene que la incertidumbre aumenta, de esta
manera, el maximo de probabilidad disminuye en el valor esperado. En el siguiente
desplazamiento del robot se esperaria que llegara a 60 metros, sin embargo, el valor de
incertidumbre se incrementa achatando la funcién Gaussiana y asi sucesivamente. Mas adelante
se describen los algoritmos y la teoria necesaria para volver a reducir la incertidumbre del
movimiento a un valor razonable, en donde se tenga finalmente la plena conciencia de la

ubicacién del robot en cualquier momento.
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Fig. 2.10. Propagacion de la incertidumbre en un eje para el desplazamiento del robot [2.22]

Esto se puede extrapolar al caso en dos dimensiones, en donde dependiendo de la matriz de
covarianza para cada robot en particular, se puede propagar el error en distintas proporciones

paralosejesxyy.

La manera de que se propaga el error en dos dimensiones, se puede determinar con la siguiente

ecuacion:

3 =FZ,_,FT, (2.23)
en donde X,y X,_; representan las covarianzas para el nuevo estado y para el previo
respectivamente, y F depende del robot y es la matriz que describe como se propaga linealmente
el error. En el caso de que se tenga un sistema no lineal como es generalmente en robdtica, esta
matriz estd dada por el Jacobiano. La propagacién del error en dos dimensiones se aprecia en la

figura 2.12.
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Fig. 2.11. Propagacion de la incertidumbre en dos dimensiones para el desplazamiento del robot.
2.8 Algoritmo de localizacidn.

Una vez que se han descrito tanto los modelos de sensores como los modelos aplicados a la
propagacion del error en la realizacién de movimientos del robot, ahora se describiran los pasos
necesarios para inducir la reduccion de la incertidumbre de la posicidn del robot. Esto se logra

aplicando el filtro de Bayes [2.11 - 2.13].

El funcionamiento de este tipo de filtros requiere principalmente de dos pasos, la prediccion y
correccion. El primero de ellos determina bajo un rango de incertidumbre la posicién que
tedricamente debe de tener el robot, incluyendo el modelo de movimiento descrito previamente.
El proceso de correccion utiliza los modelos de mediciones para reducir la incertidumbre. La

prediccion estd definida como sigue:

_ 2.24
Bel(x,) = f P (el xe—1)bel(xe—1)dxe—1, (2.24)
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en donde se definen “beliefs” o bien distribuciones de probabilidad sobre la posiciéon en donde
debe de estar el robot. La funcién bel(x,) representa el nuevo estado es decir la nueva posicién
del robot basado en el modelo de movimiento, esto es igual a la integral de la probabilidad de un
nuevo estado dados los controles en el tiempo t, u;, y dada la posicion del estado anterior x;_; .

Mientras que el proceso de correccién estd dado de la siguiente manera:

bel(x,) = np(z;|x,)bel (x,) . (2.25)
Cuando se tiene una prediccidn de acuerdo a la ecuacion 2.24, solamente es necesario incorporar
el modelo de mediciones dado por la funcién de probabilidad p(z;|x;), para obtener la nueva
posicion o “belief” del robot pero ahora con una disminuciéon en la incertidumbre en su posicion, n
solamente es una constante de proporcionalidad, esto se demuestra aplicando las propiedades

Al. 7y Al1.15, del apéndice I.

2.8.1 Filtro de Kalman

El filtro de Kalman proporciona una solucion practica del filtro de Bayes. Determina la estimacion
del estado del robot con Gaussianas, definiendo el primer y segundo momento. Existe ademas el
filtro de Kalman extendido, el cual es el filtro de Kalman agregando la correccién en las no
linealidades del sistema tanto en el robot como en las mediciones. Existe ademas el filtro de
informacidn el cual utiliza la representacion candnica de las Gaussianas. Mas adelante se describe

el filtro de particulas, éste ultimo, es catalogado como un filtro no paramétrico.

El filtro de Kalman se describe como:

X = Atxt_l + BL‘Ut + &ty (226)
en donde A; es una matriz n X n, donde n es la dimensién del vector de estados, la cual describe

como evoluciona el estado de t — 1 a t sin controles o ruido. B; es una matrizn X m, donde m es
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la dimensién del vector de control, y define como los controles afectan el estado det—1at,y

finalmente &, es el ruido que depende del sistema analizado.

Para las mediciones se tiene:

Zt - Ctxt + 6t ’ (227)
en donde, C; es una matrizk Xn, donde k es la dimensiéon del vector de mediciones, ésta

condiciona las mediciones al estado o posicién t.

La aplicacion del filtro de Kalman al problema de la localizacién de un robot que se mueve en una
sola dimension se muestra en la siguiente figura en donde la linea roja corresponde a la posicién
inicial del robot, es decir un valor determinado en x = 8y con una incertidumbre dada por la
desviacion estandar de 4, lo que indica que anteriormente se realizé un movimiento del robot que
incrementd su incertidumbre. Adicionalmente se tiene una distribucién de probabilidad de
medicion dada por la linea verde. En las ecuaciones Al.7 para una distribucién univariada, y A1.15
para una distribucion multivariada, se puede ver que si se multiplican estas dos funciones de
probabilidad, la desviacidn estandar se ve reducida. En este caso, se genera la linea azul, la cual
tiene una incertidumbre final de 2 al aplicar el filtro de Kalman, lo que produce una reduccién de

la incertidumbre a la mitad.
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Figura 2.12. Aplicacion del filtro de Kalman a un robot que viaja en una sola dimensidn[2.22].

La figura anterior, muestra el caso de un robot que viaja en una dimensién, pero el proceso es

aplicado de la misma manera para dos dimensiones, es decir, cuando el robot viaja en un plano.

Con el fin de reducir finalmente la incertidumbre se debe aplicar el filtro, esto es, calcular a través
del proceso de prediccion la posicidon tentativa del robot después de efectuar el movimiento dada
por la media y la incertidumbre dada por la desviacion estandar. Posteriormente, se efectua el
paso de la correccidn utilizando la distribucién de probabilidad de las mediciones, lo que reduce la
incertidumbre de la posicion.  Finalmente, el algoritmo para realizar este procedimiento se

concentra en los siguientes pasos:
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Filtro de Kalman (t¢_1,Z¢_1, Ut Z¢)
Prediccion:

fe = Aephe—1 + Beug
Et = Atzt—1AI + Ry
Correccion:
K = ZTtCtT(CtE_tCtT + Qt)_1
te = P + Ke(Ze — Cefi)
L =0- KtCt)Z_t
return pg, X;

Tabla 2.1 Implementacién del filtro de Kalman[2.22].

En el algoritmo de la tabla 2.1 pu;_; es la media de la posicién anterior, £;_4 es la matriz de
covarianza describiendo la incertidumbre de la posicidn, u; son los controles enviados al robot
para moverlo y z; son las mediciones obtenidas en la nueva posicidn. En el paso de la prediccion
iI; es la media de la nueva posicién, £, es la matriz de covarianza describiendo la incertidumbre
también de la nueva posicién, finalmente y; es la media para la nueva posicién y X; es la

covarianza reducida. Este procedimiento se aplica en cada movimiento del robot.

2.8.2 Filtro de particulas.

El movimiento de un robot viajando en circulos, describe una trayectoria evidentemente no lineal.
Como se menciona anteriormente en la propagacidon del error, si se tienen distribuciones
Gaussianas, los calculos se basan en sistemas lineales (Filtro de Kalman), y si no lo son, se
linealizan a través de aproximaciones (Filtro de Kalman Extendido). El modelo de mediciones,
también es no lineal por lo que esto se debe de tomar en cuenta al momento de realizar la

programacion de los algoritmos.

El filtro de particulas es una manera de aplicar el filtro de Bayes de manera practica a través del

método de Montecarlo, utilizando muestras aleatorias de las distribuciones de probabilidad.
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Ademads, esta técnica tiene una alta exactitud, mostrando alta eficiencia computacional.
Adicionalmente, se pueden tener distribuciones de probabilidad que no son estrictamente

Gaussianas, lo que es aplicable a sistemas no lineales.

Para la implementacion de este tipo de filtro se definen las particulas, las cuales, aplicadas al
problema de localizacién, son las posiciones posibles del robot. Se tiene un ndmero finito de
particulas, y estas, en su conjunto describen la aproximacién de la distribucion de probabilidad. El

estado X; compuesto por M particulas, esta dado de la siguiente manera:

X, = xgll’x?]' ...,ng], (2.26)
En donde el superindice determina el nimero de particula y cada una de ellas contiene el vector

de posicion del robot. xt[l] = [x1,¥1,0:]". La posicién de las particulas estd dictaminada por la
distribucidn de probabilidad, es decir, en donde se tiene una probabilidad alta, habra mayor
cantidad de particulas, en el otro sentido, cuando se tiene una probabilidad baja, se tendra un

numero muy pequeio de particulas.
De manera general el filtro de particulas se describe en los siguientes puntos:

e Paso l. Se genera la prediccién del nuevo estado a partir del conjunto de particulas
del estado anterior y los controles, con lo que se tiene de manera general la
distribucién de probabilidad p (x;|us, x¢—1)-

e Paso Il. Se calcula para cada particula el factor de importancia o también llamado

el peso para cada particula, a través de la inclusién de la informacién de las

.. s m m
mediciones, y estd dada por wt[ I = p(zt|x£ ]).
e Paso lll. Se realiza el proceso de re-muestreo, el cual reemplazara con las

particulas de mayor peso aquellas cuyo peso es muy pequefio, es decir, dandole
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prioridad a las particulas que le dan soporte a las mediciones adquiridas y aquellas

gue no, eliminarlas.

Con esto se tienen practicamente dos distribuciones de probabilidad, una es la propuesta y la otra
es la distribucidon objetivo, y la manera de llegar de una a otra es a partir de los pesos de

importancia.

Una vez que se tienen los pesos de importancia para cada una de las particulas, se lleva a cabo el
proceso de re muestreo (re-sampling) [2.15], en el cual las particulas que tienen pesos muy
pequeios se eliminan y se sustituyen por particulas con un mayor peso. Las distribuciones
propuesta y objetivo, se muestran en la figura 2.14, ademas se indican los pesos para cada

particula.

Distribuciones de probabilidad

‘ | H“ PR BT S G 58 ibemiisi it

1 " " " I i " " 1

2 4 6 8 10 12

Distancia en x

Figura 2.13. Distribuciones propuesta (g), y objetivo (f), los pesos de importancia se muestran en

azul. [2.22].
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En la figura 2.14 se muestra una distribucion objetivo f (mostrada en rojo), asi como la
distribucién de muestreo dada por la funcién g (mostrada en verde). Se pueden apreciar las
particulas en azul en donde la mayor cantidad se sittan en el pico de la distribucion g, por lo que
es necesario colocar un peso en cada una de ellas (ilustrado como la longitud de la barra azul).
Tomando en cuenta el peso de cada una de ellas se lleva a cabo el proceso del muestreo,
generando como resultado final que las particulas se coloquen en de acuerdo a la funcién

objetivo.

Utilizando la técnica de remuestreo de baja varianza ilustrada en la figura 2.15, las particulas se
agrupan en linea incluyendo la informacidn de su peso, para realizar un procedimiento de
remuestreo utilizando una distribucion uniforme, de tal manera que si se tiene una particula con
muy poco peso comparado con la sumatoria de pesos de todas las particulas, es muy poco
probable que en el proceso de remuestreo se seleccione. Sin embargo, si una particula tiene un
peso relativo muy grande, en el proceso de remuestreo se generan varias muestras de esa sola
particula, dando como resultado que la nueva distribucién obedece a la distribucidn objetivo, de la

misma manera que se muestra en la figura 2.14.

Figura 2.14. Aplicacidn del muestreo de baja varianza[2.22].
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2.8.2.1 Aplicacidn del filtro de particulas a la localizaciéon.

Para la aplicacién del filtro de particulas se emplea un robot de tipo diferencial que cumple con las

ecuaciones de movimiento descritas al inicio de este capitulo.

Figura 2.15.- Robot utilizado para la localizacién.

Para la localizacién, es necesario un mapa del entorno, en la siguiente figura se muestra tanto el

robot colocado dentro del entorno, como el mapa creado.

Figura 2.16.- a) Entorno del robot y b) Mapa virtual para la localizacién del robot
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Inicialmente como la posicion del robot es desconocida, la distribucidn que describe esta situacion

es la distribucion uniforme, la cual se muestra a continuacion.

Figura 2.17.-Distribucion uniforme, a) Robot en el entorno. b) Posiciones posibles del robot en el

mapa virtual.

Cada particula es mostrada en la posicién (x,y), a través de un circulo rojo, mientras que la
orientacién 6, es representada por la linea azul correspondiente. Se tienen 500 muestras, las
cuales entre mas sean se tiene una mayor posibilidad de que alguna esté en la posicidn real del
robot, sin embargo esto incrementa el tiempo de procesamiento computacional. En cambio, si se
tienen menos muestras se tiene un tiempo de procesamiento menor pero evidentemente
sacrificando la posibilidad de calcular la posicién correcta. Una vez que finaliza el primer ciclo
completo de movimiento, toma de mediciones y re-muestreo, se tiene que los valores posibles de
localizacién del robot se ven reducidos considerablemente, como se puede apreciar en la siguiente
figura, en donde se tienen la misma cantidad de particulas (500), solamente que varias tienen la

misma posicion y orientacion simplificadas por el re-muestreo.
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Figura 2.18.- Posicion de las particulas después del primer ciclo, a) Robot en el entorno. b)

Posiciones posibles del robot en el mapa virtual

Para el segundo ciclo de re-muestreo, se tiene la siguiente figura, en donde se aprecian dos
distribuciones de probabilidad que contienen la mayor cantidad de particulas. Estas sin embargo,

no corresponden a la posicién real del robot.

Figura 2.19.- Posicion de las particulas después del segundo ciclo, a) Robot en el entorno. b)

Posiciones posibles del robot en el mapa virtual.

En el tercer ciclo se obtienen nuevamente dos distribuciones principales y adicionalmente unas
particulas que por el mismo proceso de re-muestreo siguen apareciendo aunque su peso relativo
sea muy pequefio. Una de las distribuciones de probabilidad esta ubicada en la posicion correcta

del robot sobre el mapa, mientras que la otra sigue presente porque las mediciones que se
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tomaron en esa posicion le dan soporte a esa estimacion. En este caso el nimero de las particulas

presentes en esta segunda distribucién son menores.

Figura 2.20.- Posicion de las particulas después del tercer ciclo, a) Robot en el entorno. b)

Posiciones posibles del robot en el mapa virtual.

Para el quinto ciclo se tienen todas las particulas en la posicién correcta del robot. Este resultado
se aprecia en la figura 2.22, con lo que se resuelve el problema de la localizacidn global. Se aprecia
que las particulas forman una distribucidén gaussiana, y la totalidad de ellas tienen la orientacidn

correcta.

Figura 2.21.- Localizacién global del robot, a) Robot en el entorno. b) Posiciones posibles del robot

en el mapa virtual.
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Adicionalmente se puede reducir la cantidad de particulas una vez que el robot esta localizado,
esto con el fin de reducir el tiempo en los calculos, y cuando no existan particulas que le den
soporte a las mediciones obtenidas se debe de incrementar el nuevamente el nimero de
particulas. Esto también se aplica al problema de kiddnaping, es decir, cuando se tiene al robot
localizado a través de algun esfuerzo externo, éste cambia de posicidn, se vuelve a reiniciar el

algoritmo con una distribucidén uniforme para volver a realizar la localizacidn.

2.9 Mapeo del entorno.

El resultado del anterior se pudo llevar a cabo tomando en consideracién un mapa del entorno,
este ultimo realizado a través de mediciones practicas que particularmente en este caso, y por la
simplicidad del espacio, no representa ninguna dificultad [2.1 - 2.3]. Sin embargo, cuando se tiene
un entorno grande en donde se va a localizar el robot esta tarea se complica [2.4] y es poco
practico realizar las mediciones manualmente. También, la complejidad se incrementa cuando se
tiene un espacio completamente desconocido, por lo que es necesario implementar algoritmos de
mapeo [2.5] que, a partir de mediciones del entorno generen el mapa virtual. Esto conlleva al
problema de que si no se tiene la posicidn precisa del robot con referencia al entorno es imposible
afiadir nuevas mediciones e incrementar el tamafio del mapa, pero adicionalmente, para poder
localizar el robot es necesario contar con el mapa, por lo que se genera un problema recurrente,
es decir, se precisa del mapa para localizar el robot, pero se debe de tener la correcta localizacidn
del robot para realizar el mapa. A este problema se le conoce como Mapeo y Localizacién
Simultaneo [2.5, 2.7] ( Simultaneous Localization and Mapping). Solamente se tienen los controles
del robot, y las observaciones del entorno a través, nuevamente, de distintos tipos de sensores
tales como ultrasénicos o sensores laser de distancia, para de esta manera determinar tanto el

mapa como la trayectoria del robot en ese mapa creado. El mapeo y localizacidn simultaneo se
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puede utilizar para crear mapas en distintos ambientes desconocidos ya sea en edificios, medios
submarinos, minas o incluso en planetas como Marte en donde el entorno es indudablemente

inexplorado.

Existen principalmente dos vertientes en cuanto al SLAM, la primera de ellas es utilizando algunas
caracteristicas especificas dentro del mapa préximas al robot [2.31, 2.33], y perfectamente
distinguibles unas de otras, llamadas landmarks. El otro tipo, es de mapas de celdas o grid maps,
en los cuales se tienen la totalidad de las mediciones obtenidas y datos completos en cuanto a
muros, y objetos, lo que por supuesto, incrementa el consumo computacional pero

evidentemente incrementa la precision.

2.10 Mapeo y localizacion simultaneo

De la misma manera que en el proceso de mapeo se trabaja con distribuciones de probabilidad
para la solucién a este problema, tanto para la posicién del robot como para el mapa. Existen dos
maneras de llevar a cabo este procedimiento: SLAM completo y SLAM on-line, los cuales se

describen por las distribuciones de probabilidad, mostradas en 2.27 y 2.28:

p(x1:0, M|Z1.¢, Usse), (2.27)

p(xe, m|Zy.p, Upe)- (2.28)
En la ecuacion 2.27, se modela tanto la trayectoria completa x;.;, dada por la totalidad de los
estados del robot, como el mapa m, a través de las mediciones obtenidas en todos los estados del
robot z;.; y la inclusion de los controles u;.; desde el tiempot =1, hastat. Por lo tanto,
computacionalmente hablando, se requieren mucho mayores recursos en comparacién con la
ecuacion 2.28, en donde solamente se calcula el ultimo estado x;, y el mapa m, tomando de la

misma manera la totalidad de mediciones y controles.
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Para llevar a cabo el procedimiento se pueden utilizar las siguientes técnicas:

» Alineacion de mediciones.
> Filtro de Kalman Extendido.
» Fast-SLAM

» Graph-SLAM

Como se describe anteriormente, se debe de encontrar la distribucién de probabilidad

p(x1.., m|Z1.¢,Uuq.¢), ¥ el filtro de particulas hace uso de la siguiente factorizacion:

p(x1.ey M2y, Usie—1) = D(MUX1e Z1:) * DX 2100 Unie—1)- (2.30)
A esta factorizaciéon se le conoce como Rao-Blackwellization [2.32], y FastSLAM usa esta
factorizacién [2.33, 2.34]. FastSLAM por sus siglas en inglés, significa soluciéon factorizada al
problema de mapeo y localizacién simultanea. Para tener la posicién del robot, como se menciona
anteriormente, se trabajan con distribuciones de probabilidad, y para simplificar los calculos se
utilizan las técnicas Montecarlo, usando particulas que describen la posicién del robot, donde cada
una de ellas tiene su propio mapa, por lo que para realizar la implementacion de este algoritmo se

tienen que seguir los siguientes pasos:

> Actualizar la posicién de las particulas.
Incorporando los controles enviados al robot se puede predecir a través
del modelado del robot, la posicidon de cada una de las particulas después
de efectuado el movimiento.

» Afadir las mediciones.
Tomando en cuenta la posicidon de cada particula de la posicién del robot,

se predice a través del trazado de rayos, en donde van a estar los
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landmarks y se hace una comparacién de la posicidn predicha con la real y
con esto se asignan pesos a las particulas.

» Re-muestreo.
Con el peso de cada una de las particulas se realiza el paso de re-muestreo
con el fin de eliminar las particulas que no le dan soporte a las mediciones
obtenidas lo que indica una posicidn errénea de la particula con respecto a
la posicidn real del robot, y conservar aquellas que estan cerca de la

posicién real del robot.

El problema que se puede presentar cuando se trabaja con landmarks, es que, debido a la
incertidumbre en la posicién del robot [2.28], un obstaculo puede darle soporte a las mediciones
de dos particulas ubicadas en distinta posicion, por lo que hay que tener en cuenta el problema de
la asociacion de datos, es decir, tomar la medicion en el landmark correcto, lo cual le

proporcionara al algoritmo mayor robustez.

2.11 Grid mapping

Lo expuesto en la seccién anterior se puede ampliar para determinar el mapa mediante una rejilla

o grid mapping, en donde la funcién de probabilidad a obtener estd definida por:

P(X1:6, M| 21, Ugie—1) = P(X1:t|Z1:6) Uoie—1) * P(MIX1:e) Z1:¢)- (2.31)
Para el primer término de la factorizacién, o bien, la trayectoria del robot se puede calcular
facilmente a través del método de localizacién a través de Montecarlo, el cual utiliza métodos de
generacidon de numeros aleatorios para obtener soluciones a problemas complejos, tal como se
describird mas adelante en el desarrollo del filtro de particulas. Para la obtencidon del mapa en el
segundo término, se puede hacer mediante el mapeo con posiciones conocidas o “known poses

mapping”, el cual es un problema trivial. De la misma manera que en el caso del mapeo utilizando

40

—
| —



landmarks, cada particula contiene su propio mapa, y se realiza el re-muestreo en cada ciclo
utilizando su verosimilitud ayudandose de su propio mapa como referencia de orientacién, lo que
ocasiona que se tenga un consumo computacional alto, y un desperdicio de recursos ya que se
tienen particulas que no representan la posicién del robot, por lo que es necesario incluir algin
medio para disminuir la incertidumbre de la prediccion del movimiento, el método mas utilizado
para realizar esta funcion es el de alineacién de mediciones o “scan matching” [2.38], el cual por
medio de minimos cuadrados encuentra la posicién del robot mas cercana tomando en cuenta las
mediciones con respecto del mapa. En términos generales la alineacion de datos se realiza
maximizando la verosimilitud de la posicidn del robot y el mapa, relativos a la posicién y mapa del

estado anterior, esto se describe en la siguiente ecuacion.

argmax

v, Wz ) plue g, 20}, (2.32)

% =
en donde el término p(zt|xt,r’ﬁ[t‘1]) representa las mediciones dada la posicidn actual y el mapa
creado hasta el estado anterior, y el término p(x;|us—1, X;—1) indica la posicién del robot en el
mapa dados los controles y la posicién del robot en el estado anterior. Utilizando los algoritmos
de scan matching, se puede obtener el mapa representando los resultados por una rejilla de los

lugares libres y ocupados por los obstaculos.
2.12 Alineacion de mediciones

Existen diferentes métodos para efectuar la alineacidon de mediciones [2.41 — 2.51], entre los que
figuran: De punto a punto, o utilizando patrones distinguibles como lineas, esquinas a puntos, o
finalmente utilizar los puntos de las mediciones para obtener nuevas lineas, o esquinas y con ellas
realizar la alineacion de mediciones con las obtenidas previamente. Uno de los primeros trabajos
es el algoritmo iterativo del punto mas cercano o ICP por sus siglas en inglés, posteriormente se

incluyeron modificaciones y se obtuvieron el IMRP [2.38] y el IDC [2.52] (Iterative matching range
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point e Iterative dual correspondence respectivamente), entre otros. También existe la posibilidad
de trabajar los algoritmos en coordenadas cartesianas o bien, en coordenadas polares, que para el
caso que se analiza, es la mas adecuada ya que las mediciones que proporciona el sensor laser se
encuentran en estas Ultimas, es decir, un rango de distancia para cada angulo dentro del rango,

por lo que utilizar el alineacidon de mediciones de manera polar, es la decision mas acertada.

2.12.1 Polar (PSM)

Para la aplicacion de la alineacién de datos de manera polar [2.46] se debe de pre-procesar los

datos, para lo cual es necesario seguir los siguientes pasos:

» PASO [: Llevar a cabo un filtraje de los datos para asi evitar el uso de datos que
hayan sido causados por un error en la medicion, por ejemplo cuando se tiene un
reflejo especular se genera el rango maximo de la medicion.

> PASO IlI: Realizar una segmentacion de datos con el fin de prevenir la interpolacion
de dos objetos diferentes y por lo tanto generar un error. La segmentacion se hace
por medio de agrupar dos datos y calcular una ecuacidon de recta con ellos, la
distancia de esta recta hacia el siguiente punto determina si es colineal con los
anteriores, si el punto esta a una distancia pequefa se agrupan estos tres datos, y
se vuelve a recalcular la recta, para realizar el analisis de distancia con el siguiente
dato, y asi sucesivamente, etiquetando a todos los puntos que son colineales. Si
un dato no es colineal se agrupa con el siguiente para de nueva cuenta iniciar el

proceso pero ya etiquetado con un nimero de segmento distinto.

Una vez que se tienen los datos pre-procesados, es necesario realizar un procedimiento para
calcular la traslacién y la orientacién. Para el primero de ellos, se lleva a cabo la proyeccion de los

datos adquiridos en el marco de referencia utilizando las siguientes ecuaciones:
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et =V (1eic05(0c + D) + %c)? + (reisin(0, + Bci) +¥e)?, (2.33)
@' = atan2 (ry; sin(6, + @) + ye, 1 cos(O, + D) + x0). (2.34)
Posteriormente se recalculan los datos utilizando interpolacién para obtener el conjunto de datos
r'’ i, vistos desde la posicion del robot. Con ellos se realiza el calculo de la traslaciéon obteniendo
los nuevos valores de la ubicacién del robot (x.,y,) tratando de minimizar el cuadrado de la
diferencia entre r,; — '’ ;. Se utiliza ademas un parametro de peso para reducir las contribuciones

de asociaciones erréneas.

Para minimizar la sumatoria de los residuos, se aplica regresion lineal a la ecuacidn 2.33, una vez

linealizada.

or” . or" 2.35
A= ¢ Ax. + L Ay, = cos(@,;) Ax, + sin(@,;) Ay,. ( )
0x, 0y,

Las diferencias se pueden modelar de la siguiente manera:

' o [Ax, (2.36)
(rc _Tr) - H[Ayc] +17,
donde v, es el vector de ruido y H, se describe como:
[ar”m ar”cl] (2.37)
0x, ay.
H = |aT”c2 aT”cz ,
[ dx, ay. J

donde los puntos suspensivos representan el total de mediciones. Con eso se puede realizar la

correccién de las posiciones, tanto en x, como en y, utilizando el método de minimos cuadrados:

Ax,
Ay,

] = (HTWH) ' HTW (" —1,), (2.38)
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donde W, es una matriz diagonal que contiene los pesos de cada dato, los cuales son calculados

de la siguiente manera.

_,__ar (2.39)
Wi am+cm
Y
di = r”Ci — T - (240)

La estimacion de la orientacion del robot toma ventaja de que se tienen los datos en forma polary
una rotacion de los datos tanto a la izquierda como a la derecha. Esta rotacién generard un cambio
de un grado en alguna direccién por lo que solamente sera necesario evaluar el error generado

cuando se aplican estas rotaciones para poder deducir la orientacién correcta.

Con este método se puede disminuir drasticamente la cantidad de particulas para representar la
posiciéon del robot, y por lo tanto los cdlculos seran mas rdpidos ya que se tendran por supuesto,

menor cantidad de mapas asociados a las particulas.

Incluyendo este método [2.35] para generar la distribuciéon de probabilidad de la prediccién, el

algoritmo de mapeo se puede dividir en cuatro pasos [2.36 — 2.37].

» Muestreo: Se puede calcular la nueva distribucion de particulas a partir de la odometria.
Sin embargo, utilizando el planteamiento de alineacion de mediciones se genera una
distribucidn optimizada 7, con covarianza menor.

» Calculo de pesos: Para poder realizar el proceso de re-muestreo y seleccionar las
particulas que le dan mayor soporte a las mediciones es necesario implementar la

siguiente ecuacion, para cada una de las particulas.
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0 _ POz o) _ pGdmZy )0 ) o 3.13)

’ TT(XL-(:? |Z1:t' ul:t—l) T[(xtlxi;iz_yzl:tr ut—l) e
» Re-Muestreo: Dependiendo del peso que tiene cada particula después de proceso
anterior, se realiza el re-muestreo, utilizando la técnica del muestreo de baja varianza,
descrita en el capitulo anterior.
» Estimacion del mapa: Una vez que se tienen las nuevas particulas, se incluyen las nuevas
mediciones al mapa para cada particula, esto se realiza a través del trazado de rayos.
Debido a que la posicidn de las particulas esta optimizada, la inclusién de las mediciones al

mapa es trivial.
2.13 Aplicacion de los algoritmos de mapeo.

Para la aplicacién de los algoritmos anteriores se hace uso de un robot pioneer 3-AT, del
fabricante Mobile Robots, equipado con un sensor laser Hokuyo modelo URG-04LX-UGO01, el cual

se aprecia en la figura 2.26.

Figura 2.22.- Robot pioneer [2-58].

Los resultados del mapeo para el laboratorio en donde se realizé la toma de datos se muestran en

la siguiente secuencia de imagenes. En la figura 2.27, se aprecia el mapa antes de iniciar el proceso
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http://www.hokuyo-aut.jp/02sensor/07scanner/urg_04lx_ug01.html

de mapeo. Se puede apreciar la imagen completamente gris en todo el entorno, lo que indica que
todas las localidades contienen la probabilidad de ocupacion de 0.5, lo que claramente indica que
no se sabe si el espacio estad ocupado por alglin obstaculo o si estd libre para que el robot pueda

moverse a través de él.

M

w

=S

Distancia en eje y (m)

w

1 2 3 4 5 6 7

Distancia en eje x (m)

Figura 2.23. Mapa al inicio del procedimiento.

En la figura 2.28, el mapa de ocupacidn, se construye con la primera medicién. En este ciclo no es
necesario el remuestreo de las particulas ya que todas son colocadas en la posicién (0,0,0)7, lo
que indica el origen del mapaenx =0,y =0y 68 = 0, en las imagenes 2.29 a 2.32 se muestra el

mapa de la particula que tiene mayor peso.

46

—
| —



Figura 2.24.- Construcciéon del mapa utilizando la primera medicién.

Se aprecia que ya se tienen diferentes probabilidades en el mapa debido a las mediciones, en
donde las partes blancas corresponden a probabilidades de 1 representando los obstaculos y las

partes mas obscuras indican que la probabilidad se va acercando a cero, indicando que es un

espacio libre.

Figura 2.25.- Construccién del mapa utilizando 10 mediciones.
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En la figura anterior se aprecia que la probabilidad de los espacios libres préximos al robot se
acerca a cero, mostrandose un color mas obscuro, en las siguientes figuras se muestran los mapas
de ocupacién para 25, 50 y 100 mediciones, en donde se aprecia cdmo se afiaden las nuevas

mediciones al mapa.

Distancia en eje y (m)

I Z 3 4 b 6 7

Distancia en eje x (m)

Figura 2.26.- Construccién del mapa utilizando 25 mediciones.
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Distancia en gje y (m)

1 2 3 4 5. & U

Distancia en eje x (m)

Figura 2.27.- Construccién del mapa utilizando 50 mediciones.

Distancia en eje y (m)

T 2 & 4 5 6 I

Distancia en eje x (m)

Figura 2.28.- Construccion del mapa utilizando 100 mediciones.
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La imagen 2.33, muestra los resultados del mapa de ocupacién solamente utilizando los datos
provenientes de la odometria del robot obtenidos a través de los sensores proprioceptivos para la
posiciéon del robot y las mediciones del sensor laser. Debido a los errores propios de la odometria,
como se menciona anteriormente, el mapeo resulta erréneo puesto que no se tiene de manera
definida ninguna pared del entorno. En cambio con el método expuesto, cuyo resultado final se
muestra en la figura 2.32, se aprecia que el error entre el entorno y el mapa generado, disminuye
considerablemente. Este mapa, aun contiene errores, sin embargo, su resolucién es suficiente
para que un robot mévil pueda realizar su localizacién, tal y como se menciona en el proceso de

localizacién.

Distancia en eje y (m)

1 2° 3 4 5 & I

Distancia en eje x (m)

Figura 2.29.- Construccién del mapa utilizando exclusivamente los datos de odometria.

Para realizar el mapeo en tres dimensiones se pueden utilizar diversas técnicas. Una de ellas es
con dos sensores laser apuntando en distintos planos, [2-53, 2-54, 2-55]. Sin embargo el estado del

arte en técnicas de mapeo involucra cdmaras RGB-D [2-56, 2-57, 2-58], las cuales ademas de
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proporcionar informacién de profundidad proveen informacién en cuanto al color de los objetos,

lo cual es imposible a partir de sensores laser de proximidad.

La idea de los algoritmos que se presentan en los siguientes capitulos es tener una camara RGB-D
a partir de proyeccion de luz estructurada, con el fin de que los datos obtenidos se puedan utilizar

en el mapeo 3D del entorno.

En el capitulo Ill, se describen soluciones a una de las principales fuentes de error cuando se
trabaja con luz estructurada, el pardmetro gamma. Este, representa la no linealidad en un sistema
de adquisicién cuando se utiliza un proyector y una cadmara. Posteriormente proponemos un
método para eliminar los errores producidos debido a esta causa, con el fin de que los resultados
de la adquisicidn de datos en 3D sean correctos independientemente del método que se utilice, ya

sea por métodos tradicionales como cambio de fase o Fourier.
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Introduccion.

En lugar de la utilizacién de los elementos sensores tanto ldseres como ultrasdnicos, se propone
en este capitulo el uso de luz estructurada para la obtencién de las mediciones. Tomando en
cuenta que el sistema de luz estructurada ird montado en el sistema movil, es necesario que se
tenga la informacidn de profundidad con una sola imagen, ya que al utilizar un proceso de cambio
de fase, se tendran entornos diferentes para cada imagen lo que generara errores por el solo
hecho del movimiento del robot. Para desarrollar algoritmos de medicién a través de luz
estructurada, se debe de tener en consideracion los aspectos practicos de la aplicacion de estas
técnicas. Uno de los mas importantes es la no linealidad del proyector y de la cdmara, lo que
produce un error en la adquisicién de los datos apreciable mayormente cuando se utilizan pocas
imagenes. Existen algoritmos que muestran mucha inmunidad a la no linealidad, como el método
de desplazamiento de fase en cuatro pasos, pero como el objetivo es obtener el patréon en una
sola imagen, es necesario realizar una calibracion. En este capitulo se describen métodos
propuestos por nosotros, los cuales hacen uso de un nimero minimo de imagenes en

comparacién con otros métodos que usan desde 255 imagenes hasta 1024.

3.1 Correccion de no linealidad por minimos cuadrados.

La medicién de la forma de objetos mediante técnicas de proyecciéon de franjas requiere de
técnicas de recuperacion de fase. De manera general, la mayoria de los métodos tales como el
desenvolvimiento de fase temporal [3.1], o proyeccidon de franjas con multi-frecuencias [3.2],
requieren la manipulacién de varias imagenes, una explicacién mas detallada se puede encontrar
en [3.3] y [3.4]. Algunos algoritmos se han desarrollado para lidiar con no linealidades del
detector o bien errores en el cambio de fase [3.5]. Aunque la proyeccion de franjas a través de

video-proyector no ocasiona errores en la fase, las no linealidades del proyector y del detector o
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camara pueden introducir errores significantes en la fase. Aun cuando se utiliza una sola imagen y
técnicas de Fourier es necesario un proceso de filtraje para evitar errores introducidos por
términos de alta frecuencia [3.6]. En términos generales, las no-linealidades son explicadas con un
modelo de una sola variable, la gama (y). Algunos métodos han sido desarrollados para corregir
las no linealidades causadas por esta variable [3.7, 3.8, 3.19, 3.20] y otros métodos se centran en
medirla [3.9 - 3.11], o bien minimizarla a través del desenfoque del proyector [3.18]. No obstante
existen trabajos que reportan que la gamma puede no ser el mejor modelo matematico [3.9, 3.19,

3.20].

En este caso se propone la simplificacién del método propuesto en [3.12], en donde se requiere la
proyeccion de 1024 imdagenes, las cuales si se toman con una cdmara con velocidad de adquisicion
de 30 cuadros por segundo, requerird al menos de 34 segundos, si no se toma en cuenta un
retraso en el proyector. Sin embargo como es el proceso de calibracidon solamente se efectia una
vez, el tiempo no es un factor fundamental, sin embargo, en el método propuesto solamente es
necesario obtener dos imagenes con el beneficio adicional de calcular no linealidades locales, y

reducir considerablemente el tiempo de adquisicidn.

Los patrones de franjas para la proyeccidn se obtienen utilizando la ecuacién 3.1.

ip(x,y) = G(x,y)[0.5 + 0.5cos(2nfx)] , (3.1)
donde f, es una frecuencia portadora, G es una funcién la cual es una constante que permite
obtener el maximo nivel de gris, G = 255 en imdagenes de ocho bits, (x,y), son las coordenadas
del pixel, y finalmente, i,,(x,y), es la imagen con sus niveles de gris en el rango de 0 a 255. En
general, el perfil de la intensidad después de proyectar la imagen creada utilizando la ecuacién

3.1, sobre el objeto, esta dada por el modelo de un solo pardmetro dado por la siguiente ecuacion.
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i(x,y) = {a(x,y) + b(x,y) cos[2rfx + ¢ (x,y)]}7, (3.2)
donde a y b, son términos de offset y amplitud, que dependen de la reflectancia del objeto, ¢ es
la funcion de fase relacionada con la altura del objeto h(x,y), yy es el parametro no lineal

introducido por el proyector y la cdmara, el cual debe de ser obtenido por calibracién.

Este procedimiento utiliza el modelo general descrito por [3.8], el cual se describe por la siguiente

ecuacion.

i, y) = aCe, ){Ip[i, (o W] + B0 )} + B2 (x, ), (3.3)
donde a(x,y) es la reflectividad del objeto, 8;(x,y) es la luz ambiente reflejada por el objeto,
B2(x,y) es la luz ambiente que entra directamente a la camara e I, es la funcion de respuesta de
la cdmara y el proyector la cual depende del nivel de gris de entrada. Como la no linealidad no
depende de la luz ambiente, y con fines de realizar la calibracidn de los niveles de gris se puede
simplificar la ecuacién considerando B, (x,y) = B,(x,y) = 0, condiciones que son validas solo
cuando se realiza el experimento en un cuarto obscuro. La funcién a(x,y) permanece debido a
que la luz proyectada no es constante y la reflectividad del objeto puede ser no uniforme. Bajo

estas condiciones se obtiene la siguiente ecuacion:

i(x,y) = alx, ), [i,(x. )] . (3.4)
Modelo que se utiliza para estimar la funcién inversa Iz;l. Una vez que 151 es calculada, la imagen
de entrada i, (x,y) es modificada para obtener i;l(x,y) de tal manera que Ip[igl(x,y)] es una

funcion lineal.

De manera experimental se midio 151 proyectando de manera secuencial dentro de un plano
blanco solamente dos imagenes: Una conteniendo todos los niveles de grises, i,,-(x, y) definidos

por una funcién rampa con valores de 0 a 255, esto debido a que se trabaja con datos de enteros
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sin signo, por lo que en la ecuacién 3.1 se sustituye el valor de f = 0, y se define G(x,y) como
lineas verticales igualmente espaciadas con valores de niveles de gris que se incrementan desde 0
hasta 255. La segunda imagen es una distribucidn uniforme con un solo nivel de gris de 255,
denotada por ipo(x,y). Sila relacion entre i, (x,y) e I,[i,-(x,¥)] es lineal entonces i(x,y), es
un plano, de cualquier otra manera se obtiene una superficie curva. Se denota pori.(x,y) e
io(x,y) las imdgenes capturadas de ip.(X,y) e ipo(x,y), respectivamente. Su relacion

proporciona directamente [, evaluada en i,,,(x,y), la imagen en niveles de gris,

ir(xy) _ aG)p[ipr(ey)]
io(xy)  a(Iplipe(xy)]

(3.5)

= klp [ipr(x' ],

donde k = 1/Ip[ip0(x,y)] es una constante. Para calcular 151 solamente se ajusta cualquier
renglén de la ecuacion 3.5 con un polinomio e invertirlo. Para obtener un sistema mas robusto, se
pueden ajustar varios renglones y promediar sus coeficientes. En este caso se opta por ajustar
cada rengldn de la imagen con el fin de corregir las no linealidades locales. Se puede apreciar la
diferencia con el método de [3.12], en donde se proyectaron una cantidad importante de
imagenes. En esta referencia, cada imagen capturada fue promediada hasta obtener la curva
I,(ng) la cual representa la respuesta del sistema proyector — camara para un nivel de gris dado.
Esta funcidn fue ajustada con un polinomio de orden 20, utilizando minimos cuadrados, para
después invertirlo para obtener Iz;l. La utilizacién de tantas imagenes y un polinomio de un orden
tan alto es porque su algoritmo de andlisis de fase era extremadamente sensitivo a las no

linealidades en la fase.
3.2 Resultados del método.

Para llevar a cabo los experimentos se usa el arreglo experimental mostrado en la figura 3.1, el

cual, es un sistema tipico de proyeccidn de luz estructurada compuesto por un proyector digital
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(Optoma, model PK-301) y una camara (Pixelink, PL-E531), los cuales estan conectados a la
computadora. El angulo entre el proyector y la camara fue de 0.1 rad, y la distancia del proyector

al objeto fue de 1800 mm.

Figura 3.1. Bosquejo del sistema utilizado.

En la siguiente figura se muestra la imagen en niveles de gris i,.(x,y)/Iy(x,y), capturada sobre la
superficie de calibracién, la linea blanca muestra el perfil de un renglén, con el fin de observar el

comportamiento no lineal.

Figura 3.2. Niveles de gris capturados por la camara.

Verificando la grafica de niveles de grises, la curva presenta valores practicamente constantes
para niveles de gris menores a 40 y para valores mayores a 240, haciendo necesario el ajuste de un

polinomio de orden alto y aun asi es dificil discernir entre dos valores consecutivos dentro de este
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rango. Si se restringen los niveles de gris en un rango de 40 a 240, se puede reducir el orden del
polinomio a 2. Evidentemente si desea, un polinomio de mayor orden se puede usar para ajustar
los datos en caso de requerir el rango completo de 0 a 255. Una vez que se ajusta el polinomio de
orden 2, por el método de minimos cuadrados, se encuentra la funcién inversa con la siguiente
féormula.

-b+ fb2—4a[c—1p(ng)] (3.6)

2a !

ip'(ng) =
en donde a, b y ¢ son los coeficientes obtenidos por el ajuste polinomial, I,(ng) = a + b(ng) +
c(ng)?. Con este procedimiento se calcula Igl[ipr(x, y)], el resultado se muestra en la figura 3.3,

donde nuevamente se muestra en blanco el valor de un renglén de la imagen.

Figura 3.3. Aplicacidn del método de linealizacidn.

Ndtese que 151 puede ser calculada renglén por renglén, y por lo tanto la correccion de iy, (x,y)

puede ser también fila por fila, con el costo de calcular tres coeficientes por fila.

Para analizar el funcionamiento de este procedimiento se proyecta un patrén de franjas en una
superficie plana, la cual se muestra en la figura 3.3. El patrén de franjas fue calculado a través de
la ecuacién 3.1, con f = 20, y G = 255. El periodo medido de las franjas en el patrén de franjas
proyectado fue de aproximadamente 15 mm, finalmente este patron se muestra en la siguiente

imagen.
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Figura 3.4.- Patrén de franjas capturado.

Una vez que se tienen el patrdn proyectado, se procede a analizar el comportamiento de las
imdagenes corregidas con métodos como Fourier y técnicas de cambio de fase. Primero se

presentan resultados para Fourier.

Usualmente, el calculo de la fase con técnicas de Fourier consiste en calcular la transformada de
Fourier del patrén de franjas para después aislar el primer arménico con un filtro ya sea Hamming,
Hann, Blackmann o algun otro tipo. Con la transformada inversa de Fourier del espectro
seleccionado se obtiene la fase en el intervalo de [—m, m]. El tamafio de la ventana del filtro
permite el rechazo de los armdnicos introducidos por la no linealidad de la intensidad de las
franjas. Desafortunadamente, este rechazo elimina frecuencias necesarias para la reconstruccion
de la superficie, causando con esto, errores en bordes o dreas donde existen variaciones
pronunciadas o bien discontinuidades. Para recuperar la mayor informacién posible de
informacidn de fase, es suficiente utilizar un filtro de un plano con la mitad de la frecuencia
solamente para eliminar el término de background [3.13]. Sin embargo la fase obtenida con este

método contiene términos de fase falsos originados por el perfil no senoidal de las franjas. Se
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mostrarad que el método propuesto de correccién de no linealidad es una buena alternativa antes

de usar este método de recuperacion de fase.

Primeramente, se obtiene la fase de las franjas mostradas en la figura 3.4, utilizando un método
comun de recuperacion de fase [3.6]. La transformada de Fourier de la figura 3.4, proporciona una
expresion compleja la cual consiste en la suma de muchos términos. La separacién del primer pico
de frecuencia D;(u — f,v) (donde (u, v) son las coordenadas de frecuencia) fue llevada a cabo
por un filtro pasa-bajo de Blackmann de radio 20, (el valor de f) centrado en las coordenadas
(20,0) . El término filtrado fue trasformado en el dominio del espacio por la transformada inversa
de Fourier para obtener una funcién compleja d, (x,y). La fase respectiva se obtiene con el arctg

de la parte imaginaria sobre la parte real. Finalmente se llega a la funcién de fase siguiente.

Im[dl(x.y)]} (3.7)

&, (x,y) = arctg {Re[dl(x.Y)]

lo cual se muestra en la figura 3.5c.

Utilizando el otro método, en donde solo se deja pasar la mitad del espectro de Fourier (Kreis), y
removiendo el término de background via un filtro Blackmann de radio 20, se obtiene la respectiva

fase mostrada en la figura 3.5a, la cual esta dada por.

Im[dn(x,y)]} (3.8)

@4 (x,y) = arctg {Re[an<x,y>]

donde d,, = F~Y{F[i(x,y)]H(u,v)},F y F1son la transformada directa e inversa de Fourier

respectivamente, y H(u, v) es el filtro que solamente deja pasar la mitad del espectro de Fourier.

Proyectando la imagen corregida con el inverso del ajuste polinomial y siguiendo el mismo proceso
utilizado con las imagenes no corregidas (Método de Kreis), se ha obtenido la fase mostrada en la
figura 3.5b. Se puede notar que el procedimiento de correccidon reduce las variaciones de

amplitud comparado con la figura 3.5a, y contiene mejores definicidon en los bordes respecto a la
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figura 3.5c. Para comparar estos resultados con un método de Fourier independiente de las no
linealidades, la fase se obtiene nuevamente 3.5d, con un método que usa dos imagenes con un

corrimiento de fase de i entre ellas [3.14].

Figura 3.5. Fases experimentales utilizando métodos de Fourier. a) Método de Kreis aplicado a
franjas sin corregir. b) Método de Kreis aplicado a franjas corregidas. c) Método de Takeda. d)

Metodo independiente de las no linealidades.

Los perfiles de las fases de la figura anterior, son mostradas en la figura 3.6. Sustrayendo las
figuras 3.5a, 3.5b, y 3.5¢c, de la figura 3.5d, es posible estimar la desviacidén estandar de cada una
de ellas, obteniendo 0.1 rad, 0.067 rad y 0.155 rad, respectivamente. Los errores de la figura 3.5c
son principalmente introducidos por los bordes mientras que el error de la figura 3.5a y 3.5b son
debidos a las variaciones de amplitud. Con este resultado se puede decir que este método reduce

la desviacién estandar en los errores debido a las no linealidades por cerca de un factor de 2.
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Figura 3.6. Perfiles de los mapas de fase. Las letras corresponden a la figura 3.5.

En la figura anterior se puede apreciar una curva en lugar de la linea recta esperada obtenida del
plano, esta deformacién fue causada por la iluminacidn divergente del proyector y distorsiones del

sistema dptico.

Las mejoras obtenidas en la correccién de la no linealidad también se pueden emplear en técnicas
de cambio de fase. De este modo, capturando tres imagenes con un cambio de fase de /2, la

recuperacion de la fase se puede realizar empleando el algoritmo de tres pasos dado por:

¢(x.y) = arctg[(o = 2Iz + Ir) /(I — Ip)]. (3.9)
Con esto se obtienen las fases mostradas en las figuras 3.7a y 3.7b para las imagenes corregidas y
no corregidas respectivamente. Como comparacion, se calcula la fase con cuatro pasos, con un
cambio de fase de /2, el cual es un algoritmo conocido por ser independiente a los armdnicos de

ordenes superiores.

o(x,y) = arctg[(Izn)2 — Ig)/(ln —1Ip)]. (3.10)
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Figura 3.7. Mapas de fase experimentales obtenidas con métodos de cambio de fase. a) Algoritmo
de tres pasos con las imdagenes sin corregir. b) Algoritmo de tres pasos con las imagenes

corregidas. c) Método de cuatro pasos con franjas sin corregir.

Los perfiles de las fases se muestran en la figura 3.8. Nuevamente substrayendo las figuras 3.7a y
3.7b de la figura 3.7c, se estima la desviacion estandar de las inexactitudes de la fase siendo de
0.152 rad y 0.028 rad, respectivamente. Debido a que los errores introducidos por este método
son menores con desplazamiento de fase que los obtenidos con Fourier, se puede decir que el

error utilizando métodos de Fourier se incrementa por el filtraje del termino background.
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Figura 3.8. Perfiles de los mapas de fase, las letras corresponden a la figura 3.7.

3.3 Correccion de no linealidad por transformada de Fourier.

Para este procedimiento se toma en cuenta el modelo de gamma descrito por la ecuacién 3.2, el
cual depende ademads de los factores mencionados con anterioridad también del grado de
desenfoque, este método calcula la gamma promedio de un patrén de franjas senoidales, y solo
una imagen es necesaria, esto sin introducir valores predefinidos tal y como se hace en las
referencias [3.11] y [3.16]. En el caso especifico en donde el patrdon de franjas estd correctamente
enfocado, el valor calculado sera igual al introducido por el sistema proyector-cimara. Dado que
el efecto principal en la imagen capturada ya contiene las frecuencias adicionales, esta imagen
servird para determinar estos picos adicionales, es por eso que una transformacién en Fourier de
un rengldn aunque bien podria ser de toda la imagen, es calculada y los valores del espectro de
Fourier son usados para establecer el criterio para el valor 6ptimo de gamma. Utilizando varias
iteraciones, la intensidad de las franjas seleccionadas es elevada a los valores de gamma y la
relacion correspondiente entre el primer pico y los otros picos es medida. La potencia que

minimiza estas relaciones corresponde a la inversa del valor de gamma introducida por el sistema
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proyector-camara; esto es, el valor calculado de gamma minimizara la magnitud del espectro de
Fourier. Las diferencias principales con los métodos propuestos en [3.11] y [3.16], es que se mide
directamente el exponente no lineal, y por lo tanto, las mismas imagenes para obtener la fase
pueden ser usadas para calcular el gamma, sin requerir valores de gamma pre-definidos. En este
sentido, este propdsito puede ser interpretado no solo como un proceso de calibracidn sino

también como una correccién no-lineal de gamma.

Usando la ecuacién 3.1, se generan las franjas correspondientes, las cuales al ser capturadas por la
camara se obtiene un patrén de franjas descrito por la ecuacién 3.2, de la cual se obtiene la

expansion binomial de tal manera que esta puede ser re-escrita de la siguiente manera [3.13]

i(x, }’) = Z?{;O bn(x' y)cos{n[anx + (p(x, }’)]}' (311)

donde b, (x, y) representa el coeficiente de series de Fourier del n-enésimo armdnico, denotando
d, = %bn(x,y) exp[je(x,y)], siendo j = vV—1. Entonces la transformada de Fourier de la

ecuacion 3.11 puede ser expresada como:

0 (3.12)
I(u,v) = A(0,0) + Z D,(u —nf,v) + D,(u+ nf,v),
n=1

donde (u, v) son las coordenadas de frecuencia y f es la frecuencia portadora de la ecuacién 3.1.
Como las distancias de centro a centro de los espectros dependen de la frecuencia f, no se
sobrepondran para una f suficientemente grande. Debido a que cada espectro y su conjugado
contienen la misma informacion de fase, se selecciona solamente D,,. Definiendo las intensidades

relativas [}, como:

_ Ip(mf0)? (3.13)
mp(r0)2’
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donde nf es la posicion central del n-ésimo mdaximo en la direccién u. Se espera tener un patrén
enteramente senoidal cuando I, = 0, paran = 2; en esta situacion el espectro de Fourier debe
de consistir solamente del primer armdnico. Calculando la sumatoria de la ecuacién 3.14, se

puede estimar el grado de no linealidad de la ecuacién 3.2.

Sy=YN_.T,. (3.14)
De este modo, se construye el algoritmo solamente i(x,y) de la ecuacién 3.2, elevandolo por
valores reales y positivos ¥, y evaluando la funcién objetivo Sy (¥,,) para cada valor. Cuando se
obtiene el valor minimo de Sy con ¥,,0, S€ cumple que Y0¥ = 1, por lo tanto, el valor final de

gamma se obtiene por la relaciony = 1/ymo-

Se pueden utilizar varios algoritmos para encontrar el minimo de Sy (¥,,), pero se escoge el mas
sencillo, el cual es un método de busqueda que no usa gradientes analiticos o numéricos. Como
este método solamente encuentra un minimo local, es conveniente proporcionar un valor inicial

cercano a la solucion. De la referencia [16], se puede establecer la relacion entre y y I, dada por

Tnt1 _

T (y—m)/(y+n+1). ComoI; =1, el valor inicial puede estimarse con, ¥, = (1 —

I,)/(1+ 203).
3.4 Simulaciones numéricas.

Para ilustrar el funcionamiento del método de correccidon no lineal descrito, las imagenes se

generan a través de la siguiente ecuacion.

(G0 y) = () G IL + cos@afly. (3.15)
Con G = 255, f = 20, y r(x,y) una funcién suave real y positiva, para realizar la modulacidn, con
este fin se define r(x,y) = 0.5 + 0.5cos(x? + y?2), con el fin de modificar el contraste de las

franjas y de esta manera simular la variacidn en la reflexidon de la superficie, y utilizando 15
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diferentes valores de y, desde 0.2 hasta 5. Este rango fue seleccionado para cubrir los valores

tipicos de gamma generalmente usados en los proyectores comerciales.

En la siguiente figura se muestra la imagen para un valor de y = 3, y en la figura 3.10a se muestra
el perfil de un renglén de esta imagen. En la figura 3.10b, se muestra la magnitud del espectro de
Fourier sobre las frecuencias (u, 0), en donde el pico central no se muestran para resaltar los

armonicos 1y de mayores érdenes.

Figura 3.9. Patrdn de franjas simuladas con variaciones de intensidad.

Figura 3.10.Resultados simulados antes de la correccidn de no linealidad (a) Perfil de las franjas,
(b) Espectro de potencia.
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Después de aplicar el procedimiento iterativo, se obtiene una reduccion evidente de los armdnicos
los cuales se muestran en la figura 3.11. El valor de gamma después del método fue de 1/3.002.
Elevando is(x, y) por este valor, se obtiene el perfil mostrado en la figura 3.11 a. Realizando este
proceso para el rango de 15 valores de gamma previamente mencionado se ha obtenido una

desviacion de 0.0025 correspondiendo a gamma=0.1, sin embargo el error relativo definido por

1- y"“’, fue de 0.0020 para todos los valores de m.

Ym

Figura 3.11.Resultados simulados de la correcciéon de no linealidad. (a) Perfil de las franjas (b)
Espectro de potencia.

Para analizar el comportamiento del algoritmo sin franjas ideales y ademds para simular
deformaciones en el patrén de franjas debido a una superficie, se completa la simulacidn
agregando una funcién de fase @(x,y) = 2nD(x? + y?) a la ecuacién 3.15. Tomando en

consideracion que los érdenes no se sobrepongan, es decir, que se cumpla;
2p(x,
| 9 y)| <ol (3.16)
ay 2

Después de aplicar nuevamente el algoritmo de recuperacion de gamma con D = 1,2,3y 5, los
errores relativos para los 15 valores de gamma definidos previamente fueron de 0.0025, 0.0065,

0.05 y 0.07 respectivamente.
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Cuando las franjas dadas por la ecuacion 5.15, son suavizadas por convolucién, el valor de gamma
calculado también se modifica. De esta manera, aunque la gamma obtenida con este algoritmo es
el que reduce los picos secundarios en el espectro de Fourier, esta puede no ser el valor de gamma
introducido. Como el desenfoque tiene un efecto suavizador, el valor de gamma calculado en este
caso puede no ser el correcto. Para calcular el valor de gamma a utilizando imdgenes

desenfocadas se pueden utilizar las referencias [3.11] y [3.12].

En la siguiente seccidn se presentan resultados experimentales del algoritmo propuesto, ademas
de que se plantean algunas sugerencias practicas para la correcta aplicacién de este

procedimiento.
3.5 Resultados experimentales.

Para llevar a cabo los experimentos se ha usado el arreglo experimental mostrado en la figura 3.1,
bajo las mismas distancias explicadas anteriormente. En la siguiente figura se muestra la imagen
capturada, cuando el patrén de franjas se proyecta sobre una piramide de 30 centimetros de

longitud y 40 centimetros de base.
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Figura 3.12. Patrén de franjas proyectadas sobre un objeto de prueba.
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Calculando la FFT de patrén anterior se obtiene el siguiente espectro de potencia. Los picos de

frecuencia se aprecian sobre el eje x.

Figura 3.13.- Espectro de Fourier para la figura 3.12.

Aplicando el procedimiento en el drea plana formada desde la fila 1 hasta la 200, para acelerar el
proceso, se calcula un valor de gamma de 1/4.18. Después de elevar la imagen completa por 4.18,
el patron de intensidad se muestra en la figura 3.14a al igual que su espectro (3.14b). Es evidente
una reduccién en los armonicos, también se puede notar que existen armdnicos residuales, lo que
hace suponer que optimizar solamente un parametro (gamma), puede no ser el mejor modelo

matematico para corregir las no linealidades, lo cual también se expone en [3.9].
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Figura 3.14. Correccion del patrdon de franjas de la figura 3.12. (a) Perfil de las franjas, (b) Espectro
de potencia.
Se puede aplicar el proceso de correccién de no linealidad para incrementar la exactitud de los
algoritmos de Fourier aplicados a la recuperaciéon de fase asi como a las técnicas de cambio de
fase. Para el primer caso, las técnicas de Fourier, es necesario calcular la trasformada de Fourier
del patrén de franjas y aislando el primer armdnico con una ventana de Backmann, Hamming o
Hann. Con la transformada inversa de Fourier del espectro seleccionado, la pase es obtenida en un
intervalo de [—m, ]. El tamafio de la ventana permite el rechazo de los armdnicos introducidos
por la no linealidad en la intensidad de las franjas. Desafortunadamente, este rechazo también
eliminan las frecuencias necesarias para la reconstruccién de la superficie, en donde se proyectan
las franjas, causando errores en bordes o discontinuidades. Para recuperar la maxima informacion
de fase es suficiente usar un plano en donde se eliminen la mitad de las frecuencias y un filtro que

elimine el término de background [3.14], sin embargo, la fase obtenida con este método incluye

picos de fases de frecuencias extra introduciendo errores.

Primeramente, se obtiene la fase de las franjas mostradas en la figura 3.12, usando un proceso de
recuperacion de fase comun [3.6-Takeda]. La transformada de Fourier de la figura 3.12, da una
expresion compleja consistiendo en una suma de términos. La separacion del primer pico de

frecuencia, es llevada a coba por un filtro pasa-baja; un filtro Blackmann de radio 20 (el valor de la
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frecuencia), centrada en las coordenadas (0,20). El término filtrado es transformado al dominio
de tiempo por la transformada de Fourier inversa para obtener una funcion compleja. La fase
respectiva es obtenida con el arctg de la parte imaginaria sobre la parte real. De esta manera se

tiene la siguiente funcion de fase.

Im[dl(x,y)]} (3.17)
Re[d{(x)]) °

O.(x,y) = arctg{
Esto se muestra en la figura 3.15c. Pasando solamente la mitad del espectro de Fourier (método

de Kreis), y removiendo nuevamente el término de background con un filtro de Blackmann de

radio 20, se obtiene la fase mostrada en la figura 15a, dada por:

Re[¥5, dn(x,y)1)’

D,(x,y) = arctg{
en donde Y5, d,,(x, y)es la transformada inversa de Fourier para Yo -1 D, (u — nf, v).
Elevando las intensidades de la figura 3.12, por el valor calculado de 1/4.18, y siguiendo el mismo
procedimiento usado con las imagenes sin corregir, se obtienen la fase mostrada en la figura
3.15b. Se puede apreciar que este método reduce las variaciones de amplitud comparando con la
figura 3.15a, y contiene mejor definicion en los bordes en comparacion con 3.15c. Para comparar
los resultados con un método de Fourier in-sensitivo a las no linealidades del sistema la fase fue
obtenida nuevamente (figura 3.15c), con un método que usa dos imagenes que tienen un
desfasamiento de i entre ellas, [3.14]. Los perfiles de la figura 3.15, son mostrados en la figura
3.16. Substrayendo las figuras 3.15a, 3.15b y 3.15c de 3.15d, se calcula su desviacién estandar en
donde se obtuvo 0.172, 0.0085 y 0.177 radianes respectivamente. Los errores en la figura 3.15c

son producidos principalmente por los bordes mientras que los errores de la figura 3.15a y 3.15b

son debidos a la variacidon de amplitud.
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Fig. 3.15. Fases obtenidas experimentalmente con métodos de Fourier. (a) Método de Kreis a
imagines sin corregir. (b) Método de Kreis a imagenes corregidas. (c) Métodod de Takeda. (d)

Método in-sensitivo a no linealidades.

=
E

Phase (rad)

g
5
|

M

D'IE(]I[.IEI(D!UD'EEIJ?F]JSOUC.UJIE[!]

o

Figura 3.16. Perfiles de la figura 3.15.

En la figura anterior se aprecia una linea curva en lugar de recta, lo que demuestra que es debido

al arreglo experimental y no al método utilizado, ya que se presentd también en la seccidn

anterior.
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También se pueden utilizar técnicas de cambio de fase para analizar las ventajas de realizar la
correccion de no linealidad. En este caso, se capturan tres imagenes con un cambio de fase de
/2, y posteriormente utilizando el método de los tres pasos, se obtiene la fase de la siguiente

manera.

¢(xy) = arctg[(lo — 2Iz + 1) /(Ix = Io)] (3.19)

Con esto se obtienen las fases mostradas en las figuras 3.17a y 3.17b para las imagenes corregidas
y sin corregir. Para llevar a cabo la comparacion, se calcula la fase con un método de cuatro pasos
(figura 3.17c), el cual es conocido por su independencia ante la no linealidad, la cual esta dada por

la siguiente ecuacion.

o(x,y) = arctg[(Isn/2 — Ins2)/ Uz — Io)]- (3.20)
Sustrayendo las figuras 3.17a y 3.17b de la figura 3.17c, se estima nuevamente la desviacion
estandar de las inexactitudes en la fase siendo de 0.299 y 0.056 radianes respectivamente. Como
los errores después de aplicar este método son menores con el método de phase stepping, se
puede concluir que los errores utilizando métodos de Fourier se ven afectados por la eliminacion

del término de Background.
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Figura 3.17. Fases obtenidas experimentalmente a través de métodos de phase shifting methods
(a) Método de tres pasos con franjas sin corregir. (b) Método de tres pasos con franjas

corregiddas. (c) Método de cuatro pasos.

En la siguiente imagen se pueden observar los perfiles de la figura anterior, se puede apreciar la

reduccion en las variaciones de amplitud.
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Figura 3.18 Perfiles de las fases mostradas en la figura 3.17.
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Capitulo IV

Adquisicion de datos
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Introduccion.

Para la toma de los datos se utilizan técnicas de proyeccién de luz estructurada. Sin embargo,
como se menciona anteriormente, es necesario, por el movimiento del robot, que se tenga toda la
informacidn a través de una sola imagen ya que al moverse el robot se tendran diferentes
posiciones y por lo tanto, datos distintos para cada proyeccion. En la siguiente seccidn se presenta
una técnica de modulacién de amplitud, la cual a pesar de ser un algoritmo que funciona a través
de cuatro imdgenes, ayudara a desarrollar la teoria para uno que permita obtener la informacion
3D a partir de una sola imagen. La manera mas sencilla de obtener informacién en 3D, es,
utilizando la proyeccién de una sola linea, solamente que es necesario un procedimiento de
escaneo [4.1]. Otros métodos mas rapidos utilizan técnicas de proyeccion de franjas, pero requiere
de un desenvolvimiento en la fase y descifrar ambigliedades cuando la superficie contiene
discontinuidades [4.2]. Otra opcién es el desenvolvimiento temporal [4.3], pero de nueva cuenta
este procedimiento es relativamente lento. Otros métodos utilizan dos frecuencias para encarar
las ambigliedades pero requiere nuevamente de un proceso de desenvolvimiento del patrén de
baja frecuencia [4.4, 4.5]. Dos métodos mejorados que no requieren desenvolvimiento se
reportan en [4.6 y 4.7]. Sin embargo, requieren del anadlisis de muchas imagenes con diferentes
frecuencias, incrementando de nueva cuenta el tiempo de procesamiento. Los siguientes tres
métodos fueron desarrollados por nosotros como solucidon al objetivo planteado para la

adquisicion de datos aplicables a robdtica movil.

4.1 Recuperacion de fase por método de modulacion de amplitud.

El procedimiento expuesto trabaja con la proyeccién de lineas rectas moduladas con una funcién
de amplitud conocida. El cdlculo de la funcion de modulacién después de proyectar las franjas

proporciona la posicion de los ordenes de cada una de ellas, independientemente de las
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discontinuidades en la fase. Este procedimiento no sdlo sirve para desenvolver la fase sino
también, para determinar las ambigliedades en la fase causadas por brincos en la fase mayores a

21.

El orden de las franjas es fundamental en el desenvolvimiento de la fase, ya que la funcidn

desenvuelta estd definida por:

P(x,y) = 0(x,y) + 2nN(x,y), (4.1)
donde N(x,y) es el nimero entero correspondiente al orden de la franja. En la practica, el célculo
de este niumero es complejo, debido al ruido presente en las franjas o bien la discontinuidades
debidas al objeto. En este caso se proveera un método para encontrar este nimero, obteniendo a
través de cdlculos la fase desenvuelta y por consiguiente la deformaciéon en la superficie,

independientemente de su complejidad.

Para realizar la proyeccién de las franjas senoidales, se emplea la siguiente ecuacion:

I,(x,y) = G[1+ N(x,y)cos(2max + a,)], (4.2)
donde 2max es un término portador para a franjas verticales, a, son los cambios de fase
conocidos correspondiente a cada patrén, G es el nivel de gris maximo permitido y N(x,y) es el

orden de las franjas, calculadas con:

N(x,y) = 2max — [2max],,, (4.3)
donde [2max],, determina la portadora envuelta en el rango de [—m, i]. Para obtener un maximo
contraste en la ecuacion 4.1, N(x, y) es normalizado en el rango [0,1]. El perfil de intensidad que

se obtiene después de proyectar la ecuacion 4.1, en la superficie de un objeto, estd dado por:

IL,(x,y) = A(x,y) + N(x,y)B(x,y) cos[2max + O(x,y) + a,], (4.4)
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donde A(x,y) y B(x,y) son los términos de background y amplitud relacionados con la
reflectividad del objeto respectivamente, y @(x, y) es la funcién del cambio de fase relacionada

con el perfil de la superficie. Usando un algoritmo de cambio de fase se pueden evaluar estas tres

funciones. Se ha seleccionado un algoritmo de cuatro pasos con a,, = 0,%,71,37”, aungue menos
pasos pueden ser usados, de esta manera se tienen las siguientes ecuaciones:
_ L(xy)-I(xy) (4.5)
Ow(x,y) = arctg [Il(x,y)—ls(x,y) ’
Ne(x, Y)B(x,y) = {[L.(x,y) = Lo, Y2 + [, y) — (012, (4.6)

donde N,(x,y) es el orden estimado de cada franja, debido a que N,(x, y) estd ligado a B(x, y) es
necesario usar un procedimiento de proyeccién de franjas adicional, esto con el fin de obtener
solamente B(x,y). Esto es llevado a cabo proyectando la ecuacién 2, con N(x,y) = 1, y usando
las ecuaciones 4.5 y 4.6. Por supuesto, en el caso ideal en donde se tiene A(x,y) = B(x,y), el
segundo conjunto de franjas no es necesario. Una vez que se determina N,(x,y), el proceso de

desenvolvimiento de fase es de manera directa utilizando la siguiente ecuacion.

B(x,y) = By (x,¥) — 21N, (x, ). (4.7)
Primeramente se muestran los resultados para simulaciones y posteriormente se complementaran
experimentalmente. En la figura 4.1, se muestran tres perfiles correspondientes a las ecuaciones
4.2 y 4.3. La linea continua corresponde a N,(x,y) calculada con la ecuaciéon 4.3 para
posteriormente normalizarla. La linea punteada corresponde a I (x,y) obtenida con la ecuacién
4.2, conN(x,y) =1, y la tercera linea corresponde aI;(x,y) obtenida nuevamente con las
ecuaciones 4.2 y 4.3, habiendo usado ¢ = 128, a = 2.5y a; = 0. Se puede ver el efecto de usar

el orden de las franjas como una funcidon de modulacion.
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Figura 4.1. Perfiles de la proyeccion de franjas. A) Funcién de modulacién N (x, y). B) Funcién

senoidal con modulacién de amplitud. C) Funcién senoidal sin modulacién de amplitud.

El proceso de simulacién completo se muestra en la figura 4.2. La imagen superior (4.2a)
corresponde a I5(x, y) calculado con los mismos parametros de la figura 4.1. Notese los cambios
de contraste entre las franjas. La figura 4.2b es la fase envuelta calculada con la ecuacién 4.5, y
finalmente 4.2c, es la funcién que determina los 6rdenes obtenidos N,(x,y) a partir de la

ecuacion 4.6.
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Figura 4.2. Proceso de simulacidn. a) Franjas proyectadas. b) Fase envuelta calculada con la

ecuacion 4.5. ¢) amplitud calculada con la ecuacién 4.6.

Se ve claramente que existen correspondencias entre los ciclos y las fronteras entre la fase

envuelta (figura 4.2b) y la imagen de los érdenes de las franjas (figura 4.2c).

Una vez que se prueba el algoritmo con simulaciones, y se comprueban las correspondencias entre

la fase envuelta y los 6rdenes obtenidos, se procede a comprobar el método experimentalmente.

4.1.1 Resultados experimentales.

Para realizar los experimentos se utiliza el sistema mostrando en la figura 4.3, el cual esta
compuesto por un proyector que muestra las franjas, una camara, y una computadora que

almacena las imagenes para realizar los calculos.
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Figura 4.3. Sistema experimental usado para la proyeccién.

El dngulo entre el proyector y la cdmara es de 0.27 radianes, y el periodo de las franjas medidas
sobre el objeto es de aproximadamente 60 mm. El objeto de prueba se compone de dos
superficies planas separadas una distancia axial de 300 mm lo que provoca un cambio de un ciclo
entre los dos planos. La siguiente figura muestra las cuatro imagenes para cada patrén de franjas
proyectadas sobre el objeto. Se puede apreciar que existe una darea mucho mas brillante, esto se
debe a que esta estd mas cercana al proyector, aunque tenga la misma reflectividad que el plano

posterior. A reserva de este punto, la continuidad de las franjas sugiere un solo plano.
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Figura 4.4.- Franjas experimentales con variacion de amplitud.

De nueva cuenta, se obtienen las funciones de fase y de modulacién mostradas en la figura 4.5,

usando las imagenes de la figura 4.4, con las ecuaciones 4.6 y 4.7 respectivamente.

Figura 4.5. Resultados experimentales. a) Fase envuelta. b) Ordenes de las franjas.

Como se explica anteriormente, un conjunto adicional de imagenes de cuatro patrones de franjas
con N(x,y) = 1 son usadas para calcular B(x,y) y por lo tanto la funcién N,(x,y). Se pueden
apreciar algunas variaciones locales en la figura 4.5b, debidas a la aparicion de armdnicos como

consecuencia del uso de un sistema sin calibrar. Si el sistema se calibra para la no linealidad,
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puede proporcionar mas uniformidad en la imagen. En este caso, es decir, donde el sistema no

esta calibrado, se aplica una convolucién simple a la imagen de ventana de 7 X 7 pixeles.

Para apreciar de mejor manera los desplazamientos en los érdenes de las franjas causados por las
discontinuidades del objeto se muestran en la figura 4.6, los primeros cuatro érdenes de las

franjas en la figura 4.5 de manera individual.

Figura 4.6. Segmentacion del orden de las franjas de la figura 4.5. a) franja de orden 0. b) primer

orden c) segundo orden. d) Tercer orden.

Después de calcular los d6rdenes de cada franja, la fase desenvuelta es facilmente calculada
utilizando la ecuacién 4.7, y como se muestra en la figura 4.7, eliminando el término lineal, se
puede ver, la correcta deteccién de los dos planos. Ademads se pueden observar discontinuidades
en cada plano esto es debido a la modulacidn de intensidad y a la falsa captura o correcciones que
hace la cdmara en la intensidad en donde no se tienen los pasos exactamente definidos, lo que

inevitablemente reduce la aplicabilidad de este procedimiento.
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Figura 4.7. Fase desenvuelta en radianes.

4.2 Recuperacion de fase por método de un patrén compuesto.

Continuando con el propésito principal de desarrollar un algoritmo que a través de una sola
imagen recupere la informacidn en 3D del entorno utilizando la proyeccion de luz estructurada,
independientemente de discontinuidades en los objetos, que por la aplicacién en robdtica es el

caso general, se propone el siguiente algoritmo.

Se genera un patrdn de proyeccidn en una sola imagen (en escala de grises) para obtener el perfil
de diferentes objetos independientemente de que estén aislados o separados, lo cual se llevara a
cabo a través de un patrén compuesto de tres frecuencias y el cdlculo de un patrén equivalente de
un periodo. La fase de este patrén equivalente, proporciona la fase sin un proceso de
desenvolvimiento. Escalando esta fase, se pueden obtener los 6rdenes de cada franja en los
componentes de alta frecuencia independientemente de las discontinuidades en la fase. Estos
ordenes de franjas permiten desenvolver la fase y determinar sus ambigliedades causados por
saltos mayores a 2. Este método es similar al propuesto en la referencia [4.5], con la diferencia

de que ellos proyectan el periodo unitario y los patrones de alta frecuencia por separado, también,
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para obtener los valores de fase utilizan técnicas de cambio de fase, los cuales requieren al menos

tres imagenes.

Para generar el patrén se plantea la siguiente ecuacion.

In(x,y) = (%) {3 + cos(2mtfx) + cos(2rfy) + cos[2n(f + 1)x + 2nfyl}, (4.8)
donde f es la frecuencia portadora, G es una constante que representa el valor de amplitud
requerido para obtener el maximo nivel de gris (de nueva cuenta, 255 para imagenes con 8 bits),
(x,y) son las coordenadas de pixel normalizadas e I, (x, y) es la imagen con sus niveles de gris en
un rango [0, G]. Se puede apreciar que el patron dado por la ecuacion 4.8, se compone de tres
patrones de franjas: el primero de ellos con franjas horizontales, otro con patrén de franjas
verticales y finalmente, un patrén de franjas con una inclinaciéon de casi 45°. Si se denotan los

términos de la portadora como:

cx(x,y) = 2nfx; cy(x,y) = 2nfy; Cxy = 21(f + D)x + 2nfy (4.9)

Entonces la siguiente relacidn se mantiene:

Cay (X, ¥) — (%, ¥) — ¢, (x,¥) = 2mx. (4.10)
El coseno de la ecuacidn 4.10, es una franja vertical de un solo periodo. Para simplificar la notacién
se eliminan los términos (x,y). El patron de intensidad que se obtiene después de proyectar la

ecuacion 4.8, sobre la superficie esta dada por;

i = a + b[cos(cy, + ¢*) + cos(cy, + ¢¥) + cos(cyy + 9™)], (4.11)
en donde a y b son los términos de background y amplitud que dependen de la reflectividad del
objeto, respectivamente, y ¢*, ¢ y ¢*¥, son las funciones de fase relacionadas con la altura del

objeto h(x,y). La ecuacién 4.11 puede ser re-escrita de la siguiente manera:
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i =a+dyexp(jcy) + dyexp(jcy) + dyy exp(jeyy ) + di exp(—jcy) + dy exp(—jc,) +  (4.12)
dyy exp(—jcxy),
donde d, = %b ~exp(jo*), dy, = %b cexp(jo¥)y dyy = %b cexp(jo*),j =vV—1y *significa

el complejo conjugado. La transformada de Fourier de la ecuacidn 4.12, puede expresarse como;

I(w,v) = A(0,0) + Dy(u — f,v) + Dy(w,v — f) + Dy u— f —Lv—f) + (4.13)
Dy(u+f,v) +Dy(w,v+ )+ Dyy(u+f+1Lv+[f),

donde (u, v) son las coordenadas de frecuencia, y f, es la frecuencia portadora de la ecuacion 4.8.
La ecuacion 4.13, consiste de siete espectros centrados en las frecuencias (0,0), (f,0), (0, f), (f +
1,/),(—=f,0),0,—f),y(—f —1,—f). Como las distancias entre los centros de los espectros
dependen de la frecuencia, no se sobreponen unos con otros siempre y cuando la frecuencia sea
lo suficientemente grande. Debido a que cada espectro y su conjugado contienen la misma
informacion de fase, se seleccionan solamente Dy, D,, y Dy, a través de un proceso de filtraje en el
espectro de Fourier. Las separaciones de estos términos son llevadas a cabo por un filtro pasa-
banda, y posteriormente aplicdndoles la transformada inversa de Fourier. Las fases son obtenidas

con el arctg de la parte imaginaria sobre la parte real. De este modo, se tienen las siguientes tres

fases.
D* = [cx + ¢ lmoa 2n = arctg{Im[Dy(u — f,v)]/Re[Dx(u — f,v)]}, (4.143)
DY = [cy + ¢V lmoda 2n = arctg{Im[Dy(u,v — f)]/Re[Dy,(w,v — )]}, (4.14b)
1Y = [ny + @™ moda 2n = arctg{lm[ny(u -f-Lv- f)]/Re[ny(u -f- (4.14c¢)
Lv-Hlk

Por lo tanto lo siguiente se cumple.
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sin(@¥Y —@* oY) (4.15)
cos(@XY—pX—pY)|’

®Y = arctg [
Aplicando la ecuacidn 4.10 a lo anterior se puede decir que consiste de un solo periodo y debido a
la funcién arctg, esta dentro del rango de 0 aZ2m. La finalidad es obtener @, la funcidn
desenvuelta de @Y. Si el objeto bajo estudio no es muy alto se puede obtener directamente @ ya
gue en ese caso particular serd igual a @v, sin necesidad de emplear algun tipo de algoritmo de

desenvolvimiento, sin embargo con poco detalle. De cualquier otra manera, serd necesario

efectuar el desenvolvimiento, y para cualquier caso se cumple la siguiente relacién.

D= (cxy —Cx —Cy) + (9 — ¥ —9¥) . (4.16)

Usando la ecuacién 4.10 en la ecuacién anterior, se tiene

@(x,y) = 2nx + pFl(x,y). (4.17)
Donde @f? = ¢*Y — p* — @Y representa la fase equivalente de las diferencias de fase. Entonces
lo que se ha obtenido es la fase @(x,y) de la proyecciéon de una franja vertical con un solo
periodo. Sin embargo como se sabe de [4.15], la fase y la altura de la superficie se relacionan, de

la siguiente manera.

¢(x,y) = 2nfh(x,y)/D, (4.18)
donde D, es una constante que depende de las posiciones de la camara respecto del proyector,
h(x,y) es la altura de la superficie y f es la frecuencia portadora de las franjas. Se considera
D =1/d, en donde d es la separacion entre la camara y el proyector yles la distancia del

proyector a la superficie del plano de referencia.

Como la altura de la superficie es calculada a partir de la funcidon de fase, esta depende de la
frecuencia de las franjas proyectadas h(x,y) = Do(x,y)/2nf, lo deseable es que la frecuencia

sea lo mayor posible para obtener una mayor resolucién. En este caso, la fase @* calculada con la
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ecuacién 4.14a fue obtenida con una frecuencia portadora f; por lo tanto, en principio, es f veces
mas sensible que la fase @ obtenida con la ecuacién 4.17. Ahora se describe el procedimiento para

obtener @* dado @, o bien, desenvolver ®* a partirde @ .

De las ecuaciones 4.9, 4.11, y 4.17, se puede ver que multiplicando @(x, y) por f, proporciona un
valor aproximado de la fase desenvuelta ®*(x,y). De otro modo el orden de franja N(x,y)

relaciona la fase envuelta @*(x, y), y la fase desenvuelta @ (x,y) con la ecuacion.

N(x,y) = [fo(x,y) —@*(x,y)]/2m . (4.19)

Por lo tanto, se puede desenvolver @(x, y) usando la ecuacion.

OF(x,y) = ®*(x,y) — 2nN(x,y), (4.20)
en donde @ (x,y), es la fase desenvuelta de @*(x,y). También se pueden obtener los érdenes

de las franjas de ®*(x, y) de la siguiente manera:

No(x,y) = [f2nx — &*(x, y)]/2m. (4.21)

Y es posible obtener otra estimacion para la fase desenvuelta de ®*(x, y) dada por

ou(x,y) = ®*(x,y) — 21Ny (x, y). (4.22)
Con la restriccion de que saltos en la fase mayores a 2w no se pueden obtener a través de
@F,(x,y). No(x,y) y N(x,y) son funciones importantes que se usaran mas adelante para eliminar

algun error no deseado.

Un aspecto importante es el rango dindmico maximo con el que se puede trabajar. En la referencia
4.15, se muestra que para un solo patrén senoidal de frecuencia f y una frecuencia maxima f;,

(background), la siguiente condicidn se cumple (solamente dos espectros interacttan).

62 < 2y - 1. (423
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Sin embargo en este caso, se tendran interacciones entre cuatro espectros A(0,0), D, (u — f,v),
Dy(u,v = )y Dyy(u— f —m,v — f). Como la separacién de los centros de esos espectros, es
mayor o igual a f, la frecuencia de corte de cada espectro debe de ser mayor o igual a f /2. Por lo
tanto, de la definicién de las frecuencias locales en las direcciones x y y se tiene, 2nf, (x,y) =

dp(x,y)/0xy 2nf,(x,y) = d¢(x,y)/0y , por lo que las nuevas condiciones del algoritmo son:
[#522] < 2 (f - ), (4.242)
20 (x,y) f 4.24b
[ < 2. (.240)
Dado que en general, f, < f/2 se pueden simplificar las condiciones anteriores para tener,
dp(x,y) f 9p(x,y) f A4.24c¢
2250 <ony oy |—ay | <2ny. (4.24¢)

La pendiente maxima medible sin ambigliedades puede estimarse utilizando las ecuaciones 4.18,

4.24a, y 4.24c, derivando la ecuacion 4.18 y sustituyendo las dos ecuaciones previas se tiene:

Oh(xy) 4.25a
| ax | <Db/z, ( )
dh(x.y) 4.25b
| = | <Dps2 (4.25b)

Lo que indica una reduccién de casi la mitad de la pendiente tolerable de la superficie bajo estudio
respecto al método de una frecuencia [4.15], y una restriccidn adicional a la derivada de la altura
en la direccién y. Las ecuaciones 4.25a y 4.25b, son importantes puesto que ayudan a estimar el
rango maximo de mediciones con un arreglo dado o para modificar los parametros de D, (I y d),

para realizar la medicidn de una superficie sin sobre modulacion.

Cuando multiples patrones de franjas se sobreponen en una imagen en escala de grises, el rango
de intensidad para. Inicialmente cada patrén de franjas es pequeno, esto afectara en gran medida

la informaciéon de fase recuperada. Para revisar el comportamiento del algoritmo bajo
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restricciones anadidas por las imdgenes en escala de grises, y para analizar la distancia maxima

medible sin ambigliedad, se realiza la siguiente simulacion.

Se generan los patrones de franjas con la ecuacidn 4.8 y la siguiente ecuacidn, la cual corresponde

al método tradicional de una frecuencia.

io(x,y) = g[l + cos(2rfx)]. (4.26)
En ambas ecuaciones se utiliza G = 255, lo cual lleva a la ecuacidn 4.8 consta de la suma de tres
términos con niveles de gris que van de 0 a 85, por lo que se cubre el rango de 0 a 255. Para que
la simulacion se apegue al experimento, la frecuencia de las franjas se define como 20. Bajo estas
circunstancias, la simulacién consiste en la proyeccién de las franjas sobre un elemento plano con
h(x,y) = 0. El proceso para recuperar la fase utilizando una sola frecuencia es similar al que se
describié anteriormente, esto esiy(x,y), es transformada por Fourier para obtener los tres
espectros centrados en las frecuencias (0,0), (f,0)y (0,—f). Mediante un filtrado pasa baja del
espectro centrado en (f,0), y calculando el inverso de su transformada de Fourier, la fase es
obtenida nuevamente con la funcidn arctg de la parte imaginaria sobre la parte real. El proceso

de desenvolvimiento se lleva a cabo utilizando las ecuaciones 4.21y 4.22.

Después de recuperar las fases de las franjas dadas por las ecuaciones 4.8 y 4.26, se substrae la
portadora conocida (continua) 2mfx para las dos métodos y después de calcular la desviacion
estandar y la desviacion de pico a pico, los resultados son practicamente los mismos. PV=0.0035
rad, std = 3 X 10~ *rad, para el método de una frecuencia y PV = 0.00300 y std = 2.5 X
10~*rad para el patrén compuesto. Con estos resultados se puede concluir que la restriccién del
rango en los niveles de gris cuando se forma la superposicion de los tres patrones, no afecta

significativamente la exactitud del este método con respecto del método de una sola frecuencia.
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4.2.1 Resultados experimentales.

Para llevar a cabo el experimento, se ha usado nuevamente el sistema mostrado en la figura 4.3.
Las franjas proyectadas son calculadas con la ecuacion 4.8, para f = 20y G = 255. Para analizar
los resultados se usan varios objetos. En el primer caso, el objeto se compone de dos superficies
planas separadas por una distancia axial de 300mm, lo cual provoca que exista un cambio de una
franja entre los dos planos. La siguiente figura muestra el patron de franjas proyectado en el
primer objeto. Calculando la FFT de la figura 4.8a se obtiene el espectro mostrado en la figura
4.8b. Los picos de frecuencia pueden ser apreciados en los ejes coordenados y a 45°

aproximadamente.

Figura 4.8. Franjas experimentales, a) Patrén compuesto. b) espectro de la FFT de a).

Multiplicando el resultado de la FFT con un filtro Blackmann de radio =20, (el valor de f), centrado
en las coordenadas de frecuencias (0,20),(21,0)y (21,20), y calculando la FFT inversa, se
obtienen tres fases dadas por las ecuaciones 4.14a, 4.14b, 4.14c, y se muestran en la figura 4.9 (a-
c). Por lo tanto usando la ecuacion 4.15, se obtienen la diferencia de fase @Y = @, figura 4.9d, sin
ningun proceso de desenvolvimiento, y usando esta fase @, se ha calculado con la ecuacién 4.19,

el orden de las franjas N(x,y) de la fase ®*. Se puede apreciar en la figura 4.9a que
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aparentemente se tienen franjas continuas sugiriendo que no existe diferencia de profundidad

entre un plano y otro.

Figura 4.9.- Componentes de la fase envuelta obtenidas a través del filtraje de Fourier. a)

Horizontal, b)Vertical, c)inclinada y d) Diferencia desenvuelta.

Como N(x,y) debe de ser un entero, se redondea la ecuacién 4.19, a su entero mas cercano. El
resultado es mostrado en la figura 4.10a, en donde el orden N = 0, ha sido resaltado en la figura
4.10b, para mostrar el cambio existente entre el escaldn que se estd analizando. Se puede

apreciar que este cambio es alrededor de un orden de franja, lo que indica un cambio de 2.

En la figura 4.10a, se aprecian varios ordenes falsos causados por el proceso de filtrado, sobre
todo en los bordes del objeto. Con el escalamiento de @(x,y), de la ecuacién 4.19, también se
escalan las inexactitudes introducidas por el filtrado de Fourier, generando la aparicién de estos
ordenes falsos, los cuales pueden afectar el proceso. A primera vista, esto aparenta ser una gran
limitacion a este procedimiento, ya que se requiere del uso de procesamiento digital de imagenes

para detectar dreas validas del objeto. Afortunadamente, usando la diferencia entre drdenes de
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franjas N(x,y) y Ny(x,y) calculadas con las ecuaciones 4.19 y 4.21 respectivamente, se puede

obtener una solucion.

NP (x,y) = N(x,y) — No(x, ). (4.27)
NP (x,y) representa las dreas en donde las diferencias entre f®(x,y) y @*(x,y) son mayores a
2m. En areas donde el objeto es continuo se tienen valores de N?(x,y) = 0, pero en las dreas en
donde existen discontinuidades se puede tener N°(x,y) = 10 — 1, o incluso otro, dependiendo
del nimero de brincos de 27. En este caso se han escogido sdélo los valores de 0y 1, mostrados en
la figura 4.10c. Con esta informacion, se puede desenvolver la figura 4.9a correctamente,

despreciando las areas invalidas mostradas en negro en la figura 4.10c.

(c)

Figura 4.10.- Imagenes utilizadas para desenvolver @*. a) Ordenes de las franjas. b) El orden cero

obtenido de a). c) Mascara de calidad N°.

La figura 4.11, representa la fase desenvuelta sin el término de la portadora. El brinco del objeto
es evidente. El costo de usar el procedimiento de la ecuacion 4.27, es que alguna informacion del
objeto puede perderse en ubicaciones en donde los drdenes falsos de las franjas aparecen, tal y

como se aprecia en la figura 4.11.
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Es conveniente mencionar que en este caso la correccién de la gamma debe de ser compensada.
De cualquier otro modo, el proceso de escalamiento puede ser afectado seriamente, produciendo,
de esta manera, que se tengan ordenes falsos; también errores de calculos en gamma pueden
prevenir el uso de la proyeccidon de franjas de alta frecuencia. Por lo que antes de realizar el
proceso de adquisicién de la imagen, se obtiene la curva de no linealidad del proyector, a través

del procedimiento mostrado en el capitulo anterior, para evitar esos errores adicionales.

o

hase step (rad)
h o »

8P
835

e 700
600 500 ]
400

Pixels X 200 200~

Figura 4.11.- Fase desenvuelta de la figura 4.8.

Como segundo objeto de prueba se coloca un tubo de PVC, con un didmetro de 11 cm.
Evidentemente es una superficie suave, con suficiente altura para provocar un cambio de al menos
un periodo (brinco de 2m). Después de aplicar el procedimiento explicado con anterioridad, se
obtiene la siguiente figura, en donde se aprecia a) el patron de franjas proyectado sobre el cilindro
de PVC, b) la fase envuelta vertical, c) La diferencia de fase sin desenvolver y d) el orden de las
franjas. Para estimar la exactitud del método, se usa la fase desenvuelta @; (x, y) para calcular la

altura del objeto y su didmetro exterior. La altura h(x,y) se calcula con la ecuacién 4.18,

h(x,y) = %, conl =191.5cm,d = 37cm,j—c = 1.625cm, el valor del periodop = ]lcen la
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superficie es estimado simplemente dividiendo la longitud de la superficie iluminada entre el

numero de franjas proyectadas.

(a) )

T

™
™
A
A
A

.

Figura 4.12.- Imagenes para el segundo objeto. a) Patron compuesto proyectado en el cilindro. b)

Fase envuelta vertical. c) Diferencia equivalente de fase. d) Orden de las franjas.

Para apreciar la diferencia con la fase obtenida cuando solamente se utiliza un solo patrén vertical,
también se ha desenvuelto la figura 4.12b, con las ecuaciones 4.21y 4.22 para obtener @, (x, y)y
calcular hy(x,y). En las figuras 4.13 y 4.14, se muestran las alturas del objeto bajo estudio, con el
caso de solamente una frecuencia y del patrén compuesto. La diferencia de estos dos se muestra
en la figura 4.15. Se puede apreciar que la diferencia consiste principalmente de un valor
constante, la figura 4.17, muestra el perfil de la figura 4.14 en linea continua y 4.15 en linea
punteada, en donde se ve que ambos métodos generan los mismos valores en la parte central del
tubo pero con el método de tres frecuencias se detecta el brinco de ciclo, mientras que no lo hace

el de una sola frecuencia.
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Figura 4.13.- Altura de la fase recuperada @ (x, y) usando la figura 4.12.

Height {cm)

Y (cm) ' X (cm)

Figura 4.14.- Altura de la fase recuperada @, (x, y), para el método tradicional de un patrén.
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Figura 4.15.- Diferencia de altura entre las figuras 4.13 y 4.14.

Ajustando una circunferencia con los datos medidos (figura 4.16), se calcula un diametro de 11.17
cm, lo que proporciona un error de aproximadamente 1.6%. Este error es el mismo para los dos

métodos, debido a que los dos proporcionan los mismos resultados usados para ajustar la curva.

— 3 freq
—==1 freq :
10| —-—-- Cilinder |- : e .
1/ 3 ’ \\,\h
o !
i : \
— BF } TN TR S P -
5 [ : |
5. | : /
- .
: v
2,.. ‘ . ¢ -
b o S
~ : -
'-‘H'--.. E ‘_:__' -~
2 1 1 1 A 1 1 1 1
] £ 4 2 0 2 4 B 8
X (cm)

Figura 4.16. Perfiles transversales de altura para la figura 4.13 (continua) y figura 4.14 (punteada).

El circulo describe al perfil calculado del tubo de PVC.
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El didmetro del circulo deberia coincidir con la maxima altura estimada, sin embargo existen
variaciones. La maxima altura fue calculada en 10.65 lo que genera un error de 3%. La exactitud
puede ser mejorada si se lleva a cabo una correccion de la no linealidad mas precisa,
incrementado la cantidad de franjas o bien, tomar en cuenta el pardmetro de la iluminacién
divergente, y realizando una calibracidn exhaustiva del sistema camara-proyector. El rango

maximo de medicién con esta configuracidn puede ser estimado a partir de las ecuaciones 4.25ay
. D ‘s . . .
4.25b, debido a que - = 2.58, las méaximas pendientes de h(x, y) sobre las direcciones x y y son

1.2 radianes.

12 - - T - T
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Figura 4.17.- Perfiles longitudinales de la figura 4.13 (continua) y figura 4.14 (punteada).

En general se demuestra que la aplicabilidad del método depende de un proceso de calibracién del
sistema de proyeccion de luz estructurada (cadmara y proyector), y con el correcto
desenvolvimiento de la fase equivalente. La determinaciéon de la frecuencia proyectada f es

importante ya que es usada para escalar la fase y calcular el orden de las franjas N(x,y); sin
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embargo, serd el mismo valor que la frecuencia proyectada (conocida), cuando se tienen una
seleccion adecuada del drea de proyeccién. También es importante sefialar que algunas
inexactitudes se presentan en los bordes de la superficie mostradas en la figura 4.12c, que se
propagan a la figura 4.13. Estos errores se deben a las técnicas de filtrado de Fourier, sobre todo
en los bordes del objeto. Para obtener mejores resultados incrementando la cantidad de franjas

proyectadas, se implementa el método descrito en la siguiente seccion.

4.3 Perfilometria utilizando particiones de fase.

Como se menciona anteriormente existen varios métodos para adquirir la informacién de fase en
donde se trata de tener la menor cantidad de imagenes posibles, se tiene por ejemplo la
modulacién en amplitud en donde se determina la frecuencia unitaria [4.16]. El método de
frecuencias seleccionadas que requieren dos patrones de franjas y una tabla de busqueda para
calcular los 6rdenes de las franjas [4.17], otros métodos que utilizan la codificacion en cédigo gray
en amplitud [4.18, 4.19], o en fase [4.20]; el método que proyecta una escalera para detectar los
ordenes de franjas [4.21]. Para evitar el uso de multiples imagenes se tienen las referencias [4.22 -
4.24] las cuales trabajan a base de imagenes de color, teniendo que lidiar con el crosstalk entre los
distintos canales, provocando que el contraste de las franjas se reduzca notoriamente cuando la
imagen se proyecta en colores complementarios. El fundamento de esta seccion es incrementar la

resolucidon del trabajo presentado en [4.25].

Este nuevo método se puede explicar a través de los siguientes pasos: La proyeccion de una sola
imagen la cual esta compuesta por cuatro patrones de franjas, una vez capturada, se analiza por
métodos de Fourier para calcular las fases individuales correspondiendo a cada frecuencia.
Adicionalmente se calcula una fase unitaria para con estas fases crear los cddigos para

desenvolver la fase de alta frecuencia.
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4.3.1. Construccion del patron de franjas compuesto.

El patrén compuesto para ser proyectado se describe con la ecuacion 4.28, en donde f; y f, son
las frecuencias portadoras de mediana y alta frecuencia, G es una constante que representa el
valor de amplitud para obtener el maximo nivel de gris (G = 255 para imagenes de ocho bits sin
signo), (x,y) son las coordenadas de los pixeles, ademas que i(x,y) es la imagen calculada con

sus niveles de gris en el rango de [0,G].
i(x,y) = %{4 + cos(2nfix) + cos(2mf,x) + cos(2nf,y) + cos[2n(f, + Vx + 2nf,y]} (4-28)

Como se describe en el proceso anterior (seccién 4.2) los términos del patron compuesto se

pueden describir nuevamente por:

cx(y) =2nfox o,(x,y) =2nfy; oy (x,y) = 21(f; + Dx + 21fyy; (4.29)

Y la siguiente relaciéon se mantiene

Cxy (X, Y) — cx(x,y) — ¢y (x,¥) = 2mfx. (4.30)

Aqui f = 1. Por lo tanto, se tiene que su coseno corresponde a una franja con periodo unitario. Si

se define el operador “envuelto” W] ] como:

inlg(xy)]
WigGy)] = atan2(Z (520 + (431

en donde atan2 es la funcidn trigonométrica tangente expandida al intervalo de [—m, 7], la

expresion de la ecuacion 4.30 sigue siendo valida bajo la aplicacién del operador envuelto.

Wicxy (2, y) = cx(x,¥) = ¢y (x,¥)] = W[2mx]. (4.32)
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Esta ecuacién como se menciona anteriormente es la base del procedimiento de la seccién

anterior, y se demuestra que

W W [cxy(x,y)] = Wlcx(x, y)] = Wey (x,9)]] = W[2mx]. (4.33)

Con esto se puede encontrar una fase desenvuelta que consta de un periodo al que se describe
como ¢;(x,y). Siguiendo el procedimiento basico mostrado en la seccién anterior se pueden
encontrar las fases de mediana frecuencia ¢,,(x,y), y la fase envuelta de alta frecuencia ¢ (x, ),
en donde dos fases de baja frecuencia determinan los drdenes de la fase de alta frecuencia, lo que

simplifica su desenvolvimiento.

Para propdsitos demostrativos, se simula lo descrito anteriormente para 49 franjas en la fase de
alta frecuencia. La figura 4.18a muestra el patrén compuesto, generado a partir de la ecuacion

4.28, y la figura 4.18b muestra su espectro de Fourier.
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Fig. 4.18. a) Patrdn de franjas compuesto para alta frecuencia (49 franjas) b) Espectro de Fourier

de a).
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Empleando las ecuaciones descritas con anterioridad se calculan las fases para alta, mediana y

baja frecuencia, las cuales se muestran en la figura 4.19 respectivamente.

I

200 400 800 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

500
1000
1500

2000 L L
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

500 o
1000 =T -]
1500 -
2000

1 1 1
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Fig. 4.19. a) Fase envuelta para el patrdn de alta frecuencia (49 periodos). b) Fase envuelta para el
patrén de mediana frecuencia (7 periodos). c) Fase desenvuelta calculada para una sola franja.

La fase envuelta de las frecuencias baja y media @;(x,y) v @n(x,¥y), respectivamente, son
utilizadas para obtener los 6rdenes de cada periodo del patrén de alta frecuencia por la propiedad
de que el rango de las fases siempre estd en el rango de [—m,7]. Para obtener los érdenes, es
necesario verificar los valores de fase y aplicar umbrales dados por 2m/N, en donde N, es el
numero de cédigos para cada ciclo. Los cédigos u érdenes pueden ser calculados con la
informacién presente en la siguiente tabla. En el caso analizado, se tienen los mismos siete
umbrales en los dos casos tanto para la fase de baja frecuencia, como en la de mediana
frecuencia. Para la baja frecuencia existen siete valores en la fase de un periodo " (x,y), y el
mismo proceso se repite en la fase de mediana frecuencia creando nuevamente siete niveles
@ (x,y), con la particularidad de que los niveles se repiten en cada ciclo. Para obtener el orden

se utiliza la tabla 4.1.
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Codeward 0 1| 2| 3| 4| 53| o 7| & 9| 10| 11) 12| 13| 14| 15| 16| 17| ... | 44| 45| 46[47( 43
Th1 0] 0 0 0f of of of 1f 1f 1 1 1) 1} 1} 2| 2| 2| 2|.. 6] 6] 6] B B
Th2 of 1) 2| 3| 4] 5 e 0 1| 2| 3| 4] 5 6| 0 1] 2| 3|.. 2] 3| 4] 5

Tabla 4.1. Generacidn de los érdenes a través de los valores umbralizados de las fases de bajay

mediana frecuencia.

Se puede apreciar claramente en la figura 4.20, que los niveles obtenidos @ (x,y) y @i (x,y)

estdn alineados salvo en algunos casos debido a redondeos. Sin embargo, de manera general se

provee una sola combinacion posible entre los dos valores, con lo cual se generan m X n érdenes

para el proceso del desenvolvimiento de la fase de alta frecuencia, en donde m representa los

niveles de los umbrales en la fase de baja frecuencia y n representa los niveles en el caso de la

mediana frecuencia. Como se tomam = 7,n = 7 se tienen los 49 ordenes, mostrados en la figura

4.20.
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Fig. 4.20. a) Umbrales obtenidos para la fase de baja frecuencia (linea continua) y mediana

frecuencia (linea punteada) b) Ordenes generados.

Después de calcular los 6rdenes para cada franja, la fase desenvuelta se determina utilizando la

siguiente ecuacién, en donde @ (x, y) es la fase desenvuelta, @ (x, y) es la fase de alta frecuencia,

y N(x,y) es el orden de las franjas:
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D(x,y) = pp(x,y) + 25 N(x,y). (4.34)

Analizando la figura 4.20 se puede apreciar que se presentan valores erroneos en los cambios de
orden, causando por consiguiente que la fase calculada a través de la ecuacidn 4.34 presente
valores equivocados. Este problema ha sido estudiado recientemente y solucionado para el
desenvolvimiento de fase en ese caso utilizando codificacién gray[4.18]. Este método puede ser
facilmente aplicado para resolver el problema expuesto. Aplicando ese proceso los errores son
evitados, y el resultado final para la fase desenvuelta después de la correccién se muestra en la

figura 4.21.

200 B
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800 .

1000 B =

1200 -
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2000

| | |
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Fig. 4.21. Fase desenvuelta obtenida con el método propuesto.

4.3.2. Resultados experimentales

Para llevar a cabo los experimentos, se ha usado el armado esquematizado en la figura 4.22. Esun
sistema de proyeccién tipico, el cual consta de un proyector digital Optoma modelo PK-301,
manejado por una computadora y una camara pixelink modelo PL-E301. El angulo formado entre
el proyector y la cdmara fue colocado en 0.1 rad, y la distancia del proyector al objeto fue de 1800

mm. Las franjas proyectadas se calcularon a partir de la ecuacién 4.28, con f; = 20, f, =80y
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G = 255. El primer objeto analizado es un tubo de PVC, de 11 cm de didmetro exterior, el cual

genera varios cambios de fase mayores a 21.

Fig. 4.22. Esquema del armado experimental

La figura 4.23a, muestra el patrén compuesto generado proyectado en el primer objeto de prueba,

y en la figura 4.23b, su espectro de Fouirer.

a

200
400 |
600 |
800

pixels

1000 E | _£5- - T -
200 400 600 800 1000 1200

pixels

magnitude T~

‘300

pixels

Figura 4.23. a) Patron compuesto proyectado sobre el tubo de PVC. b) Espectro de Fourier de a).
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Aplicando el proceso descrito se obtienen las tres fases, las cuales corresponden a la baja,
mediana (20 periodos) y alta frecuencia (80 periodos). Los resultados se muestran en la siguiente

imagen.

200 400 600 800 1000 1200

Fig. 4.24. Las fases envueltas obtenidas a través del filtrado del espectro de Fourier de la figura
4.23. a) Para la alta frecuencia (80 periodos). b) para la mediana frecuencia (20 periodos). c) Para
la baja frecuencia (solamente un periodo).

Las figuras 4.25a y 4.25b son utilizadas para calcular los 6rdenes de las franjas en donde para la
franja de un solo periodo se utilizan 20 umbrales y en el caso de la de mediana frecuencia se
emplean cuatro umbrales los cuales se repiten en cada ciclo. El resultado es mostrado en la figura
4.26. El rengldn 200 se resalta en la imagen y se grafica su perfil para evaluar el comportamiento
de los 6rdenes, en donde se aprecian errores en el borde de la imagen debido a errores en el
calculo de la fase de una sola frecuencia debido a la no linealidad del sistema, el cual va mas alla

de este método.
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Figura 4.25. a) perfil de la fila 200 de N(x, y). b) Ordenes de las franjas N(x,y).

Una vez que la fase desenvuelta es calculada se puede transformar facilmente a informacién en

3D, utilizando la siguiente ecuacion.

h(x,y) = @ (4.35)
en donde @, es la fase desenvuelta para un plano, o simplemente una rampa de niveles
conteniendo el valor minimo 0 y como maximo valor 2rf, siendo fel nimero de franjas del patrén
de alta frecuencia, @(x, y)es la fase calculada para el objeto analizado y c una constante dada por

el armado experimental. La informacidn en 3D para el tubo de PVC es mostrado en la siguiente

figura.
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3D data

Fig. 4.26. Reconstruccion tridimensional del tubo de PVC.

Para verificar la validez del método propuesto cuando se analizan objetos con discontinuidades y
formas complejas, se llevaron a cabo dos experimentos con objetos diferentes. El primero
consistid de dos botellas aisladas especialmente, las cuales tienen diferentes formas y tamanos
respecto al plano de referencia. El segundo objeto analizado es un maniqui. Para analizar la
pérdida de informacién debido a los procesos de Fourier, se recalcula lo anterior utilizando
métodos de corrimiento de fase, lo cual implica obviamente el incremento en el nimero de
imagenes utilizadas, cuatro para cada fase, por lo que se requieren 12 imagenes cuando se emplea
el método de los cuatro pasos, el cual como es bien sabido tiene inmunidad a la no linealidad del
sistema de proyeccién, y los errores debidos esta causa no influyen en gran medida en la fase

calculada. Las imagenes proyectadas estdn dadas por las siguientes cuatro ecuaciones.

I;(x,y) = A+ Bsin(2rfx + 0), (4.36)
L(x,y) = A+ Bsin(2nfx + n/2), (4.37)
I3(x,y) = A+ Bsin(2nfx + ), (4.38)
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I,(x,y) = A+ Bsin(2nfx + 3m/2). (4.39)
La fase envuelta esta dada por:

Iy—1
@y (x,y) = atan2 (ﬁ), (4.40)

donde ¢, representa las fases envueltas para la baja, mediana y alta frecuencia, para los tres
casos. Una vez que se obtienen las fases envueltas, se le aplica el mismo procedimiento
desarrollado para la técnica de Fourier. Los resultados se analizan utilizando los dos
procedimientos con el fin de realizar la comparacion entre ellos y efectuar el analisis de error. En
la figura 4.27 se aprecian los resultados para el procedimiento de “phase shifting” y técnica
tradicional de Fourier. En el primer caso se aprecia la correcta reconstruccion de los objetos con la
desventaja de requerir 12 imagenes. En el caso del método de Fourier, se tiene un buen detalle en
la superficie reconstruida, sin embargo, no se incluyen los brincos en la fase lo que produce

mediciones errdneas.
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Figura 4.27. Resultados para los métodos de phase shifting (a y b). Resultados para el método de
Fourier tradicional (cy d).
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En la figura 4.28 se aprecia inicialmente el patrén del método propuesto proyectado sobre los

objetos de prueba, y los resultados para la fase desenvuelta en donde se aprecian areas de

discontinuidad generadas por efectos de la no linealidad del sistema camara-proyector. Estos

tienen un brinco de 2, los cuales se corrigen tomando en cuenta el valor entero mas cercano de

[ (x,y)—2mx—* (x,)]

21
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88888
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Figura 4.28. Experimentos con objetos aislados y complejos. El patrdn compuesto proyectado en

el objeto 1 a) y el objeto 2 c), la fase envuelta para el objeto 1 b) y para el objeto 2 d).

Una vez que se corrigen las fases desenvueltas se convierten a informacidn tridimensional, a partir

de la ecuacién 4.35. En la siguiente figura se aprecian los resultados.
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Fig. 4.29. Resultados utilizando el método propuesto: a) Para los botes, b) Para el maniqui.

4.3.3. Andlisis numérico de resultados.

El tamafio de las ventanas utilizando el filtro Blackmann en el método tradicional de Fourier y el
método propuesto se determinaron empiricamente para obtener la mejor calidad en Ia
reconstruccion incrementando su tamafio, de manera que para cada filtro, éste no incluyera
frecuencias del espectro contiguo, quedando en 80 y 45 pixeles respectivamente. La diferencia en
el tamafio de las ventanas explica una calidad de detalle mayor en el Fourier tradicional y el
suavizado en los resultados del método propuesto. Adicionalmente en la figura 4.30 se muestran

perfiles de los botes para los dos métodos.
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Fig. 4.30. Perfiles de los botes en la direccion x a) y en la direccidn y b), c) acercamiento de la
ventana resaltada en b).

Un analisis numérico de los datos resaltados en la figura anterior muestra que las desviaciones
pico-valle obtenidas con el patron compuesto y el método tradicional de Fourier comparadas con
el método de “phase shifting” fueron de 0.6 mm y 0.7 mm respectivamente. Las desviaciones
estandar de sus diferencias es de 0.27 mm y 0.19 mm respectivamente. Debido a que la altura
promedio del objeto fue de 110 mm se estiman los errores PV alrededor del 1%. Con esto se
puede decir que la aplicabilidad del método propuesto es influenciada por una buena calibracidn

de las no linealidades en el sistema de luz estructurada.

La pérdida de informacion es minimizada cuando se incrementa el nimero de franjas. Con este
método se pueden incrementar el nimero de franjas con respecto al método propuesto en la
seccion anterior en donde se tienen hasta 20 franjas, particularmente el nimero de franjas es

restringido por la resolucién del proyector que fue de 80, aunque con el uso de otro proyector se

puede incrementar.
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5.1. Conclusiones y trabajo futuro

Esta investigacidon se desarrolld en varias etapas: en la primera parte se hizo el andlisis de los
algoritmos de localizacidn de robots mdviles, resolviendo aspectos de dificultad considerable, ya
gue para su implementacion fue necesario contar con plataformas adecuadas de desarrollo. Al no
poseer un robot que se adecuara a nuestras caracteristicas se tuvieron que desarrollar sistemas
completos, desde la plataforma, los controles electrénicos, interfaces de comunicacién para la
adquisicion de datos, incluso, la fabricacién de los sensores que pudieran ayudar a realizar las
funciones del robot. Como se describe en el capitulo Il, el robot utilizado fue enteramente
desarrollado en este proyecto. Una vez que se contd con la plataforma adecuada para la
resolucidn del problema de localizacién se pudo implementar satisfactoriamente la localizacién del
sistema en un entorno conocido para posteriormente llevar a cabo el mapeo del entorno pero con

una plataforma diferente.

Debido a la complejidad de la localizacion y el mapeo simultaneo utilizando el robot, se hizo
imposible continuar trabajando con la plataforma desarrollada debido a la carencia de los
sensores requeridos, por lo que se buscd una institucion en donde se pudiera tener una
colaboracidn, encontrando en el Centro de Investigaciones en Matematicas, no solo la plataforma
Pioneer 3-AT, sino ademas, el conocimiento y las asesorias necesarias para llevar a cabo estos
algoritmos probabilisticos. De esta manera llegamos a realizar el mapeo correctamente utilizando
la técnica de grid mapping del laboratorio de robdtica tal y como se muestra en los resultados

correspondientes a ese capitulo.

El principal objetivo de este trabajo es incluir sistemas de vision a través de luz estructurada con el
propdsito de obtener mayor precisién y exactitud tanto en la localizacién como en el mapeo del
robot, o bien realizar mediciones de algin objeto “in situ”, lo que implica mover el sistema de

adquisicion de informacion en 3D a través del entorno que rodea el objeto. Estudiando este tipo
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de sistemas se llegd a la conclusidn de utilizar la menor cantidad de imdgenes posibles para
adquirir la informacién en tres dimensiones. En el aspecto practico, el principal factor a corregir es
la no linealidad del proyector, ya que estos dispositivos estdn disefiados para tener un contraste
especifico para las caracteristicas normales de operacidon tales como: exhibir presentaciones,
peliculas, imagenes, entre otros. Esta cualidad del proyector distorsiona los patrones senoidales
empleados en las técnicas de proyeccion de luz estructurada creando errores en la fase y por lo
tanto en la recuperacion de la forma del objeto analizado. En el capitulo Ill, se exponen los
trabajos desarrollados para realizar la correccidon de este parametro conocido como gamma, en
donde se desarrollan y aplican nuevos métodos de correccion. Finalmente en el capitulo 1V, se
pone especial atencidn a desarrollar métodos propios de adquisicion del entorno en 3D a partir de
una sola imagen utilizando métodos de Fourier logrando resultados prometedores, ya que como
primer resultado se tiene una resolucién del sistema correspondiente a 20 franjas. Se continud
trabajando con la finalidad de mejorar el método, incrementando el nimero de franjas
proyectadas, finalmente, se logrd a través de una modificacién, trabajar hasta con 80 franjas con

el sistema utilizado, logrando la mejora en la calidad de los resultados obtenidos.

La aportacién al estado del arte de este trabajo radica en el logro de obtener la reconstruccion
tridimensional de objetos complejos, y/o con discontinuidades, mediante el desarrollo de dos
métodos novedosos con proyeccion de luz estructurada usando Unicamente la proyeccién de una
imagen. En el caso del método “One shot profilometry with a composite pattern” [6.1],
proyectamos un patron compuesto por tres franjas con diferentes orientaciones, las cuales
utilizamos para calcular la fase equivalente correspondiente a una franja. Esta fase unitaria se
empled como funcién intermedia para demodular franjas con frecuencia moderada y reconstruir
la topografia del objeto bajo estudio; sin embargo, la resolucién moderada alcanzada por este

método lo hace aplicable Unicamente en objetos que no presentaran muchos cambios en la altura.
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Nuestro segundo método, expuesto en el articulo “One shot profilometry using phase partitions”
[6.2], se tiene una mayor resolucién debido a que se pueden utilizar frecuencias altas. Esto
permite recuperar una mayor cantidad de informacién frecuencial en la superficie del objeto, no
importando si existen discontinuidades o si hay cambios considerables en su topologia. Estas
propuestas representan un avance respecto de otros métodos en donde para tener una gran
resolucidn se necesitan de varias imagenes, o bien utilizando una imagen no se pueden detectar
correctamente objetos separados u objetos cuya altura sobrepase un periodo de la franjas

proyectadas.

Como trabajo futuro estamos tratando de mejorar las técnicas que desarrollamos mediante su
fusién con algunos métodos existentes en donde se tienen hasta el momento resultados
prometedores. Ademads, se estd incluyendo la informacidn del color de los objetos a la
reconstruccion tridimensional, con lo que se tendremos practicamente una cdmara RGB-D.
Creemos que con los resultados obtenidos hasta el momento mejoraremos significativamente los

resultados de sensores comerciales como el sensor Kinect de Microsoft.

Una vez que se tenga la reconstruccion en 3D con la informacién de color a partir de una sola
imagen se realizard la unidn de las tecnologias de los robots mdviles y los métodos de iluminacion
de luz estructurada con el fin de obtener resultados con alta precisién en las mediciones
obtenidas. La principal aplicacién sera la de reconstruir en 3D objetos de grandes dimensiones “in
situ” ,incluyendo la informacidn de color, en donde el sistema de medicidn sea el que efectue el
movimiento, y no como se hace tradicionalmente en donde el objeto es el que se mueve con
respecto al sistema de medicion. Otra aplicacion es la construccion de mapas del entorno como

minas o ruinas arqueoldgicas, con una alta calidad en los detalles, teniendo como limitante la
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pérdida de informacion dependiendo de las caracteristicas de absorcién de los materiales que

compongan el entorno.
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A.1 Propiedades de Gaussianas.

Si se tiene una funcidon de probabilidad Gaussiana en una sola dimensidn o bien univariada, esta se
puede definir solamente con sus valores de media y su desviacién estandar, tal y como se muestra

en la siguiente ecuacion.

p(x)~N(u,a?). (A1.1)

Es decir;

_((x;lzl)

2 (A1.2)

1
p(x) = V2o €
Al proyectar esta distribucién de probabilidad por una funcién mostrada en la ecuaciéon Al.3, se

tendra como resultado la distribucién de probabilidad mostrada en la ecuacion Al.4.

Y =aX +b, (A1.3)
Y~N(au + b,a?a?). (A1.4)

Ahora teniendo dos funciones de probabilidad Gaussianas X; y X,.

X;~N(uq,0d), (A1.5)
X,~N(uy, o). (A1.6)

Se define el producto de las distribuciones de probabilidad como:

o3

1 ) (A1.7)

-2 -2
(25} +O‘2

0.2
PO p() = N~ (G + iz,
Ahora para una funcidn de probabilidad multivariada o bien, en dos dimensiones, la distribucion se

define como:

p(x)~N(u,2), (A1.8)

en donde X ahora es la matriz de covarianza, por lo que p(x), se determina por:
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o 3 WET (). (A1.9)

1
p(x) = V2nz1/2
Al pasar nuevamente una funcién de probabilidad Gaussiana (A1.10) por una funcion del tipo de

Al1.11, se tiene el resultado mostrado en A1.12.

X~N(u ), (A1.10)
Y = AX + B, (A1.11)
Y~N(Au + B,AZAT). (A1.12)

De la misma manera del caso univariable, se puede aplicar el mismo producto de distribuciones en

las multivariadas, definidas como:

X1~N(M1,21), (A113)
XZNN(‘le,Ez), (A114)
dando por resultado
: ~N (22 Z1 1 A1.15
P PXD~N Gty + 5 b2 D) (A1.15)
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the phase and calculate fringe order N(x.y); however, it will be the
same value as the projected frequency (known), providing an
adequate selection of the projection area. Note some inaccuracies
on the borders of the surface shown in Fig. 6(c) that are
propagated to Fig. 7. These are errors due to Fourier filtering
techniques, and their reduction will be the subject of future
research.

4. Conclusions

Summing up, we have successfully proved an alternative method
to perform profilometry with discontinuous objects, using the
projection of only one image. As an additional benefit, we obtained
with only one image the surface profile equivalent to projecting one
fringe period; process that is normally accomplished using phase
shifting techniques or FFT techniques with various images. In spite

¥ (em)

'2 i I 1 1 i ' I
-15 -10 5 0 5 10 15
X{em)

Fig. 11. Longitudinal profiles of Figs. 7 {continuous) and 8 (dotted L.

of the simplicity and powerfulness of our technique, some informa-
tion at the object edges or low modulation zones may be lost due to
the Fourier method analysis.
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[2ax+ ¢ (xy)), the focus will lay on the behavior of this phase one-frequency projection method) are computer-generated:
under gray level changes. To do that, fringe patterns with Eq. (1)
and the following equation (which corresponds to the traditional fn(x.¥)=(G/2){1+ cos(2xf,x)]. (16)

height (mm)
height (mm)

o d
E €
E £
- -
= L
20 oo
v [+7]
P — L

Fig. 12. Experiments with complex and isolated objects (a) and (d) 3D reconstructions using a phase shifting technigue; (b) and (d) the traditional Fourier method
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Fig. 13. Experiments with complex and isolated objects using the proposed composite pattern
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