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“You always learn more from an experiment that
goes wrong than you do from an experiment that
goes right”.

Sir Harold Kroto



Resumen

En este trabajo de tesis se presenta un novedoso diseño experimental para la
eficiente generación de un tipo especial de haces estructurados: haces Bessel-
Gauss vectoriales, así como su respectivo análisis. Se presenta también su uso
como haz de bombeo para el proceso no lineal de Conversión Paramétrica
Espontánea Descendente (SPDC, por sus siglas en inglés) con el objeto de
examinar el espectro angular (EA) del proceso, analizar esta distribución
es importante para la profunda comprensión del proceso. Así mismo, se
introduce el uso de estos haces como parte primordial de una técnica de
cristalografía propuesta recientemente.

Se trabajó con un diodo laser a una longitud de onda de 405nm. El haz de
bombeo con modo gaussiano fue modificado para obtener un modo Bessel
vectorial transversal magnético, tal modo es el resultado de la superposi-
ción de dos haces Bessel de primer orden en un interferómetro Sagnac, uno
con una carga topológica de m = +1 y una polarización circular hacia la
izquierda, y el otro con una carga topológica de m = −1 y una polarización
circular hacia la derecha.

Para modificar el frente de onda se utilizó una lente axicón (con un ángulo
de α = 5◦) que generó un haz Bessel a partir de un haz gaussiano; también
se utilizó una placa generadora de vórtices ópticos, tal placa permite inducir
una carga topológica específica a un haz que incide por la cara frontal, mien-
tras que al incidir el haz por la cara posterior la carga topológica inducida
es igual y opuesta. Para lograr la polarización circular en cada haz, se utilizó
una placa de un cuarto de onda.

Los haces superpuestos se hicieron incidir perpendicularmente sobre la su-
perficie del cristal, en el cual se generó el fenómeno no lineal de SPDC de
tipo I. Utilizando una cámara CCD intensificada (iCCD) se observó la trans-
formada de Fourier del haz conformado por las parejas de fotones, llamada
espectro angular. El EA del proceso se observó para un cristal β-Borato de
Bario(β-BBO) con el eje óptico cortado a 29.2◦.

Se analizó exitosamente el momento angular de los haces generados para
comprobar su carácter vectorial. Se hizo uso de un polarizador lineal para,
al observar el cambio del perfil transversal de intensidades del haz al rotar
el polarizador, distinguir entre un haz escalar y uno TM. Se utilizó una



abertura triangular de 40µm por lado para observar el patrón de difracción
en campo lejano, pues con tal patrón se puede inferir directamente la carga
topológica del haz en cuestión.

En este trabajo se logró la generación de haces Bessel vectoriales (VBBs,
por sus siglas en inglés) de orden cero con una gran eficiencia (alrededor del
37%). Estos haces se utilizaron exitosamente como bombeo en el proceso de
SPDC y se analizó el EA del proceso para un bombeo gaussiano y para uno
Bessel-Gauss. También se encaminó el trabajo hacia el uso de estos VBBs
como herramienta para una nueva técnica cristalográfica.
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1.1. Contexto histórico

El uso de haces estructurados para lograr mejoras en técnicas de medición
o de confinación de partículas se ha vuelto popular en años recientes. En
este caso, se hace uso de un haz estructurado tipo Bessel-Gauss vectorial
(VBB, por sus siglas en inglés) para estudiar el proceso de SPDC y su de-
pendencia con los diferentes parámetros involucrados, así como sus posibles
aplicaciones.

Desde el descubrimiento de los haces Bessel por Durnin reportados en 1987
[1] se les han encontrado a estos y a los haces estructurados en general (haces
Laguerre-Gauss, por ejemplo) un extenso campo de aplicación debido a sus
propiedades de enfocamiento y auto-regeneración. Algunos de los campos de
aplicación son: propagación en medios turbulentos [2] - [7], confinamiento
de partículas [8], microscopía [9], sensado remoto [10] - [12], cristalografía
[13], [14], entre otros. Se ha estudiado la manera en que se generan y sus
características de propagación [15]- [19].

Los haces Bessel son parte de una familia de haces adifraccionales llama-
dos haces Helmholtz-Gauss [20], llamados así por poseer todos un modo
fundamental gausiano. La difracción es un fenómeno inherente a un proce-
so óptico, es inevitable tenerla, pero estos haces Bessel-Gauss nos permiten
una propagación con mínima difracción durante cierta distancia, que va a
depender del tamaño del spot central del haz. Cuentan también con la ca-
racterística de que se regeneran después de obstruir con algún obstáculo su
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camino.

Las aplicaciones de estos haces son muy amplias, y permiten un estudio
mas completo de ciertos procesos debido a que portan momento angular.
Un proceso que se puede estudiar con ellos es el de SPDC, siendo el más
comúnmente utilizado como fuente de parejas de fotones [21] - [23], razón
por la cual es importante un estudio detallado y completo del mismo, así
como su generación con diversas fuentes de luz que permitan su modificación,
esto para explorar los límites y alcances del proceso.

El otro motivo que rige esta tesis es el de la incursión de estos haces en el
estudio de cristales. El estudio de materiales ha sido de gran interés para el
hombre en su intento por conocer su entorno, y en tiempos mas recientes
para diseñar y crear materiales con propiedades específicas para el desarrollo
de nuevas tecnologías. Es este deseo por conocer lo desconocido el que ha
impulsado la exploración de las propiedades de cristales utilizando estos
haces estructurados.

La importancia del conocimiento de la estructura cristalina es que las pro-
piedades físicas y químicas de un cristal dependen de la forma en que están
distribuídos sus átomos. En algunas técnicas utilizan electrones [24], en
otras neutrones [25], o también Rayos-x [26] como haz de bombeo, siendo
esta última la mas utilizada desde los primeros estudios de la radiación de
Rayos-X y su uso en el campo de cristalografía durante el siglo XIX e ini-
cios del siglo XX, sin embargo con este método se puede llegar a dañar los
enlaces químicos y no obtener un buen modelo de tal cristal. Se ha utilizado
también el proceso de generación de segundo armónico (SHG, por sus siglas
en inglés) [14] para la caracterización de cristales.

La exploración de haces con polarización no homogénea se ha relacionado
también con el concepto de correlaciones clásicas [27], lo que nos da otro
punto de estudio en estos haces. Su versatilidad en las áreas de aplicación
hace de la luz estructurada un área emergente muy interesante para exa-
minarla y para utilizarla como herramienta para explorar las tecnologías
habidas y por haber.

Ya antes se habían generado haces Bessel vectoriales utilizando un interfe-
rómetro Sagnac [28], pero el elemento utilizado para imprimir la fase fué
un modulador espacial de luz (SLM, por sus siglas en inglés); estos SLMs
son muy versátiles, pues se les puede programar el patrón que se requiera
para producir haces estructurados, pero sus eficiencias reportadas han sido
muy bajas, alrededor del 2.5 % [17]. El arreglo que aquí se propone hace uso
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de otro elemento difractivo, una placa generadora de vórtices ópticos (VPP,
por sus siglas en inglés) que por su diseño evita pérdidas grandes de energía,
lo cual hace muy eficiente al arreglo aquí diseñado.

1.2. Motivación y objetivos

En este trabajo nos interesa estudiar las propiedades espaciales de la dis-
tribución transversal de fotones emitida por un cristal no lineal de segundo
orden mediante el proceso de Conversión Descendente Paramétrica Espontá-
nea (SPDC), cuando se utiliza como fuente de bombeo un haz Bessel-Gauss
vectorial. En estudios teóricos recientes se ha demostrado que, bajo estas
condiciones, la distribución transversal de emisión de fotones, o el espectro
angular (EA), presenta información relacionada con el grupo de simetría
del cristal no lineal, de modo que es posible implementar una nueva técnica
cristalográfica utilizando luz cuántica.

En las técnicas cristalográficas usuales, es necesario hacer incidir un haz
sobre diferentes puntos de la muestra, para luego colectar las partículas
difractadas y hacer el respectivo análisis. En esta técnica, se utiliza un solo
haz de bombeo que incide en la muestra y es fotografiada por una cámara.

Los objetivos de este trabajo son los siguientes:

Generar eficientemente haces Bessel-Gauss vectoriales (VBBs) de or-
den cero, es decir, haces que posean tanto un momento angular de
espin (SAM, por sus siglas en inglés) como momento angular orbital
(OAM, por sus siglas en inglés) específicos.

Analizar el SAM y OAM de los haces. Para el análisis del SAM se
hará uso de un polarizador lineal, pues el momento angular de espin
se relaciona con la polarización del haz; el OAM se analizará utilizando
una abertura triangular y observando su patrón de difracción en campo
lejano.

Lograr diseñar un arreglo experimental capaz de generar VBBs alta-
mente eficientes, esto con el propósito de contar con la energía sufi-
ciente para la generación de parejas de fotones en el proceso de SPDC.

Generar VBBs de diferentes tamaños y comprobar que coinciden con la
teoría, ya que la técnica cristalográfica mencionada requiere de poder
modificar el tamaño del haz dependiendo del cristal que se va a usar.
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Generar parejas de fotones correlacionadas en frecuencia angular y
en momento lineal, con un haz de bombeo Bessel-Gauss vectorial por
medio del proceso de SPDC.

Analizar el Espectro Angular de las parejas de fotones generadas y
sus modificaciones al utilizar haces Bessel-Gauss en comparación con
haces gaussianos.

En los capítulos que siguen de esta tesis se expondrán las bases y conceptos
útiles para el completo entendimiento del trabajo aquí presentado. En el
Capítulo 2 se introduce la técnica de cristalografía desarrollada por Rocio
Jauregui y Juan P. Torres [13] hacia la cual esta tesis va encaminada;
se presentan las ventajas y desventajas, así como un análisis de la técnica
desde un punto de vista experimental. Se prosigue en el Capítulo 3 con
la descripción matemática de los haces Bessel vectoriales y de las técnicas
para generarlos experimentalmente; también se presenta la teoría del OAM y
SAM y se hace un repaso de cómo se van a inducir en los VBBs generados en
el laboratorio y de cómo se van a analizar. En el Capítulo 4 se presentan las
bases necesarias de Óptica No-Lineal para comprender el proceso de SPDC,
así como las características escenciales del cristal a utilizar para el estudio
del EA, así como del estudio de la nueva técnica antes presentada. En el
Capítulo 5 se presenta la teoría del SPDC utilizando haces Bessel-Gauss.
En el Capítulo 6 se presentan los experimentos realizados. En el Capítulo
7 se exponen los resultados y el correspondiente análisis de los mismos; en
el Capítulo 8 se habla acerca del trabajo a futuro, para finalizar con las
conclusiones en el Capítulo 9.



Capítulo 2

Una nueva técnica
cristalográfica

Contenido
2.1. Contexto y justificación . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.1. Condiciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.1.2. Ventajas y desventajas . . . . . . . . . . . . . . . . 7

En este capítulo se repasa, con intención de poner en contexto a los lectores,
el artículo [13] que dió las bases teóricas para el desarrollo de esta tesis, to-
mándolo como base para los puntos tratados en este capítulo. Se expondrán
también las técnicas mas utilizadas para la caracterización de estructuras
cristalinas, y se hará una comparación de todas ellas para poder justificar
la integración de una nueva.

2.1. Contexto y justificación

Existen diversas técnicas que permiten la caracterización de estructuras cris-
talinas, en todas ellas se hacen interactuar haces de algún tipo sobre el cristal
para después colectar los fotones (o partículas) difractados (as) y hacer una
reconstrucción que permita la observación de algún patrón característico de
la estructura molecular del cristal, y así clasificarlos.

Cada técnica tiene deficiencias y fortalezas para determinar de peor o mejor
manera ciertos aspectos necesarios para el estudio de un cristal, pero hable-
mos un poco acerca de la propuesta que da pie al trabajo experimental que
en esta tesis se desarrolla, que es la técnica propuesta por Rocio Jauregui y
Juan Torres. Esta técnica nace al explorar nuevas interacciones entre haces
de luz estructurada y cristales no lineales. Cabe mencionar que este trabajo
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de tesis se ha hecho en colaboración con la Dra. Rocio Jauregui, siendo ella
la persona que hizo las simulaciones teóricas relacionadas con la técnica.

En esta técnica se propone utilizar un haz Bessel-Gauss vectorial (VBB, por
sus siglas en inglés) como bombeo de un cristal con una no-linealidad de se-
gundo orden para inducir el proceso de SPDC y su consecuente generación
de parejas de fotones correlacionados en frecuencia y en momento lineal. La
observación en el plano imagen de la transformada de Fourier del haz confor-
mado por los fotones generados es lo que lleva a la directa determinación del
grupo de simetría; es decir, con una fotografía de su estructura transversal
se puede determinar el grupo de simetría al que pertenece el cristal, pues el
patrón de intensidades observado es propio de cada grupo.

2.1.1. Condiciones

Para lograr con éxito esta propuesta se necesita de condiciones específicas
que propicien la observación del patrón de intensidades esperado. Las con-
diciones necesarias son:

1. Se necesita producir un haz Bessel-Gauss vectorial.

2. El haz de bombeo debe contener una alta no-paraxialidad, que se podrá
ver reflejada al analizar el EA del proceso de SPDC.

3. Es necesaria la generación de haces cuyo radio del spot central se pueda
modificar tanto como se requiera.

4. El eje óptico del cristal tiene que ser colineal con la normal a su su-
perficie.

5. Se necesita un cristal con una no-linealidad de segundo orden, y que
sus caras de interacción con el haz de bombeo estén bien pulidas.

Analicemos un poco cada una de estas condiciones.

Respecto a la condición 1: lo que esto implica es la generación de dos haces
Bessel-Gauss escalares, con una diferencia de fase específica y con una polari-
zación circular opuesta entre ambos. Ambos haces se tienen que superponer
para conformar uno solo, siendo este el haz vectorial requerido.

La ecuación que describe a nuestro haz (3.40) nos da la clave para la gene-
ración experimental del mismo, pues consiste en la superposición de los dos
haces antes mencionados, mas un tercer haz Bessel del mismo orden del haz
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vectorial que se quiere generar. Por ejemplo, si se quiere un VBB de orden
cero, este se compone por un haz Bessel de orden uno, uno de orden menos
uno, y uno de orden cero.

La generación de este tercer haz nos lleva a la condición 2. Este haz vecto-
rial se puede descomponer en un haz azimutalmente polarizado (Transversal
Eléctrico o TE) y un haz radialmente polarizado (Transversal Megnético o
TM). Un haz azimutalmente polarizado es completamente transversal, pe-
ro un haz radialmente polarizado no-paraxial va a generar una componente
longitudinal a lo largo de la dirección de propagación. Siendo esta compo-
nente el tercer haz presente en el haz vectorial, razón por la cual es necesario
producir un haz Bessel vectorial altamente no-paraxial.

La condición 3 surge de acuerdo a las simulaciones realizadas en el trabajo
teórico aquí analizado [13], el tamaño del haz (mas específicamente, el radio
de la transformada de Fourier de tales haces) se relaciona directamente con
la capacidad de poder observar la estructura del cristal analizado, pues se
hizo un estudio de diferentes cristales y no todos respondían igual con el
mismo tamaño, no todos comenzaban a revelar su estructura cristalina a
partir del mismo radio del haz. Por esta razón se requiere poder modificar
el tamaño del haz en relación al cristal que se desee analizar.

La condición 4 nos dice que no podemos caracterizar cualquier trozo de cris-
tal o polvos cristalinos, sino que tenemos que contar con un cristal cortado
de una manera muy específica para poder generar este efecto. El eje óptico
del cristal tiene que ser colineal con la normal a la superficie del cristal,
pues bajo esta configuración el proceso de SPDC es sensible a todas las
componentes del tensor de susceptibilidad.

Por último, la quinta condición nos limita a cristales no lineales de segundo
orden.

2.1.2. Ventajas y desventajas

Esta, al igual que cualquier otra técnica, tiene tanto ventajas como desven-
tajas al momento de ponerla en práctica. Revisémoslas una a una.

Ventajas.

Un solo haz es requerido para analizar la muestra.
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Se observa el grupo de simetría del cristal analizado con una sola fo-
tografía tomada a la transformada de Fourier del haz de fotones gene-
rados.

No se requiere de ninguna reconstrucción de los datos para la clasifi-
cación del cristal.

No se requiere de gran experiencia en este campo o en el de cristalo-
grafía para poder llevar a cabo esta técnica.

Desventajas.

Se tiene que utilizar un cristal cortado de una manera muy específi-
ca. No se pueden usar polvos o cristales amorfos en su superficie, a
diferencia de las otras técnicas.

Hasta el momento, esta técnica se ha estudiado solo en cristales con
una no-linealidad de segundo orden.

Se requiere de un proceso de preparación del haz de bombeo a utilizar.
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En esta sección se van a presentar las bases teóricas necesarias para com-
prender la estructura y propiedades de interés del haz de bombeo utilizado:
un haz Bessel-Gauss vectorial.

Se comenzará por analizar y describir matemáticamente a un haz Bessel-
Gauss; pasando de aquí a la descripción de dos conceptos importantes para
la correcta representación del movimiento de rotación en la luz: el momen-
to angular orbital y el momento angular de spin, elementos claves para el
entendimiento de haz requerido.

3.1. Haces Bessel-Gauss

Los haces Bessel son una solución exacta a la ecuación homogénea de Helm-
holtz [1], [15], [16], pues su patrón de intensidad es invariante en el tiempo,
y se les llama haces “Bessel” porque se describen con funciones Bessel. Pero
tal solución no es físicamente realizable ya que los haces Bessel portan una
cantidad infinita de energía. Una buena aproximación a estos son los haces
Bessel-Gauss (BG), propuestos por Shepard [29] en 1978.
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Lo haces Bessel-Gauss han sido de gran utilidad en diferentes áreas del
mundo científico, pues son auto-regenerables [30].

Estos son haces con una estructura espacial definida, los haces de orden
cero (Figura 3.1) cuentan con un perfil tranversal cuyo centro es un spot
brillante seguido de anillos concéntricos; los haces de mayor orden poseen
OAM y tienen un vórtice en el centro, cuyo tamaño incrementa conforme
incrementa el orden del haz; en la Figura 3.2(a) se muestra un haz Bessel
de primer orden y en la Figura 3.2(b) uno de segundo orden.

Figura 3.1: Haz Bessel de orden cero.

Existen varias formas de generar un haz Bessel [16], una de ellas es utili-
zando una ranura circular, la transformada de Fourier del haz resultante va
a generar un haz Bessel-Gauss. Otra opción es utilizar moduladores espa-
ciales de luz (SLMs, por sus siglas en inglés), a estos dispositivos de cristal
líquido se les puede programar por computadora el patrón requerido para
ocasionar, ya sea un cambio en la amplitud o en la fase del haz que se le hace
incidir. Otra opción muy común es utilizar lentes cónicas (también llamados
axicones) para producir tales haces. Este último método es el que se va a
utilizar en el desarrollo de este trabajo.
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(a) Haces Bessel de primer orden. (b) Haz Bessel de segundo orden.

Figura 3.2: Haces Bessel teóricos de primer y segundo orden.

3.1.1. Desarrollo matemático

Los haces Bessel-Gauss forman parte de una familia de haces adifraccionales
llamados haces Helmholtz-Gauss [20], pues son soluciones a la ecuación de
Helmholtz representados en diferentes coordenadas, entre estos se encuen-
tran también los haces Airy y los haces Mathieu-Gauss.

Un haz Bessel-Gauss está formado por una superposición de ondas planas
cuyos vectores de onda están ordenados en forma de cono, y que cuentan
con simetría cilíndrica circular. El perfil transversal de un haz Bessel-Gauss
escalar está descrito por la siguiente ecuación:

A(ρ, ϕ) = Jm(κ⊥ρ)exp(imϕ) (3.1)

donde Jm(κ⊥ρ) representa a una función Bessel de orden m, con m la carga
topológica del haz en cuestión, κ⊥ el radio de la transformada de Fourier
del haz Bessel (el cual tiene forma de anillo), ρ la coordenada transversal, y
ϕ la fase. Esta ecuación satisface la ecuación de Helmholtz, que representa
una forma independiente del tiempo de la ecuación de onda.

Este desarrollo matemático se basa en el artículo de Horák, Bouchal y Bajer
[18] de 1997. Para llegar a la expresión que describe a un VBB, comencemos
por considerar un campo electromagnético monocromático, con sus vectores
de campo eléctrico (

−→
E ) y magnético (

−→
H) definidos como:



12 Capítulo 3. Haces Bessel-Gauss vectoriales

−→
E (r, t) = 1

2{E(r)e−iωt + c.c.} (3.2)

−→
H(r, t) = 1

2{H(r)e−iωt + c.c.} (3.3)

donde los vectores que definen sus componentes espaciales satisfacen la ecua-
ción de Helmholtz:

∇2F + κ2F = 0 (3.4)

con κ2 = ω2ε0µ0 y F = E,H.

Abordemos este problema desde el punto de vista del vector de Poynting,
que es el flujo de energía en la principal dirección de propagación de un
campo electromagnético. El vector de Poynting es proporcional al producto
vectorial entre el campo eléctrico y el magnético (tomaremos aquí al vector
de Poynting promediado en el tiempo), y lo podemos escribir como:

S = 1
2(E×H* + c.c.) (3.5)

Tenemos que los vectores E y H son solenoidales (es decir, su divergencia
es cero: ∇ · E = 0 y ∇ ·B = 0), y para campos solenoidales que satisfacen
la ecuación de Helmholtz, el teorema de la representación [31] nos permite
expresar tales vectores como:

E = −
∑
n

(anMn + bnNn) (3.6)

H = iζ
∑
n

(anNn + bnMn) (3.7)

con an y bn coeficientes reales, 1
ζ =

√
µ0/ε0 es la impedancia del vacío, y

Mn = −l̂×∇Un (3.8)

Nn = 1
κ
∇×Mn = −1

k
∇× l̂×∇Un (3.9)
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La función escalar Un la definimos como:

Un = Ane
i(φn+κzz) (3.10)

donde Un es una función escalar que satisface la ecuación de Helmholtz, y φn
es la fase para cada solución. En este desarrollo se considera que la principal
dirección de propagación es en el eje ẑ, por lo que podemos separar al vector
de Poynting en sus componentes longitudinal SL = Szẑ y transversal ST =
Sxx̂ + Syŷ, con ST · ẑ = 0; de aquí, tenemos que l̂ es un vector arbitrario
que determina la dirección de propagación del campo, pero en este caso el
campo se considera direccionado en ẑ, por lo que l̂ = ẑ pues lx = ly = 0 y
lz = 1. Con esto, podemos decir que un campo no difractivo y estacionario
cumple la relación

∇ · ST = 0 (3.11)

Así, el vector de Poynting promediado se escribe como:

S = iζ
∑
nm

{(anam + bnbm)(Mn ×N*m + Nn ×M*m)

+ (anbm + bnam)(Mn ×M*m + Nn ×N*m)} (3.12)

Resolvamos este problema utilizando coordenadas cilíndricas, pues se trata
de un haz que se propaga a lo largo de un eje. En estas coordenadas, podemos
reescribir la ecuación de Helmholtz, ecuación 3.4, como:

{ρ2∂ρρ + ρ∂ρ + ∂ϕϕ + ρ2κ2
⊥ − (∂ϕφn)2 − ρ2(∂ρφn)2}An = 0 (3.13)

Podemos reescribir las ecuaciones 3.8 y 3.9 como (ver desarrollo en el Apén-
dice B.1.1):

Mn = ei(φn+κzz){−ρ̂1
ρ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]

+ ϕ̂[∂ρAn + iAn∂ρφn]} (3.14)
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Nn = −1
κ
ei(φn+κzz){−ρ̂iκz[∂ρAn + iAn∂ρφn]

− ϕ̂iκz
ρ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn] + ẑ[i∂ρφn∂ρAn −An(∂ρφn)2

+ ∂ρρAn + i∂ρAn∂ρφn + iAn∂ρρφn + 1
ρ2 (i∂ϕφn∂ϕAn

−An(∂ϕφn)2 + ∂ϕϕAn + i∂ϕAn∂ϕφn + iAn∂ϕϕφn)]} (3.15)

Ya que nos interesa solo la forma del campo eléctrico no se trabajará con el
campo magnético, pues su desarrollo es análogo. Con 3.14 y 3.15 podemos
escribir el campo eléctrico 3.6 y descomponerlo en sus componentes como:

Eρ = −eiκzz
∑
n

{an
1
ρ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]

+ ibn
κz
κ

[∂ρAn + iAn∂ρφn]}eiφn (3.16)

Eϕ = eiκzz
∑
n

{an[∂ρAn + iAn∂ρφn]

− ibn
ρ

κz
κ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]}eiφn (3.17)

Ez = −κ
2
⊥
κ
eiκzz

∑
n

bnAne
iφn (3.18)

Como se observa en estas ecuaciones para el campo eléctrico, este está de-
terminado por la forma y valor de bn, an y de la función An.

De la ecuación 3.12 tenemos:

Sq =
∑
n

{(a2
n + b2

n)S(1)
qn + (anbm + bnam)S(2)

qn }

+
∑
m>n

{(anam + bnbm)S(1)
qnm + (anbm + bnam)S(2)

qnm} (3.19)
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donde q = ρ, ϕ, z. Las definiciones para los vectores de Poynting para cada
componente se escriben como:

S(1)
ρn = γA2

n∂ρφn (3.20)

S(2)
ρn = −γ

κ‖
κρ
∂ϕA

2
n (3.21)

S(1)
ρnm = γ{(An∂ρAm −Am∂ρAn) sin ∆mn

+AmAn(∂ρφm + ∂ρφn) cos ∆mn} (3.22)

S(2)
ρnm = −γ

κ‖
κρ
∂ϕ(AnAm cos ∆mn) (3.23)

S(1)
ϕn = γ

1
ρ
A2
n∂ϕφn (3.24)

S(2)
ϕn = γ

κ‖
κ
∂ρA

2
n (3.25)

S(1)
ϕnm = γ

1
ρ
{(An∂ϕAm −Am∂ϕAn) sin ∆mn

+AmAn(∂ϕφm + ∂ϕφn) cos ∆mn} (3.26)

S(2)
ϕnm = γ

κ‖
κ
∂ρ(AmAn cos ∆mn) (3.27)

S(1)
zn = ζ

κ‖
κ
{(∂ρAn)2 +A2

n(∂ρφn)2 + ρ−2(∂ϕAn)2 + ρ−2A2
n(∂ϕφn)2} (3.28)

S(2)
zn = ζ

(κ2 + κ2
‖)

2κ2ρ
(∂ρA2

n∂ϕφn − ∂ϕA2
n∂ρφn)} (3.29)
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S(1)
znm = ζ

2κ‖
κ
{[(∂ρAn∂ρAm +AnAm∂ρφn∂ρφm)

+ ρ−2(∂ϕAn∂ϕAm +AnAm∂ϕφn∂ϕφm)] cos ∆mn

+ [(An∂ρAm∂ρφn −Am∂ρAn∂ρφm)
+ ρ−2(An∂ϕAm∂ϕφn −Am∂ϕAn∂ϕφm)] sin ∆mn} (3.30)

S(2)
znm = ζ

κ2 + κ2
‖

κ2ρ
{[∂ρAn∂ϕAm − ∂ρAm∂ϕAn +AnAm(∂ρφn∂ϕφm

− ∂ρφm∂ϕφn)] sin ∆mn + [An∂ρAm∂ϕφn +Am∂ρAn∂ϕφm

−An∂ϕAm∂ρφn −Am∂ϕAn∂ρφm] cos ∆mn} (3.31)

con γ = ζκ2
⊥/κ y ∆mn = φm − φn.

El vector de Poynting transversal lo podemos dividir en azimutal y radial,
de esta manera, podemos reescribir la ecuación 3.11 como:

∇ · ST = 1
ρ
{∂ρ(ρSρ) + ∂ϕSϕ} = 0 (3.32)

Sustituyendo las componentes transversales del vector de Poynting (ecua-
ciones de 3.20 a 3.27) en la ecuación 3.32, llegamos a:

∂ρ(ρS(1)
ρn ) + ∂ϕS

(1)
ϕn = 0 (3.33)

∂ρ(ρS(2)
ρn ) + ∂ϕS

(2)
ϕn = 0 (3.34)

∂ρ(ρS(1)
ρnm) + ∂ϕS

(1)
ϕnm = 0 (3.35)

∂ρ(ρS(2)
ρnm) + ∂ϕS

(2)
ϕnm = 0 (3.36)

Definiendo condiciones sobre estas ecuaciones y definiendo las funciones An
y Am podemos llegar a la expresión para un haz Bessel vectorial.
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Nuestro objetivo es obtener un haz transversal magnético, pero obtengamos
por separado ambos, primero un campo transversal magnético (con a = 0)
y después un transversal eléctrico (con b = 0), y al final sumamos ambos.
Debido a que se trata de un haz cuyo flujo de energía asumimos puramen-
te longitudinal, tenemos que Sϕ = Sρ = 0, sustituyendo esta condición en
las expresiones radial y azimutal para las componentes del vector de Poyn-
ting, obtenemos que ∂ρφ = 0 y ∂ϕφ = 0, lo cual indica que φ = constante.
Podemos imponer estas condiciones a la ecuación de Helmholtz en coor-
denadas cilíndricas, y por medio de separación de variables con la función
A(ρ, ϕ) = F (ρ)G(ϕ) se obtiene (ver desarrollo en el Apéndice B.1.2):

ρ2∂ρρF + ρ∂ρF + (κ2
tρ

2 − ν2)F = 0, (3.37)

∂ϕϕG+ ν2G = 0 (3.38)

La solución exacta y no difractiva a estas ecuaciones se mostró en la ecuación
3.1.

Para obtener el modo TE imponemos la condición de que b = 0, y sustitu-
yendo 3.1 en las ecuaciones B.13 - B.15 se obtienen sus componentes. Para
un modo TM imponemos la condición a = 0 e igualmente obtenemos las
componentes de campo eléctrico correspondiente. Ahora, si sumamos ambos
modos obtenemos la expresión para un haz Bessel-Gauss vectorial de orden
l [17] - [19] (ver Apéndice B.1.3 para el desarrollo):

El =
[(
iεTM (Jl−1 − Jl+1)− κ

κz
εTE(Jl−1 + Jl+1)

)
ûρ

−
(
εTM (Jl−1 + Jl+1) + iκ

κz
εTE(Jl−1 − Jl+1)

)
ûϕ

+ 2κ⊥
κz
εTMJlûz

]
eiκ‖z+ilϕ−iωt (3.39)

haciendo el cambio a la base de polarización circular (ver desarrollo en el
Apéndice B.1.4), con û± = ûx ± iûy, se obtiene la ecuación 3.40.
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El =
[(
iεTM + κ

κz
εTE

)
Jl−1e

i(l−1)ϕû+

+
(
− iεTM + κ

κz
εTE

)
Jl+1e

i(l+1)ϕû−

+ 2κt
κz
εTMJle

ilϕûz
]
eiκzz−iωt (3.40)

Esta ecuación representa una superposición de dos haces Bessel escalares cu-
yos índices azimutales (l) difieren por dos unidades y que tienen polarización
circular opuesta. Aquí, εTM y εTE son las amplitudes del modo transversal
magnético y transversal eléctrico, respectivamente; u+ y u− son los vectores
de la base de polarización circular, y uz el vector unitario en dirección z
asociado a las coordenadas circulares cilíndricas; κz y κt son las componen-
tes axial y transversal del vector de onda κ, y el argumento (omitido) de las
funciones Bessel es κρ.

En el tratamiento con este tipo de haces existen varios parámetros que hay
que tomar en cuenta para su correcta manipulación. Como ya se mencionó
antes, una propiedad interesante de estos haces es que son adifraccionales,
es decir, su patrón transversal de intensidad no se modifica durante cierta
distancia de propagación a partir de que el haz es formado; dicha distancia
máxima está dada por [16]:

zmax = 2πw
λκt

(3.41)

donde w es el radio del spot del haz que incide en el axicón, y λ la longitud
de onda del haz utilizado.

Un parámetro de interés en esta tesis es κt, que representa el radio del haz
Bessel en el espacio de momentos, y está dada por:

κt = 2π
λ

cos((n− 1)γ) tan((n− 1)γ) (3.42)

donde n es el índice de refracción del axicón, y γ es el ángulo del axicón
(Figura 3.3).

La relación entre el radio de la macha central del haz Bessel y el radio de su
transformada de fourier está dada por:



3.2. Momento angular 19

Figura 3.3: Esquema que muestra la generación de un haz Bessel-Gauss cuando un haz
gaussiano atraviesa un axicón.

r0 = 2.405
κt

(3.43)

Con estos parámetros es posible conocer las características esenciales del haz
Bessel a generar.

3.2. Momento angular

El momento angular de un objeto representa su movimiento rotatorio al
desplazarse.

Según el Teorema de Chasle’s de cinemática [32] - [33], el movimiento de
todo cuerpo rígido puede ser representado por la suma de un movimiento
rotatorio y un movimiento de traslación. La leyes de la mecánica rigen su
comportamiento.

Un campo electromagnético también tiene propiedades mecánicas, por lo
que también existe un momento angular asociado al mismo. Tal momento
angular se puede descomponer en momento angular de espin (SAM, por sus
siglas en inglés: Spin Angular Momentum) y en momento angular orbital
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(OAM, por sus siglas en inglés: Orbital Angular Momentum). Este último
siendo un interesante foco de estudio en los últimos años. Ambos compor-
tamientos se describirán en seguida con mas detalle.

Se ha hecho un gran trabajo en la comprensión, generación, y detección de
haces con características personalizadas [34], avanzando a la par tecnologías
que permiten la generación de mas complejos y específicos diseños de luz
estructurada y los dispositivos para detectarla, así como la incursión de
estos haces en diversas áreas del conocimiento.

3.2.1. Momento angular de spin

El SAM está asociado a la polarización de la luz, a la polarización circular,
por lo que un haz circularmente polarizado porta SAM [35]. Este vector
está dirigido a lo largo del eje de propagación del haz.

Inducir polarización circular en un haz se puede hacer fácilmente mediante
el uso de placas de un cuarto de onda; estas placas están hechas de cristal
birrefringente que, mediante la descomposición de un haz incidente (lineal-
mente polarizado) en sus componentes de campo vertical y horizontal, una
de las dos se retrasa, pues viaja por el eje lento del cristal, mientras que la
que viaja por el eje rápido se adelanta, volviéndose a unir al final de la placa,
generando así una diferencia de fase de π/2 con respecto al haz de entrada,
cambiando así su estado de polarización y provocando una rotación de la
luz con respecto a su eje.

3.2.2. Momento angular orbital

Mucho se ha hablado del OAM [36] - [38] desde que se supo forma parte
para una descripción completa del momento angular de un haz de luz [36].
El OAM se asocia a la distribución espacial de un haz de luz; un haz que
porta OAM está caracterizado por tener una singularidad de fase en su eje
de propagación, un vórtice.

En la actualidad existen diversos dispositivos que permiten imprimir OAM
a un haz de luz [39], ya sea elementos basados en una diferencia de gro-
sor en el material, como las placas generadoras de vórtices ópticos (VPP),
elementos de cristal líquido cuyos patrones son controlados por medio de
computadoras y permiten modificar tanto la fase como la intensidad, tales
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como los moduladores espaciales de luz (SLM), o dispositivos que aprove-
chan un cambio en el SAM para impartir OAM al haz de luz, tales como las
q-plates.

Aparte de los haces Bessel-Gauss, existen diversos tipos de haces que pueden
ser portadores de OAM, por ejemplo los Laguerre-Gauss.

La descripción matemática de haces portadores de OAM vienen acompaña-
dos de un término de fase, eimφ, donde m está asociado al momento angular
del haz y puede ser cualquier número entero positivo o negativo, y φ es el
ángulo azimutal. Así, el momento angular orbital se representa por l = m~.

3.3. Análisis de OAM y SAM en los haces Bessel-
Gauss vectoriales

J. M. Hickmann et.al. [40] presentaron una técnica para conocer el OAM
que porta un haz. Esta técnica consiste en utilizar una apertura triangular y
hacer pasar un haz de luz a través de ella; el haz se difracta (pues el tamaño
de la abertura es comparable con la longitud de onda de la fuente utilizada)
y al observar la imagen difractada en campo lejano, se puede observar un
patrón de manchas circulares que conforman un triángulo. El OAM que
porta cada fotón en dichos haces se representa mediante la expresión l =
m~, donde m es conocida como carga topológica. La carga topológica es la
cantidad que representa qué tantos giros hace la luz en una longitud de onda,
este es un número entero y puede ser positivo o negativo, lo cual determina
hacia qué dirección gira el haz. Por ejemplo: para una carga topológica
de m = −1 se puede decir que la luz da un giro al rededor de su eje de
propagación en dirección antihorario; para m = +3 la luz da tres vueltas
alrededor de su eje en sentido horario.

La cantidad de manchas circulares por lado en el triángulo representa la
carga topológica del haz, esto mediante la expresión: m = N−1 [40], donde
N es el número de manchas circulares en cada lado.

Otro punto a tomar en cuenta de esta técnica, es que el triángulo del patrón
de difracción se rota 30◦ con respecto a la abertura.

En la Figura 3.4 se muestran resultados de las simulaciones [40] que evi-
dencian el momento angular obtenido para haces con diferente OAM, para
haces con cargas topológicas de 1, 2 y 3.
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Figura 3.4: Simulaciones tomadas de [40]. Patrones de difracción para haces con OAM
de m = 1, m = 2 y m = 3.

Un haz vectorial se distingue de uno escalar cuando se hace pasar por un
polarizador, pues para un haz escalar la polarización es homogénea en todo el
patrón transversal, es decir que su polarización va a ser igual en cada punto
del haz; mientras que en un haz vectorial la polarización es inhomogénea.
Entonces, al hacer pasar un haz vectorial por un polarizador lineal, el patrón
observado (con una CCD) va a ser diferente al del haz antes del polarizador,
es decir, la distribución de intensidad se modifica y se puede ver tal patrón
conforme se va rotando el polarizador, mientras que para un haz escalar solo
se observa una variación en la intensidad del haz pero no en su distribución
angular de intensidad.

Para el análisis de SAM con modos Bessel TM se utiliza un polarizador lineal
que, al posicionar su eje de transmisión de tal manera que deje pasar luz
horizontalmente polarizada se observa el patrón de intensidades mostrado
en la Figura 3.5 a); mientras que si el eje de transmisión permite pasar luz
verticalmente polarizada, se obtiene el patrón mostrado en la Figura 3.5 b).

Los estados de polarización de un haz con simetría vectorial cilíndrica se
encuentran representados en el ecuador de la Esfera de Poincaré de mayor
orden (HOP) [41, 42]. De esta esfera HOP se puede decir, según Darryl
N. et. al [43], que: “...Mientras una esfera de Poincaré es una esfera de
Bloch donde los estados base son dos estados de polarización ortogonales,
una esfera HOP es una esfera de Bloch donde los estados base son estados
ortogonales mas generales que incorporan SAM y OAM, y todos los modos
ópticos poseen una distribución de intensidad con una singularidad en el
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Figura 3.5: Simulaciones tomadas de [17]. Patrones de intensidad para un modo Bessel
TM al hacerlo pasar por un polarizador lineal. Las flechas indican la orientación del eje
de transmisión del polarizador.

centro”. Una esfera de Bloch se entiende como una representación geométrica
de un sistema de dos niveles sobre la superficie de una esfera unitaria.

En esta tesis se generan haces con polarización radial y azimutal, siendo estos
casos especiales de un haz con simetría vectorial cilíndrica. En la Figura 3.6
a) se muestra un haz Bessel de primer orden cuyas flechas representan la
polarización del haz, que en este caso es radial; en la Figura 3.6 b) se muestra
el caso para un haz con polarización azimutal.
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Figura 3.6: Haces Bessel de primer orden; las flechas indican la dirección de la polariza-
ción.
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En este capítulo se explicará brevemente lo que pasa cuando la luz atravie-
sa un medio no lineal, así como los conceptos involucrados para entender
tal interacción. También nos encargaremos de establecer algunas de las ca-
racterísticas que definen a un material cristalino, así como las propiedades
necesarias que el cristal debe poseer para desarrollar este trabajo experi-
mental.

4.1. Medios no lineales

Cuando la luz pasa através de un cristal pero no es lo suficientemente intensa
como para modificar sus propiedades, esta interacción se dice que es lineal,
y podemos estudiarla por medio de la Polarización eléctrica, que es una
respuesta del momento dipolar del material debido al campo aplicado. Esta
polarización está dada por la expresión [44]:

−→
P (r, t) = ε0χ

(1)E(r, t) (4.1)
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Aquí, χ(1) es conocida como la susceptibilidad eléctrica lineal, E(r, t) es el
campo aplicado, y ε0 es la permitividad eléctrica del vacío.

Cuando se utilizan campos muy intensos (como un láser) para bombear un
cristal, sus propiedades ópticas pueden ser modificadas y pueden producir
una respuesta nolineal. Para este caso, la ecuación 4.1 se ve modificada de
la siguiente manera [45]:

Pi = ε0[χ(1)
ij Ej + χ

(2)
ijkEj(t)Ek + χ

(3)
ijklEjEk(t)El + ...] (4.2)

esta es la conocida expansión de Bloembergen, donde las susceptibilidades
no lineales χ(2)

ijk y χ
(3)
ijkl, de segundo y tercer orden, respectivamente, son

tensores (es decir, ). La expresión 4.2 la podemos expresar en términos de
una polarización lineal y una no lineal:

−→
P = −→P (1) +−→P (2) +−→P (3) + ...

= −→P (L) +−→P (NL) (4.3)

donde la polarización lineal está dada por el término de grado uno, mien-
tras que la polarización no lineal es una sumatoria de las polarizaciones no
lineales de mayor grado.

Los medios que producen una no-linealidad de segundo orden (χ(2)) tienen
diferentes propiedades que los medios que producen una de tercer orden
(χ(3)). Cabe mencionar que a mayor grado de no-linealidad mas débil es el
efecto causado y mayor intensidad se necesita para generarlo, pues al ser la
susceptibilidad eléctrica tan pequeña, se va haciendo aún menor cuando se
eleva a mayores potencias; debido a esto, se necesita de campos más intensos
para poder generar respuestas no-lineales de mayor órdenes. En este trabajo
se estudiarán solo medios con una no-linealidad de segundo orden, por lo que
nos centraremos en explicar la susceptibilidad eléctrica de segundo orden.

4.1.1. Tensor de Susceptibilidad eléctrica de segundo orden,
χ

(2)
ijk

La susceptibilidad eléctrica en un material indica el grado de polarización
que un material dieléctrico tiene al incidirle un campo eléctrico.
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Las no-linealidades de segundo orden son solo obtenidas en cristales no cen-
trosimétricos y en materiales isotrópicos (lineales), pues en cristales con
simetría centrosimétrica χ(2) = 0 [46].

Usualmente, no se trabaja con el tensor de susceptibilidad eléctrica, sino con
el tensor dijk, el cual está relacionado con χijk por medio de [46]:

χijk = 2dijk (4.4)

Estos tensores están dados en representaciones tridimensionales, pero usual-
mente se usa una representación en el plano de dijk con la forma dil, donde
i = 1 corresponde a x, i = 2 corresponde a y, i = 3 corresponde a z, y l
toma los valores: l = 1, 2, 3, 4, 5, 6 para xx, yy, zz, yz = zy, xz = zx, xy = yx,
respectivamente.

Es posible expresar la polarización en términos de la no-linealidad efectiva
deff dando lugar a la generación de sumas de frecuencias. Se utilizan cristales
uniaxiales negativos con un grupo de simetría 3m, cuya nolinealidad efectiva
está dada por:

deff = d31 sin θ − d22 cos θ sin 3φ (4.5)

donde θ es el ángulo entre el eje óptico y la dirección de propagación del haz
de bombeo, y φ es la coordenada polar azimutal.

4.2. Cristalografía

La característica esencial de un cristal es la periodicidad de su estructura
cristalina, es decir, de la distribución de átomos en el material. Cada material
cristalino se puede clasificar según su red cristalina, pues las propiedades
físicas de cada material dependen en gran medida de dicha estructura.

Los cristales son materiales con estructura atómica tridimensional, fija y
repetitiva, cuya unidad básica se llama celda unitaria; la disposición de los
átomos constituyentes en el material determinan las características físicas
y químicas del mismo, por eso la necesidad de clasificarlos. Los cristales se
agrupan según su grupo de simetría, que se determina por características
geométricas en la disposición de los átomos.
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La apariencia física no es lo que le da a un material la clasificación de cristal
[47], sino el que su estructura atómica esté conformada por celdas unitarias
que se repitan periódicamente. Tales celdas conforman una red con cierta
simetría específica para cada cristal, y son llamadas “redes de Bravais”; tal
red puede definirse como [48]:

Una formación infinita de puntos discretos con un arreglo
y orientación que parece extactamente la misma, desde

cualquier punto del que es vista.

Sin embargo tales redes no son únicas, se pueden determinar varios modelos
posibles de celdas unitarias en una red de Bravais bidimensional, de manera
tal que al trasladar la celda por la red encaja perfectamente en cada pun-
to y no se detecta diferencia. Una red infinita es imposible, por supuesto,
dado que los cristales infinitos no existen, pero se consideran tan amplios
en extensión en comparación con una simple celda que suele despreciarse el
hecho, a menos que sea necesario considerar efectos de borde y entonces se
añaden algunas especificaciones al modelo.

La conformación de estas redes son las que determinan el tipo de simetría
del cristal.

4.2.1. Birrefringencia

La birrefringencia en un material indica que la luz dentro de ese material no
se propaga a la misma velocidad en todas las direcciones.

El plano que contiene al eje principal, que consideraremos que es el eje z, y
al vector de onda κ del haz de luz es llamado plano principal. El haz cuya
polarización oscila sobre el plano principal se conoce como el haz extraor-
dinario. Mientras que el haz que oscila perpendicular a este se le llama haz
ordinario.

4.2.2. Cristales β - BBO y LiNbO3

Para elegir los cristales se consideraron varias propiedades. Se eligieron cris-
tales uniaxiales negativos con una alta no linealidad de segundo orden.

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las simulaciones hechas por Rocío
Jauregui para el estudio del grupo de simetría de tales cristales. Se consideró
como bombeo un haz Bessel-Gauss TM con una longitud de onda de λ =
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407nm, y la longitud de los cristales de L = 1mm. En estas imágenes lo que
se grafica es la dependencia angular de los fotones, tanto en x como en y,
del proceso de SPDC tipo I.

En la Figura 4.1 se muestran los perfiles transversales resultantes para un
cristal LiNbO3, se aprecia en las gráficas que a mayor κ⊥, la simetría del
cristal se vuelve mas notoria, en 4.1a) se utiliza un valor de κ⊥ = 0.001µ
m−1 y la simetría comienza a notarse aún siendo muy pequeño tal valor, se
utilizan también valores de κ⊥ = 0.006µ m−1 en b), de κ⊥ = 0.008µ m−1

en c) y de κ⊥ = 0.03µ m−1 en d). Para la longitud de onda del bombeo,
los valores para las permitividades relativas ordinaria y extraordinaria son
εo = 5.08 y εe = 4.67, respectivamente.

Figura 4.1: Simulaciones hechas por Rocio Jauregui que representan los perfiles trans-
versales para diferente κ⊥ de un cristal LiNbO3. a) κ⊥ = 0.001µ m−1, b) κ⊥ = 0.006µ
m−1, c) κ⊥ = 0.008µ m−1, d) κ⊥ = 0.03µ m−1.
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En la Figura 4.2 se muestran los perfiles transversales para un cristal β −
BBO. Para este cristal, a diferencia del LiNbO3, la simetría del cristal se
aprecia para valores muy grandes de κ⊥. En 4.2a) se utiliza un valor de
κ⊥ = 0.006µ m−1 y la simetría comienza a notarse; se utiliza en b) un valor
de κ⊥ = 0.04µ m−1, de κ⊥ = 0.1µ m−1 en c) y de κ⊥ = 0.3µ m−1 en d). Para
la longitud de onda del bombeo, los valores para las permitividades relativas
ordinaria y extraordinaria son εo = 5.08 y εe = 4.67, respectivamente.

Figura 4.2: Simulaciones hechas por Rocio Jauregui que representan los perfiles trans-
versales para diferente κ⊥ de un cristal β − BBO. a) κ⊥ = 0.006µ m−1, b) κ⊥ = 0.04µ
m−1, c) κ⊥ = 0.1µ m−1, d) κ⊥ = 0.3µ m−1.
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En este capítulo se presentarán las bases teóricas sobre las que descansa
el proceso no-lineal de Conversión Paramétrica Descendente Espontánea
(SPDC, por sus siglas en inglés: Spontaneous Parametric Down Conversion).

Se dará también la descripción de un concepto que se utilizará para el aná-
lisis de las parejas de fotones generadas, el Espectro Angular (EA), el cual
describe la dependencia angular de los fotones en el espacio de momentos.

5.1. Generación de parejas de fotones

El proceso de SPDC (Figura 5.1) es un proceso no lineal en el que un fotón
del haz de bombeo (p, del inglés pump) es aniquilado para crear un par de
fotones correlacionados entre sí, llamados fotón señal (s, del inglés signal) y
fotón acompañante (i, del inglés idler).

El proceso de SPDC se puede distinguir principalmente en dos tipos: Tipo
I y Tipo II, aunque también existe el Tipo 0 que no se discutirá en esta
tesis. En el primero, las polarizaciones de los fotones i y s son iguales y
ortogonales a la polarización del fotón p. En el segundo, sus polarizaciones
son diferentes y ortogonales entre sí, una de ellas igual a la polarización del
bombeo.

Este es un proceso muy ineficiente (generándose aproximadamente una pa-
reja de fotones por cada 1012 fotones del bombeo) [46] en el que los fotones
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Figura 5.1: Representación gráfica del proceso de SPDC Tipo I.

son generados solo bajo ciertas condiciones llamadas Condiciones de empa-
tamiento de fase.

Puesto que se trata de un proceso paramétrico (es decir, que la interacción
del haz de luz con el cristal no modifica su estado), los fotones cumplen con
la conservación de energía:

ωp = ωs + ωi (5.1)

y con la conservación de momento lineal:

κp = κs + κi (5.2)

para los fotones de bombeo (ωp, κp), señal (ωs, κs) y acompañante (ωi, κi).
Las ecuaciones 5.1 y 5.2 son conocidas como condiciones de empatamiento
de fase.

Existen diversas combinaciones posibles para la propagación de los fotones
involucrados por el eje ordinario o extraordinario del cristal; tales combina-
ciones permiten cumplir con las condiciones de empatamiento de fase. Las
siguientes combianciones son posibles para cristales uniaxiales con interac-
ción Tipo I [46]:

κpe = κio + κso (5.3)

para cristales negativos, y
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κpo = κie + κse (5.4)

para cristales positivos.

Las combinaciones posibles para cristales uniaxiales con interacción Tipo II
son:

κpe = κio + κse (5.5)

κpe = κie + κso (5.6)

ambas para cristales negativos, y

κpo = κio + κse (5.7)

κpo = κie + κso (5.8)

ambas para cristales positivos. En estas ecuaciones, el subíndice o es para
referirnos a un haz ordinario, y el subíndice e para un haz extraordinario.
En esta tesis se va a generar la interacción ooe (indicando la primera letra
el término de menos frecuencia y el último el de mayor frecuencia)

Dos fotones pueden estar correlacionados en diferentes grados de libertad,
por ejemplo: en momento lineal, en polarización, en tiempo (que se presenta
cuando ambos son creados justo al mismo tiempo), etc. En nuestro caso, lo
están en momento lineal y frecuencia angular.

5.2. Estado cuántico del SPDC

La interacción del haz de bombeo con el medio cristalino, al igual que la
distribución de los fotones generados en el proceso de SPDC, son analiza-
dos y descritos por medio de la cuantización del campo electromagnético,
pues al ser un proceso espontáneo, los fotones son generados debido a las
fluctuaciones de vacío.
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Se tiene como bombeo un modo transversal magnético Bessel-Gauss de orden
m que se propaga en el espacio libre, ya mencionado antes en esta tesis, que
está dado por: Em(r) = E0

∫
dφqeκexp(iκzz+ iq ·rt+ imφq), donde ek es la

polarización de cada onda plana, κ es el vector de onda de cada onda plana
en su dirección de propagación, q es el vector de onda transversal, y φq el
ángulo polar alrededor del eje z.

La interacción entre el haz de bombeo y el cristal no lineal está dada por el
hamiltoniano de interacción del SPDC [13, 49]:

H(t) = ε0

∫
V
dV

∫
dκp

∫
dκs

∫
dκiχ

(2)EpE
−
s E
−
i + h.c. (5.9)

con Ep = Ep(t, r;κp), E−s = E−s (t, r;κs) y E−i = E−i (t, r;κi) los operado-
res campo eléctrico para los fotones bombeo, señal y acompañante, respec-
tivamente; χ(2) es el tensor de susceptibilidad no lineal de segundo orden, y
V el volumen de interacción.

Es también de interés conocer el estado cuántico de los fotones generados en
el proceso de SPDC a la salida del cristal, tal estado puede ser escrito como
[13]:

|Ψ〉SPDC ∼ |vac〉+ g

∫
dpdqF (p, q)a†s(κsz,p)a†i (κ

i
z, q)|vac〉 (5.10)

donde g = ε0E0NsNi/~, a†s(κsz,p) y a†i (κiz, q) son los operadores de creación
para las parejas de fotones, y F (p, q) representa un estado enredado entre
los fotones señal y acompañante, y se escribe como:

F (p, q) =
∑
l,m,n

χ
(2)
lmn[ep(p+ q)]l[es(p)]m[ei(q)]nsinc(

∆κz(p, q)L
2 )

exp(iκ
p
z(p+ q) + κsz(p) + κiz(q)

2 L) (5.11)

con ∆κz(p, q) = κpz(p+ q)− κsz(p)− κiz(q).

De este proceso es importante saber la manera en que los fotones se dis-
tribuyen angularmente una vez generados, tal distribución está dada por el
Espectro Angular (EA), que está definido como:
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Rs(p)∆p =
∫
dqR(p, q) =

∫
dq|F (p, q)|2 (5.12)

La forma del EA está determinada por dos factores: el haz de bombeo y
el cristal no lineal utilizado. Se ha estudiado antes esta dependencia y los
efectos ocasionados en el EA al cambiar ciertas condiciones del experimento
[50].
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El objetivo principal de este trabajo es estudiar las propiedades espaciales
de los fotones generados en el proceso de Conversión Paramétrica Descen-
dente Espontánea (SPDC), cuando el cristal no-lineal de segundo orden es
bombeado con un haz Bessel-Gauss vectorial. La distribución espacial de las
parejas de fotones en el plano de Fourier se conoce como el espectro angular
(EA).

En esta sección se presentan los experimentos realizados en este trabajo. Se
expone primero la generación paso a paso de los haces Bessel-Gauss vectoria-
les (VBBs) con su pertinente análisis de Momento Angular Orbital (OAM)
y Momento Angular de espín (SAM). Enseguida se presenta la generación
de VBBs de tamaños diversos. Finalmente, los haces generados se utilizan
como bombeo en un cristal β−BBO para generar el proceso de SPDC Tipo
I, cuyo espectro angular es analizado, realizando una comparación entre el
EA de los fotones generados al bombear el cristal con un haz Bessel-Gauss
escalar y con un VBB, para diferentes valores de la κt. También se presenta
la generación del EA con un haz gaussiano.
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El esquema general del experimento se muestra en la Figura 6.1; se utiliza un
haz cuyo perfil gaussiano es modificado para generar un VBB que después
se hace incidir en un cristal no lineal de segundo orden (χ(2)), en el que se
genera SPDC Tipo I. A la salida del cristal se utiliza una lente (L) para
hacer la transformada de Fourier y se observa el resultado con una cámara
iCCD.

Figura 6.1: Representación de los puntos claves del experimento.

El esquema experimental completo y detallado se muestra en la Figura 6.2,
pero las siguientes secciones están dedicadas a explicar cada parte del arre-
glo, así como su función en el proyecto.

Figura 6.2: Arreglo experimental. M1-M7 son espejos; L1-L7 son lentes; Pλ/2 y Pλ/4
son placas de media y un cuarto de onda, respectivamente; PBS es un divisor de haz
polarizado; VPP es una placa generadora de vórtices ópticos; Ax es una lente de axicón,
χ(2) es un cristal no-lineal de segundo orden, y PB y PA son filtros pasaaltas y pasabandas,
respectivamente. El recuadro punteado encierra la parte del experimento en que los VBBs
son generados.
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Una fotografía del arreglo completo se muestra en la Figura 6.3, indicando
con flechas el curso del haz. Se hace un acercamiento del interferómetro
Sagnac en la Figura 6.4.

Figura 6.3: Fotografía del arreglo experimental. Las flechas amarillas indican la dirección
de propagación del haz laser.

6.1. Generación y análisis de los VBBs

6.1.1. Generación de haces Laguerre-Gauss de primer orden

El arreglo experimental que se diseñó en este trabajo requiere generar haces
Laguerre-Gauss de primer orden, para luego generar los VBBs.

En todo el experimento se utilizó una fuente de luz violeta (λ = 405nm). En
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Figura 6.4: Fotografía del interferómetro Sagnac. Las flechas indican la dirección de
propagación: las anaranjadas indican la propagación del haz como uno solo, las amarillas
la propagación del haz transmitido por el PBS, y las azules el haz reflejado por el PBS.

Figura 6.5: Montaje para generar haces Laguerre-Gauss de primer orden, donde: Pλ/2-
Placa de media onda, PBS-Divisor de haz polarizado, E-Espejos, y VPP-Placa generadora
de vórtices ópticos. El haz reflejado por el PBS porta polarización vertical (punto anaran-
jado) y el transmitido polarización horizontal (flecha anaranjada).
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este arreglo, que se muestra en la Figura 6.5, se hace incidir un haz gaus-
siano en un divisor de haz polarizado (PBS) que divide el haz de entrada
en dos: uno transmitido con polarización horizontal (flecha anaranjada) y el
otro reflejado con polarización vertical (punto anaranjado). Es necesario que
ambos haces tengan la misma intensidad, por lo que antes del PBS se colocó
una placa de media onda (Pλ/2), que cambia la polarización del haz de en-
trada y permite controlar así la relación entre luz vertical y horizontalmente
polarizada.

Con el PBS como punto de partida, se construyó un interferómetro Sagnac.
Debido a la configuración de anillo de este interferómetro, ambos haces re-
corren el mismo camino y se vuelven a superponer en el PBS. Dentro del
interferómetro se utilizó una placa generadora de vórtices ópticos (VPP) pa-
ra inducir el cambio de fase en ambos haces. Este VPP es el modelo VPP-1b
comprado a RPC Photonics (ver Figura 6.6), el cual genera vórtices con una
carga topológica de +1 (ó −1, dependiendo del lado desde el que se incide
el haz) y está basado en un cambio gradual de grosor en la superficie de
incidencia, cambio que va desde 0 a 2π en el plano azimutal.

Figura 6.6: Representación de un VPP (Figura tomada de la página oficial de RPC
Photonics).

El VPP “retuerce” la luz que pasa a través de el, las ondas incidentes inter-
fieren destructivamente justo en el centro, por lo que se genera una singula-
ridad en el centro del haz obteniendo así un haz de mayor orden, es decir,
se obtienen haces con momento angular orbital (OAM). En nuestro caso,
se obtuvieron haces Laguerre-Gauss de orden 1, uno de los haces con una
carga topológica de +1 y polarización horizontal, y el otro con carga −1 y
polarización vertical.
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6.1.2. Generación de haces Bessel-Gauss escalares

Una vez obtenido el haz Laguerre-Gauss de primer orden, lo hacemos pasar
por una lente axicón de 5◦ para generar un haz Bessel escalar; el haz Bessel
obtenido en la configuración mostrada en la Figura 6.7 es de primer orden
si se mantiene el VPP, y de orden cero si se retira.

Figura 6.7: Montaje para generar haces Bessel escalares, donde: Pλ/2-Placa de media on-
da, PBS-Divisor de haz polarizado, E-Espejos, VPP-Placa generadora de vórtices ópticos,
y Ax-Axicón.

6.1.3. Generación de los VBBs

Para la generación de los VBB’s se montó el arreglo mostrado en la Figura
6.8. La diferencia en comparación con un haz Bessel escalar de primer orden
radica en la placa de un cuarto de onda (Pλ/4), que induce una polarización
circular al haz.

La dirección de rotación de los vectores de campo eléctrico va a depender
de la polarización del haz incidente; el haz con polarización horizontal va a
tener una polarización circular que va a rotar hacia la derecha (o en sentido
horario), mientras que el verticalmente polarizado va a poseer polarización
circular rotando hacia la izquierda (sentido antihorario).
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Figura 6.8: Montaje para generar haces Bessel vectoriales, donde: Pλ/2-Placa de media
onda, PBS-Divisor de haz polarizado, E-Espejos, VPP-Placa generadora de vórtices ópti-
cos, Pλ/4-Placa de un cuarto de onda, Ax-Axicón, y T3- Telescopio formado por dos lentes
de distancia focal a escoger.

En seguida de la lente axicón se montó un telescopio (T3); el telescopio se
va a modificar según el tamaño de haz que se requiera, pues su función es
solo hacer más pequeño o más grande el haz.

En este punto ya se generó un haz vectorial (cuyo tamaño se puede hacer
variar a placer), pues, según lo indica la ecuación 3.40, el haz resultante
es una superposición de dos haces Bessel escalares cuya diferencia de OAM
es de 2 unidades, y posee SAM. El análisis del OAM y del SAM se va a
hacer para los VBBs, por lo que el montaje a considerar es el mostrado en
la Figura 6.8.

El perfil transversal de un haz Bessel escalar y el de uno vectorial (del mismo
orden ambos) es igual pues la distribución de intensidad es la misma, lo que
cambia es la polarización, razón por la cual se diferencian utilizando un
polarizador lineal y viendo cómo varía la distribución de intensidad al rotar
el polarizador.



6.1. Generación y análisis de los VBBs 43

6.1.4. Análisis de polarización

Se hizo un análisis de polarización posterior a la generación del VBB, cuyo
montaje se observa en la Figura 6.9. Este análisis es necesario para estar
seguros de que en efecto se obtuvo el modo TM requerido; para dicho análisis
se utilizó un polarizador lineal (PL), seguido por una cámara CCD para
observar cómo se modifica el perfil de intensidad del VBB al rotar el eje del
PL.

Figura 6.9: Configuración para realizar el análisis de polarización a los VBBs. Ax →
Axicón; L1,L2 → Lentes; T3 → Telescopio número tres en el arreglo; PL → Polarizador
lineal.

6.1.5. Análisis de OAM

Parte esencial de esta tesis es poder generar un haz Bessel-Gauss Vectorial,
el cual, como se explicó secciones atrás, porta OAM bien definido.

Figura 6.10: Configuración para realizar el análisis de OAM a los VBBs. Ax → Axicón;
L1,L2,L3→ Lentes; T3→ Telescopio número tres en el arreglo; Ab→ Abertura triangular;
f es la distancia focal de L3, la cual se escogió como 50mm.

Para el análisis del OAM de los haces en ambos brazos del interferómetro
se montó el arreglo que se muestra en la Figura 6.10. Se obtuvo el patrón
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de difracción para confirmar la carga topológica del VBB con una apertura
triangular (Ab) cuyos lados miden 40µm, esta abertura se colocó justo en
la distancia focal de una lente con f = 50mm, colocándose en el otro punto
de enfoque de la lente una CCD para observar el patrón generado en campo
lejano. El haz utilizado para este análisis tenía un radio del spot central de
20µm, pues su tamaño debía coincidir con el de la abertura. La selección de
uno u otro brazo del interferómetro se hizo rotando la placa Pλ/2 localizada
justo a la entrada del interferómetro(ver Figura 6.8), y seleccionando la
polarización vertical u horizontal según fuera el análisis.

6.2. Espectro Angular del SPDC

6.2.1. EA para un haz Bessel

Figura 6.11: Configuración para generar y detectar el proceso de SPDC utilizando como
bombeo un haz Bessel. Ax→ Axicón; L1,L2,L→ Lentes; T3→ Telescopio número tres en
el arreglo; f1, f2, f3 → filtros; χ(2) → cristal no lineal de segundo orden; iCCD → Cámara
CCD intensificada.

Para obtener el EA del proceso de SPDC con haces Bessel (y con VBBs)
se monta el arreglo de la Figura 6.11. En seguida de T3 se montó un filtro
que permite pasar solo cierto rango de longitudes de onda alrededor de
405nm; el haz se hizo pasar por el cristal β − BBO (χ(2)), en el que se
generó el proceso de SPDC. La luz en este punto sigue siendo muy intensa
para la cámara iCCD, por lo que, después de la lente (L, con distancia
focal f = 30mm) encargada de hacer la transformada de Fourier del haz de
fotones correlacionados, se usaron un par de filtros: un filtro pasa altas (f2)
que elimina el bombeo, y un pasabandas (f3) de 10nnm que solo deja pasar
fotones en un pequeño rango de longitudes de onda alrededor de 810nm, es
decir, pasan fotones en el rango de 805nm a 815nm.



6.2. Espectro Angular del SPDC 45

Si se desea obtener el EA de un VBB se utiliza la configuración mostrada
anteriormente en la Figura 6.8; si se desea el EA se un haz Bessel escalar
se utiliza la configuración de la Figura 6.7, tomándose en cuenta aquí que
para un haz horizontalmente polarizado, el eje del cristal debe estar también
orientado en la horizontal, asi como para un haz verticalmente polarizado el
eje del cristal se orienta en la vertical.

6.2.2. EA para un haz gaussiano

Para la generación del EA del proceso de SPDC con haces gaussianos se
montó el arreglo mostrado en la Figura 6.12. Para este caso no es necesario
modificar el perfil transversal, por lo que se toma el haz que sale directamente
del laser y se hace incidir en χ(2), con sus respectivos filtros y lente, como
antes ya se explicó. Cabe mencionar que L se escogió con una distancia focal
de f = 30mm.

Figura 6.12: Configuración para generar el proceso de SPDC con un haz gaussiano, y el
sistema de detección. f1, f2, f3 → filtros; χ(2) → cristal no lineal de segundo orden; iCCD
→ Cámara CCD intensificada.

Aquí, al igual que para el haz Bessel escalar, el cristal y la polarización del
haz deben estar igualmente orientados, pues esto nos permite una mayor
eficiencia en la generación de parejas de fotones.
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Se presentan aquí los resultados obtenidos en este trabajo de tesis con cada
arreglo experimental que en la sección anterior se expuso.

Se muestra y analiza la generación de VBBs en cada paso, así como su
análisis del SAM y OAM. También se presenta la generación de VBBs de
diferentes tamaños (según lo requerido por la teoría para la observación del
grupo de simetría de un cristal), con alta eficiencia y con distribuciones de
intensidad muy homogéneas. Por último, se presenta el EA del proceso de
SPDC con los diferentes bombeos.

7.1. Haces Bessel-Gauss vectoriales

Se comenzó por buscar la cintura del laser a lo largo de la propagación del
haz. Nos interesa tomar el haz justo en la cintura porque es el plano en
que se va a tener una mejor aproximación de ondas planas, se tomó una
fotografía de tal plano (Figura 7.1) y se analizó en matlab. Se seleccionó el
vector horizontal que contenía al punto con la mayor intensidad de la imagen
(línea amarilla en la Figura 7.1) y se graficó junto con el respectivo ajuste
gaussiano. En la Figura 7.2 se observa tal gráfica.

El primer producto del arreglo se obtiene a la salida del interferómetro Sag-
nac, pues se genera un haz con la superposición de dos haces Laguerre-Gauss
(LG) de primer orden (uno con polarización horizontal y el otro con polari-
zación vertical) que portan cargas topológicas opuestas de m = ±1; tal haz
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Figura 7.1: Perfil del haz Gauss en la cintura del laser.

Figura 7.2: Ajuste gaussiano. Los puntos azules representan los datos experimentales,
mientras que la línea roja representa el ajuste gaussiano teórico.
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se muestra en la Figura 7.3. Al hacer incidir el haz LG sobre un axicón, se
obtiene un haz Bessel-Gauss (BG).

Figura 7.3: Superposición de dos haces Laguerre-Gauss de primer orden con cargas
topológicas opuestas y polarizaciones ortogonales.

(a) Haz Bessel escalar con m = 0. (b) Haz Bessel vectorial.

Figura 7.4: Haces Bessel generados.

Para este proyecto se generaron haces de diferentes tamaños al cambiar
elementos en el arreglo, mostraremos aquí un haz en el que se utiliza un
axicón de 5◦ y un telescopio después del Ax con una amplificación de 5x. El
haz Bessel de orden cero que se obtiene (retirando el VPP de la Figura 6.7),
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se muestra en la Figura 7.4(a), el spot central de este haz mide r0 = 20.6µm,
lo que nos produce una κ⊥ = 0.11µm−1. En la Figura 7.4(b) se observa el
VBB generado, cuyos parámetros son los mismos que los del haz Bessel de
orden cero. Si graficamos este haz, tomando en cuenta su potencia medida
que es de P = 17.2mW, se obtiene la gráfica de la Figura 7.5.

Figura 7.5: Haz Bessel vectorial.

(a) Haz Bessel mal formado. (b) Haz Bessel difractado.

Figura 7.6: Haces Bessel mal formados debido a: a) incorrecto posicionamiento del
axicón, y b) la fotografía se tomó después de su rango de adifraccionalidad.

La correcta alineación del axicón es clave para la formación de un buen haz
Bessel. No es parte del contenido de la tesis analizar adifraccionalidad, pero
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es importante generar bien los haces.

En la Figura 7.6 a) se observa un haz Bessel que no se generó correctamente,
mientras que en 7.6 b) el haz se encuentra fuera de su región de adifraccio-
nalidad, por lo cual el patrón de intensidades característico de un haz Bessel
se ve profundamente modificado.

Se generaron VBBs con diferentes κt, esto utilizando después del axicón
un telescopio con diferentes amplificaciones. El menor y mayor valor de κt
requeridos por las simulaciones hechas para la técnica de cristalografía no se
pueden generar con el mismo axicón, esto debido a que las lentes disponibles
en el mercado no permitían hacer combinaciones tales que la amplificación
fuera suficiente para generar el tamaño deseado. Sin embargo, al utilizar
otro axicón de ángulo diferente, estos tamaños son alcanzados.

Se utilizaron dos axicones, uno de 5◦ y el otro de 1◦; con estos se pudieron
generar haces cuya κt pudiera ser o muy pequeña (hasta de 0.0035µm−1 con
el axicón de 1◦) o muy grande (hasta de 0.58µm−1 con el axicón de 5◦).
Cada axicón, dependiendo del radio del haz de entrada, va a generar haces
con una distancia de propagación máxima definida. Utilizando un telescopio
enseguida de Ax se logra incrementar esta distancia, pero también se va a
modificar κt.

Para cada cristal existe un rango de valores de κt que nos permitiría observar
la estructura deseada. De acuerdo a estas consideraciones, y tomando como
base las ecuaciones que caracterizan a un haz Bessel (Capítulo 3.1 de esta
tesis), se generaron VBBs con diferentes telescopios. Se les tomó fotografía
con una CCD (tanto al VBB como a su Transformada de Fourier) y se hizo
un análisis pertinente en matlab para graficarlos y así verificar el tamaño
del haz.

Se muestran los haces vectoriales y su correspondiente transformada de Fou-
rier obtenidos con telescopios de magnificación 2x (Figura 7.7), 5x (Figura
7.8), 7.5x (Figura 7.9), 10x (Figura 7.10), 15x (Figura 7.11) y 15x (Figura
7.12), todos los anteriores para una lente axicón de 5◦.

Las gráficas se hicieron con la misma escala, de manera tal que el tamaño
creciente o decreciente de los haces fuera evidente a simple vista. Además,
en cada imagen se especifica el tamaño teórico de κt y de r0, valor que se
puede verificar al observar la escala de las imágenes.

Para las gráficas de los haces en el espacio de posiciones simplemente se
tomó en cuenta que cada pixel en la CCD mide 4.6µm. Sin embargo, para
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(a) VBB. (b) TF.

Figura 7.7: a)Haz Bessel-Gauss vectorial y b)su transformada de Fourier para un teles-
copio 2x.

(a) VBB. (b) TF.

Figura 7.8: a)Haz Bessel-Gauss vectorial y b)su transformada de Fourier para un te-
lescopio 5x.

las gráficas en el espacio de momentos se hizo uso de la relación [51]: κt =
[ω/(cf)]ρt, donde f es la distancia focal de la lente utilizada para hacer la
transformada de Fourier del haz, y ρt son las coordenadas espaciales en la
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(a) VBB. (b) TF.

Figura 7.9: a)Haz Bessel-Gauss vectorial y b)su transformada de Fourier para un te-
lescopio 7.5x.

(a) VBB. (b) TF.

Figura 7.10: a)Haz Bessel-Gauss vectorial y b)su transformada de Fourier para un
telescopio 10x.

imagen. Se observa en las gráficas (Figuras de 7.7 a 7.12) que el haz en el
espacio de momentos es inversamente proporcional al mismo en el espacio de
posiciones, tal como lo dice la relación r0 = 2.405/κt. El anillo central de los
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(a) VBB. (b) TF.

Figura 7.11: a)Haz Bessel-Gauss vectorial y b)su transformada de Fourier para un
telescopio 15x.

(a) VBB. (b) TF.

Figura 7.12: a)Haz Bessel-Gauss vectorial y b)su transformada de Fourier para un
telescopio 25x.

haces Bessel no es totalmente simétrico, es en realidad un poco triangular,
esto sucede debido al axicón y a los defectos que introduce en el haz. Se
midió la potencia de los VBBs generados, y comparando este resultado con
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la potencia a la salida del haz se obtuvieron eficiencias desde el 10 % hasta
el 37 %.

7.1.1. Análisis de polarización

Si en el arreglo experimental (Figura 6.2) seleccionamos con la placa Pλ/2
el modo radial del VBB (es decir, el modo TM), y enseguida colocamos el
eje del polarizador lineal (PL) con su eje óptico en dirección horizontal, se
obtiene la distribución que se muestra en la Figura 7.13a). Después, si se
coloca el eje del PL en dirección vertical, se obtiene la distribución que se
muestra en la Figura 7.13b).

(a) Componente horizontal del VBB. (b) Componente vertical del VBB.

Figura 7.13: Análisis de polarización.

Tomando en cuenta la potencia medida de estas componente del modo TM
y graficando en unidades de micrómetros (ambas con una potencia total de
4.57mW), se obtienen las gráficas de la Figura 7.14.

Si ahora seleccionamos la componente azimutal con la placa Pλ/2, es decir,
si la giramos 45◦, se va a obtener lo opuesto a lo mostrado antes; para la
alineación horizontal del PL se obtiene un haz con sus lóbulos alineados en
la dirección vertical, y para su alineación vertical se obtiene un haz con los
lóbulos alineados en dirección horizontal (Ver Figuras en el Apéndice A.1).

Para lograr estos patrones fué necesaria una cuidadosa alineación, pues un
cambio de fase ocasiona una rotación en la distribución, la alineación de los
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(a) Componente horizontal del VBB TM. (b) Componente vertical del VBB TM.

Figura 7.14: Gráficas de potencia en función de la posición.

lóbulos aparecería rotada, teniendo así otro haz y no el TM.

7.1.2. Análisis de OAM

En la Figura 7.15 se muestran fotografías del patrón de difracción para
ambos brazos del interferómetro.

(a) Patrón de difracción resultante de
un Haz Bessel escalar con carga topo-
lógica m = −1.

(b) Patrón de difracción resultante de
un Haz Bessel escalar con carga topo-
lógica m = +1.

Figura 7.15: Análisis de OAM con una abertura triangular.

En la Figura 7.15a) se muestra el patrón correspondiente al haz horizon-
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talmente polarizado, el cual porta una carga topológica de m = −1; en la
Figura 7.15b) se muestra el patrón que corresponde al haz verticalmente
polarizado, el cual porta una carga topológica de m = +1.

Los lóbulos del patrón de difracción eran fácilmente identificados cuando el
haz utilizado tenía el tamaño adecuado, 20µm de radio para esta abertura,
de otra manera había que utilizar un telescopio antes de la abertura para
modificar el tamaño del haz al tamaño requerido.

En el Apéndice A.2 se muestra un haz Bessel-Gauss de orden 2 (generado
con un VPP-2 comprado a RPC Photonics, el cual genera vórtices con una
carga topológica de m = ±2), así como su respectivo análisis de OAM.

7.2. EA obtenido con el proceso de SPDC

Por medio del proceso de SPDC, se generaron parejas de fotones correlacio-
nadas en frecuencia y momento lineal. Utilizando una cámara CCD intensi-
ficada, se observó el EA del haz de parejas de fotones. Estas observaciones
se hicieron tanto para haces Bessel-Gauss como para haces gaussianos.

A manera de tener clara la dirección del eje óptico del cristal con respecto
a la dirección de propagación del haz de bombeo (eje Z), se muestra su
representación gráfica en la Figura 7.16.

Figura 7.16: El ángulo θ = 29.2◦ es el ángulo a la que el eje óptico del cristal β−BBO
estaba cortado.

Al utilizar como bombeo un haz gaussiano (paraxial) se obtiene un EA como
el mostrado en la Figura 7.17.

El tamaño del anillo se puede modificar rotando el cristal sobre la misma
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(a) 0 grados de rotación. (b) 4 grados de rotación.

Figura 7.17: EA obtenido para un haz Gauss (paraxial). Se toma como 0◦ la posición
en que la superficie de interacción del cristal y el haz de bombeo son perpendiculares.

dirección en que se abre el eje del cristal, en el caso de este β−BBO que
se usó el eje está orientado a 29.2◦ con respecto a la normal del cristal;
por ejemplo, si tenemos un haz horizontalmente polarizado entonces el eje
del cristal debe estar orientado en la horizontal, si observamos el anillo del
SPDC en esa posición, se observa lo mostrado en la Figura 7.17 (a), pero si
rotamos el cristal 4◦ (ahora el eje del cristal estaría posicionado a 33.2◦ con
respecto a la dirección Z de propagación del bombeo) el anillo crece, como
se observa en la Figura 7.17 (b).

Vemos en estas figuras que el anillo es totalmente simétrico con respecto al
centro del mismo y la polarización del haz es indiferente pues no ocasiona
ningún cambio en la forma del haz, esto se debe a que estamos dentro del
régimen paraxial (o de cristal delgado).

Al tomar un haz no-paraxial como bombeo, en este caso un haz Bessel-Gauss
de primer orden con κ = 0.29µm−1, se obtuvieron los espectros angulares
que se muestran en la Figura 7.18, ambos capturados al haber rotado el
cristal +2◦.

Para el haz con polarización horizontal se obtuvo el EA de la Figura 7.18a), y
para el bombeo verticalmente polarizado se obtuvo el mostrado en la Figura
7.18b).

Vemos que, a diferencia del EA que se obtiene con un haz gaussiano, el ob-



58 Capítulo 7. Resultados y Análisis

(a) Polarización horizontal. (b) Polarización vertical.

Figura 7.18: Espectro Angular obtenido para un haz Bessel-Gauss no-paraxial de primer
orden con κ = 0.29µm−1 y con una lente de distancia focal f = 50mm.

tenido para un haz Bessel-Gauss no es simétrico con respecto a su centro.
Se obtienen dos anillos de diferente tamaño, uno dentro del otro, cuyo eje
de simetría está determinado por la polarización del haz de bombeo, y exis-
te una parte mas delgada del EA formado que indica la orientación de la
polarización.

Al igual que en el caso del EA para el haz gaussiano, el tamaño de este
EA puede modificarse al rotar el cristal; en la Figura 7.19 se muestra una
serie de fotografías del EA de un haz con κt = 0.23µm−1 capturadas para
una polarización vertical a diferentes grados de rotación del cristal, tomando
como 0◦ la posición en que la superficie de interacción del cristal es normal al
bombeo, y la rotación positiva cuando el ángulo θ (Figura 7.16) incrementa.
Se observa en estas figuras que, conforme el ángulo θ incrementa, el EA
se hace mas grande y los anillos cada vez se unen mas; en esta serie de
imágenes se muestra el EA hasta a 6◦ de rotación, pero el EA angular se
seguía observando hasta 9◦ y después se salía de la pantalla de la iCCD (cuyo
tamaño es de 13.3mm x 13.3mm); cuando el cristal se rotaba en dirección
opuesta, el EA se hacía mas pequeño y al pasar −1◦ de rotación, desaparecía.
De aquí se observa también que cuando la superficie del cristal y el bombeo
se mantenían perpendiculares entre sí (Figura 7.19 (b)), solo se distingía
el anillo exterior, pero al rotar el cristal (Figura 7.19 (c)) el anillo interno
aparecía.
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(a) -1 grado. (b) 0 grados. (c) 1 grado.

(d) 2 grados. (e) 4 grados. (f) 6 grados.

Figura 7.19: EA con diferentes grados de rotación del cristal para un haz Bessel-Gauss
verticalmente polarizado con κt = 0.23µ m−1. Se toma como 0◦ una posición normal del
cristal con respecto al bombeo.

Se hizo también el análisis para el EA de VBBs. En la Figura 7.20 se mues-
tra una sucesión de fotografías para VBBs con κt = 0.23µm−1 al rotar el
cristal desde −1◦ hasta 6◦. En el caso de VBBs, se tienen tanto polarización
horizontal como vertical en igual proporción, pero el eje del cristal aquí se
posicionó en el plano vertical.

En la Figura 7.21 se hizo la comparación de un haz Bessel-Gauss con un haz
Bessel-Gauss vectorial para diferentes tamaños de κt.

De las Figuras 7.19, 7.20 y 7.21 se pueden decir dos cosas. Primero, conforme
se incrementa al tamaño del haz (y con ello se disminuye la κt), el anillo del
SPDC se ve mas simétrico. Segundo, los fotones se distribuyen de diferente
manera en un haz BG que en un VBB, aún siendo igual la forma del anillo y
las condiciones al tomar las fotografías; el ejemplo mas claro se muestra en
la Figura 7.21 (c) y (d), se observa que el BB consta de un anillo con cierto
grosor mientras que el VBB se produce solo con las partes interna y externa
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(a) -1 grado. (b) 0 grados. (c) 1 grado.

(d) 2 grados. (e) 4 grados. (f) 6 grados.

Figura 7.20: EA con diferentes grados de rotación del cristal para un haz Bessel-Gauss
vectorial verticalmente polarizado con κt = 0.23µm−1. Se toma como 0◦ una posición
normal del cristal con respecto al bombeo.

del anillo del BB. En los incisos (a) y (b) se observa algo similar, aunque la
principal diferencia aquí es que en el VBB los anillos interno y externo se
observan mas intensos, sin embargo ambos EAs contienen fotones en medio.
La diferencia entre estos EAs se debe a la distribución de polarización que
estos haces vectoriales poseen y a la manera en que intereactúan por ello con
el cristal. En cuanto a los incisos (e) y (f), ambos EAs son muy similares y no
se les encuentra ninguna diferencia sustancial, siendo esto consecuencia de la
κt tan pequeña que poseen, pues a ese tamaño los haces son prácticamente
paraxiales y su EA es muy similar al obtenido para haces gaussianos.

Con estos experimentos hemos demostrado la funcionalidad de nuestro arre-
glo en la generación de haces Bessel-Gauss vectoriales para diferentes tama-
ños de su κt, así como de la medición del Espectro Angular de las parejas
de fotones correlacionados. Por lo tanto, se dejan listos los elementos que la
técnica cristalográfica propuesta teóricamente requiere para funcionar.
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(a) BB con κt = 0.23µm−1. (b) VBB con κt = 0.23µm−1.

(c) BB con κt = 0.087µm−1. (d) VBB con κt = 0.087µm−1.

(e) BB con κt = 0.034µm−1. (f) VBB con κt = 0.034µm−1.

Figura 7.21: EA para BBs (columna izquierda) y VBBs (columna derecha) cuando se
utilizan haces con diferentes κ′s.
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Trabajo a futuro

Este trabajo se ha desarrollado con el principal propósito de generar y uti-
lizar haces Bessel-Gauss vectoriales como bombeo en el proceso no-lineal de
SPDC para comprobar una nueva técnica cristalográfica.

Como trabajo a futuro se tienen las pruebas experimentales de la mencionada
técnica. Se hará uso de la experiencia adquirida generando estos VBBs para
utilizarlos como bombeo en un par de cristales no lineales de segundo orden
que fueron recientemente adquiridos por el Laboratorio de Fotónica Cuántica
del CIO, estos cristales son un β−BBO y un LiNbO3, cuyo eje óptico es
normal a las superficies de interacción del cristal.

Otro proyecto pensado a futuro con estos haces es el estudio de sus propie-
dades de propagación. Se planea generar, con el proceso de SPDC, parejas
de fotones correlacionados que hereden las propiedades de los VBBs, esto
para hacerlos pasar por medios turbulentos con la intención de estudiar los
efectos generados en los mismos.
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Conclusiones

Se lograron generar haces Bessel-Gauss vectoriales (VBBs) de orden cero
utilizando una placa generadora de vórtices ópticos (VPP) y una lente axi-
cón (Ax). Estos VBBs se utilizaron para bombear un cristal no lineal de
segundo orden (β−BBO), cuyo eje extraordinario forma un ángulo de 29.2◦
con respecto a la normal de la superficie del cristal. En este cristal se produ-
ce el proceso no lineal de Conversión Paramétrica Descendente Espontánea
(SPDC), del que resulta un haz de fotones correlacionados en frecuencia an-
gular y en momento lineal. Se analizó, con una cámara CCD intensificada,
el espectro angular de tal haz para determinar el patrón de intensidades
transversal resultante.

A lo largo del proyecto experimental hubieron aspectos importantes que se
tuvieron que analizar para poder concluir como correcta la generación de
los haces estructurados. Como parte de estos aspectos importantes se hizo
el análisis de polarización para comprobar el carácter vectorial de los haces,
utilizando para ello un polarizador lineal y observando con una CCD cómo
se modificaba el perfil transversal de intensidades al rotar el polarizador.
También se realizó el análisis de momento angular orbital para comprobar
la carga topológica del haz en cuestión: se hizo pasar el haz por una apertura
triangular cuyos lados medían 40µm, se observó con una CCD el patrón de
difracción en campo lejano y se comprobó el patrón de intensidades carac-
terístico correpondiente a la carga topológica del haz en cuestión.

Se diseñó un arreglo tal que la generación de los VBBs altamente eficientes
fuera posible, siendo la mayor eficiencia obtenida hasta del 37 % (en compa-
ración con eficiencias reportadas hasta del 2.5 % [17]), utilizando un axicón
de 1◦, y en comparación con una potencia a la salida del laser de 76.5mW.
Esta gran eficiencia permite utilizarlos como bombeo del proceso de SPDC
y observar fácilmente la generación de fotones correlacionados.

Se observó el espectro angular del proceso de SPDC para haces Gauss (pa-
raxiales), y para Bessel-Gauss y Bessel-Gauss vectoriales (no-paraxiales),
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haciéndose una comparación entre los dos últimos. Se observó que un haz
paraxial posee un EA simétrico con respecto a su centro, mientras que un
haz no-paraxial no es simétrico con respecto a su centro sino con respecto a
un eje determinado por la polarización del bombeo. También, al comparar el
EA de los BBs y el de los VBBs se observó una diferencia en la distribución
de las parejas de fotones, pues en el de los BBs los fotones se distribuyen
homogéneamente, mientras que en el de los VBBs tienden a distribuirse en
los extremos interno y externo del anillo formado.

Se reprodujeron con éxito los haces Bessel vectoriales deseados, y se verificó
que los tamaños teóricos coincidieran con los experimentales, siendo esta
observación necesaria como preparación de los mismos al utilizarlos en la
técnica cristalográfica.

Se sigue trabajando en la observación del grupo de simetría de los cristales
aquí mencionados.



Apéndice A

Imágenes
A.1. Modo TE del VBB

Se seleccionó la componente azimutal con la placa de media onda locali-
zada justo antes del PBS en el arreglo, con este haz se hizo el análisis de
polarización y se obtuvieron la componente horizontal (Figura A.1a) ) y la
componente vertical (Figura A.1b) ).

(a) Componente horizontal del VBB. (b) Componente vertical del VBB.

Figura A.1: Análisis de polarización para la componente TE del VBB.

A.2. Análisis de OAM para un Haz Bessel-Gauss
de segundo orden

Se utilizó un Axicón de 5◦, una abertura triangular de 100µm y una lente de
distancia focal f = 50mm. El haz Bessel-Gauss de segundo orden generado
se muestra en la Figura A.2.
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Figura A.2: Haz Bessel-Gauss de segundo orden.

En La Figura A.3 se muestra el análisis de OAM realizado al haz Bessel-
Gauss de orden 2, donde el inciso (a) es para un haz con carga topológica
m = −2 y el inciso (b) para un haz con m = +2.

(a) Haz Bessel escalar con carga topo-
lógica m = −2.

(b) Haz Bessel escalar con carga topo-
lógica m = +2.

Figura A.3: Análisis de OAM con una abertura triangular para un Haz Bessel-Gauss
de orden dos.



Apéndice B

Desarrollos matemáticos
B.1. Campo electromagnético para VBBs

B.1.1. Campo eléctrico en coordenadas cilíndricas

Definamos al operador nabla en coordenadas cilíndricas como:

∇ = ∂ρρ̂+ 1
ρ
∂ϕϕ̂+ ∂z ẑ (B.1)

y a un vector de dirección cuya única propagación es en el eje ẑ:

l̂ = 0̂lx + 0̂ly + l̂z (B.2)

con esto, utilicemos las definiciones paraMn y aNn mostradas en el Capítu-
lo 3.1 de esta tesis. Sea la función escalar Un = An(ρ, ϕ)ei(φn+κzz), tenemos
que:

∇Un = ∂ρ[Anei(φn+κzz)]ρ̂+ 1
ρ
∂ϕ[Anei(φn+κzz)]ϕ̂+ ∂z[Anei(φn+κzz)]ẑ

= [ei(φn+κzz)∂ρAn +An∂ρ(ei(φn+κzz))]ρ̂+ 1
ρ

[ei(φn+κzz)∂ϕAn

+An∂ϕ(ei(φn+κzz))]ϕ̂+An∂z(ei(φn+κzz))ẑ

= ei(φn+κzz){[∂ρAn + iAn∂ρφn]ρ̂+ 1
ρ

[∂ϕAn

+ iAn∂ϕφn]ϕ̂+ iκzAnẑ} (B.3)

Por cuestiones de espacio, definamos:

C = ei(φn+κzz) (B.4)
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Haciendo el producto vectorial de B.2 con B.3:

l̂×∇Un =

 ρ̂ ϕ̂ ẑ
0 0 1

C[∂ρAn + iAn∂ρφn] C 1
ρ [∂ϕAn + iAn∂ϕφn] iCκzAn


= −C 1

ρ
[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]ρ̂+ C[∂ρAn + iAn∂ρφn]ϕ̂ (B.5)

Ahora, haciendo el producto vectorial del operador nabla con B.5

∇× l̂×∇Un =

 ρ̂ ϕ̂ ẑ
∂ρ

1
ρ∂ϕ ∂z

−C 1
ρ [∂ϕAn + iAn∂ϕφn] C[∂ρAn + iAn∂ρφn] 0


= −∂z{C[∂ρAn + iAn∂ρφn]}ρ̂− ∂z{C

1
ρ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]}ϕ̂

+ {∂ρ[C(∂ρAn + iAn∂ρφn)] + 1
ρ
∂ϕ[C 1

ρ
(∂ϕAn + iAn∂ϕφn)]}ẑ

y reemplazando aquí B.4, obtenemos:

∇× l̂×∇Un = ei(φn+κzz){−iκz[∂ρAn + iAn∂ρφn]ρ̂− iκz
ρ

[∂ϕAn

+ iAn∂ϕφn]ϕ̂+ [i∂ρφn∂ρAn −An(∂ρφn)2 + ∂ρρAn

+ i∂ρAn∂ρφn + iAn∂ρρφn + 1
ρ2 (i∂ϕφn∂ϕAn

−An(∂ϕφn)2 + ∂ϕϕAn + i∂ϕAn∂ϕφn + iAn∂ϕϕφn)]ẑ} (B.6)

Finalmente, con B.5 y con B.6 se obtienen, respectivamente, las expresiones
para Mn y Nn:

Mn = −ei(φn+κzz){−ρ̂1
ρ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]

+ ϕ̂[∂ρAn + iAn∂ρφn]} (B.7)
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Nn = −ei(φn+κzz) 1
κ
{−iκz[∂ρAn + iAn∂ρφn]ρ̂− iκz

ρ
[∂ϕAn

+ iAn∂ϕφn]ϕ̂+ [i∂ρφn∂ρAn −An(∂ρφn)2 + ∂ρρAn

+ i∂ρAn∂ρφn + iAn∂ρρφn + 1
ρ2 (i∂ϕφn∂ϕAn

−An(∂ϕφn)2 + ∂ϕϕAn + i∂ϕAn∂ϕφn + iAn∂ϕϕφn)]ẑ} (B.8)

B.1.2. Ecuación de Helmholtz para una función An separable

Definamos la función escalar A como:

A = F (ρ)G(ϕ) (B.9)

Tenemos que la ecuación de Helmholtz en coordenadas cilíndricas, sustitu-
yendo B.9, es:

{ρ2∂ρρ + ρ∂ρ + ∂ϕϕ + ρ2κ2
⊥ − (∂ϕφn)2 − ρ2(∂ρφn)2}F (ρ)G(ϕ) = 0 (B.10)

Por cuestiones de espacio, se van a utilizar las funciones F y G sin su de-
pendencia, entendiéndose que F (ρ) = F y G(ϕ) = G. Tomando en cuenta la
consideración obtenida de que φn = constante y simplificando esta ecuación

ρ2G∂ρρF + ρG∂ρF + F∂ϕϕG+ ρ2κ2
⊥FG = 0.

Dividiendo por FG y separando por variables obtenemos

1
F

[ρ2∂ρρF + ρ∂ρF ] + ρ2κ2
⊥ = 1

G
∂ϕϕG = 0

Ya que cero es una constante, podemos elegirlo como una constante de se-
paración ν2. Entonces, obtenemos las ecuaciones separadas para las coorde-
nadas ρ y ϕ

ρ2∂ρρF + ρ∂ρF + (ρ2κ2
⊥ − ν2)F = 0 (B.11)
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∂ϕϕG+ ν2G = 0 (B.12)

B.1.3. Campo eléctrico para modos TE y TM

Tenemos para el campo eléctrico en coordenadas cilíndricas que sus compo-
nentes son:

Eρ = −eiκzz
∑
n

{an
1
ρ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]

+ ibn
κz
κ

[∂ρAn + iAn∂ρφn]}eiφn (B.13)

Eϕ = eiκzz
∑
n

{an[∂ρAn + iAn∂ρφn]

− ibn
ρ

κz
κ

[∂ϕAn + iAn∂ϕφn]}eiφn (B.14)

Ez = −κ
2
⊥
κ
eiκzz

∑
n

bnAne
iφn (B.15)

De estas ecuaciones, para obtener un modo TE impongamos la condición
b = 0. Para simplificar, no se va a escribir la dependencia de las funciones
de Bessel, pero se entiende que Jm(κ⊥ρ) = Jm; también, consideramos que
φn = 0. Sustituyendo A(ρ, ϕ) = eimϕJm(κ⊥ρ), tenemos para Eρ:

Eρ = −eiκzz a
ρ

[∂ϕ(Jmeimϕ)]

= −iam
ρ
eiκzzeimϕJm (B.16)

Utilizando la relacion de recurrencia:

Jm(z) = z

2m [Jm−1(z) + Jm+1(z)] (B.17)
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haciendo z = κ⊥ρ y sustituyendo en B.16

Eρ = −iam
ρ
eiκzzeimϕ

κ⊥ρ

2m (Jm−1 + Jm+1)

Quedando así Eρ como

Eρ = −iκ⊥
a

2e
imϕeiκ‖z(Jm−1 + Jm+1) (B.18)

Para la componente azimutal se tiene

Eϕ = eiκzza∂ρ[eimϕJm]
= aeiκzzeimϕ∂ρJm (B.19)

Utilizando la relación de recurrencia

∂zJm(z) = 1
2(Jm−1(z)− Jm+1(z)) (B.20)

Y sustituyendo en la ecuación B.19 se obtiene

Eϕ = a

2e
iκ‖zeimϕ(Jm−1 − Jm+1) (B.21)

Para la componente en z, el término completo está multiplicado por b, por
lo que se obtiene

Ez = 0 (B.22)

Ahora, para un modo TM la condición es que a = 0. Para la componente
radial:

Eρ = −eiκzzibκz
κ
∂ρ[eimϕJm] (B.23)

Simplificando y utilizando la relación de recurrencia B.20 obtenemos
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Eρ = −i
κ‖
κ

b

2e
imϕeiκ‖z(Jm−1 − Jm+1) (B.24)

Para la componente azimutal, de B.14 tenemos

Eϕ = −eiκzzi b
ρ

κz
κ
∂ϕe

imϕJm (B.25)

Aplicamos la derivada parcial, sustituimos la relación de recurrencia B.17
en esta ecuación y obtenemos:

Eϕ = b

2
κ‖κ⊥

κ
eiκ‖zeimϕ(Jm−1 + Jm+1) (B.26)

Para la componente en z, una sustitución directa de B.9 en B.15 nos da

Ez = −bκ
2
⊥
κ
eiκ‖zeimϕJm (B.27)

Ahora, para obtener el campo transversal electromagnético, tenemos que
está dado por la ecuación

−→
E (ρ, ϕ, z; t) = E(ρ, ϕ, z)e−iωt (B.28)

Entonces, sumando las ecuaciones B.18,B.21,B.22, para el campo TE, con
las ecuaciones B.24,B.26,B.27 del campo TM y sustituyendo en esta ecuación

−→
Em(ρ, ϕ, z; t) = {[−iκ⊥

a

2(Jm−1 + Jm+1)− i b2
κz
κ

(Jm−1 − Jm+1)]ρ̂

+ [a2(Jm−1 − Jm+1) + b

2
κzκ⊥
κ

(Jm−1 + Jm+1)]ϕ̂

− bκ
2
⊥
κ
Jmẑ}ei(mϕ+κzz−ωt)

= {a2 [−iκ⊥(Jm−1 + Jm+1)ρ̂+ (Jm−1 − Jm+1)ϕ̂]

− bκzκ⊥
2κ [i 1

κ⊥
(Jm−1 − Jm+1)ρ̂− (Jm−1 + Jm+1)ϕ̂

+ 2κ⊥
κz
Jmẑ]}ei(mϕ+κzz−ωt)
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Haciendo εTM = − b
2
κzκ⊥
κ y εTE = ia2

κz
κ , multiplicando a los términos TE

por κz
κz

κ
κ
i
i , y multiplicando a la componente azimutal TM por i

i

−→
Em(ρ, ϕ, z; t) = {εTE [−κ⊥κ

κz
(Jm−1 + Jm+1)ρ̂− i κ

κz
(Jm−1 − Jm+1)ϕ̂]

+ εTM [i 1
κ⊥

(Jm−1 − Jm+1)ρ̂− (Jm−1 + Jm+1)ϕ̂

+ 2κ⊥
κz
Jmẑ]}ei(mϕ+κzz−ωt)

Finalmente llegamos a la ecuación de campo eléctrico para un VBB en coor-
denadas cilíndricas:

El =
[(
iεTM (Jl−1 − Jl+1)− κ

κz
εTE(Jl−1 + Jl+1)

)
ûρ

−
(
εTM (Jl−1 + Jl+1) + iκ

κz
εTE(Jl−1 − Jl+1)

)
ûϕ

+ 2κ⊥
κz
εTMJlûz

]
eiκ‖z+ilϕ−iωt (B.29)
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