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pequeñas cosas llegaremos a comprender las

grandes”
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agradecido con lo que he aprendido de cada uno de ellos y por el apoyo que

siempre recib́ı. A mi amigo y compañero Alfredo, por todo el apoyo.
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Resumen

En esta tesis se formula un método efectivo para calcular la susceptibilidad no

lineal de segundo orden, χ(2)
ijk(2ω), de un metamaterial nanoestructurado, compuesto

por un anfitrión y un huésped cuya forma geométrica se escoge para amplificar los

efectos ópticos no lineales. Las funciones dieléctricas del anfitrión y del huésped son

tomadas de datos bien conocidos. Considerando los efectos de campo local y haciendo

la aproximación de longitud de onda larga se propone un método de homogenización

del campo eléctrico, de manera tal que podemos calcular la respuesta macroscópica del

sistema a través de los efectos colectivos de las interacciones microscópicas.
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1.1. Metamateriales.

1.1.1. Contexto Histórico.

Desde el comienzo de los estudios en el campo de la Óptica, los que se desenvuelven en esta

disciplina, se han esforzado en utilizar las propiedades de los materiales que existen de manera

natural para poder controlar la luz. Tales han sido los avances tecnológicos y las necesidades

para estudiar las propiedades de la luz y su interacción con la materia, que no ha sido suficiente

con los materiales que nos brinda la naturaleza para realizar dichas actividades. Para ampliar

aún mas el control sobre la luz, se han creado materiales artificiales, diseñados especialmente

para exhibir nuevas e inusuales propiedades electromagnéticas, dif́ıciles, exóticas ó hasta
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1. Introducción.

imposibles de encontrar en el medio natural [1].

El primer intento para explorar un material artificial se remonta a la última parte del

siglo XIX, cuándo en 1898 Jagadis Chunder Bose realizo un experimento con microondas

sobre materiales a los que se les modificaba su estructura, girandola ó retorciéndola, dándose

cuenta que estos eran precisamente materiales quirales, que se obtuvieron artificialmente [2].

La quiralidad fue una de las primeras propiedades de estos nuevos materiales en las que se

comenzó a trabajar, antes de que se les denominara formalmente metamateriales.

Cuándo se habla de un metamaterial, podemos referirnos a aquellos materiales que han

sufrido alguna modificación en su estructura pero no en su composición qúımica. Tal fue el

caso de Lindman en 1914 [3], quién trabajo con medios quirales artificiales, generados por

la incorporación de alambres pequeños en forma de hélice, acomodados de forma aleatoria

en una matriz. Por otra parte Kock en 1948, [4] logró fabricar lentes ligeras en el espectro

de las microondas mediante la disposición de esferas conductoras, discos y tiras periódicas

dispuestas en la lente, adaptando aśı el ı́ndice de refracción efectivo del medio.

A partir de la publicación de John Pendry en el 2000 sobre materiales con ı́ndice de re-

fracción negativo y la posibilidad de crear lentes perfectas por medio de ellos [5], ha surgido

un interés mayor en el estudio de esta área, como aśı también, un aumento en los trabajos

académicos relacionados al tema. Por esta razón, se han desarrollado técnicas experimenta-

les para poder fabricar estos materiales como lo son la litograf́ıa de alta resolución por haz

de electrones o el fresado por iones. También se han desarrollado técnicas para caracteri-

zar su comportamiento, además, existen modelos teóricos capaces de calcular y predecir las

propiedades de estos. Dichos métodos son tan poderosos, que son capaces de realizar predic-

ciones en un amplio rango de escalas, partiendo desde los nanómetros hasta llegar a la escala

milimétrica.

Formalmente, los metamateriales se pueden definir al menos de tres maneras. Primera-

mente, el prefijo “meta” viene del Griego y significa después ó más allá, suele utilizarse para

denotar algo que ha ocurrido derivado de una transformación, que trasciende a algo más.
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1.1. Metamateriales.

Por lo tanto, se espera que un metamaterial exhiba una o mas propiedades cualitativamente

diferentes, más alla de las que presentan sus constituyentes ordinarios: “el todo es mas que

la suma de sus componentes” [6].

Rodger M. Walser fue el primero en utilizar la palabra metamaterial, dando la siguiente

definición:

“Los metamateriales se definen como compuestos macroscópicos que han sido fabricados

por el hombre, y que tienen una estructura 3-dimensional, periódica, diseñada para producir

una combinación optimizada, no disponible en la naturaleza, de dos o más respuestas a una

excitación espećıfica” [7].

Otra definición para un metamaterial puede ser la que da J. Valentine [8] “Los meta-

materiales son estructuras artificiales que tienen propiedades no alcanzables con materiales

naturales”.

y una última por Bora Ung [6]:

“Un metamaterial es un material compuesto cuya microestructura está diseñada artifi-

cialmente de tal manera que la respuesta macroscópica efectiva emergente de la estructura a

una excitación dada no se encuentra fácilmente en la naturaleza”.

Esta última, quizá sea una de las que mejor se acopla a lo que más adelante se analizará.

Aunque estas definiciones bien pueden aplicarse a cualquier área dónde se utilicen dichos

materiales, nuestro interés esta basado en los que exhiben propiedades electromagnéticas, de

las cuáles se hablará en la siguiente subsección.

1.1.2. Propiedades Ópticas de Metamateriales.

Es necesario hacer la distinción entre un metamaterial y otros dispositivos ópticos es-

trechamente relacionados con ellos, como lo son los cristales fotónicos. La diferencia entre

estos dos dispositivos recae básicamente en el tamaño de la celda unitaria, a, de la estructura

periódica. T́ıpicamente para un metamaterial la celda unitaria debe ser mucho mas pequeña

que la longitud de onda, λ, de la onda incidente, e.g. a << λ. Existe la condición denominada
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1. Introducción.

condición de homogeneidad efectiva [9], la cual establece que el tamaño de celda unitaria

deseado para un metamaterial debe cumplir que

a ≤ λ

4 , (1.1)

para asegurar que los fenómenos de refracción dominarán sobre los fenómenos de dispersión

y difracción. Si esta condición se cumple, la estructura se comporta como un material real, en

el sentido de que las ondas electromagnéticas solo responden a los parámetros constitutivos

promedio que dependen de la naturaleza de la celda unitaria, donde se supone que la estruc-

tura es homogénea a través de la dirección de propagación. Los parámetros constitutivos son

la función dieléctrica ε(ω) y la permeabilidad magnética µ, cuyos valores están relacionados

con el ı́ndice de refracción n(ω) mediante

n = ±
√
ε(ω)µ, (1.2)

donde ω es la frecuencia de la onda electromagnética y en esta tesis se toma µ = 1, ya que

no se consideran los efectos magnéticos. En la ecuación, (1.2), se consideran los dos signos

de la ráız cuadrada para n(ω), mismos que corresponden a materiales derechos (signo +) y

materiales izquierdos (signo −). El ı́ndice de refracción negativo fue predicho en 1967 [10],

y en 2004 fue posible crear un metamaterial con esta caracteŕıstica [11]. De la misma forma

hay una gran cantidad de literatura donde se han abordado los efectos ópticos lineales de una

enorme variedad de metamateriales, por ejemplos los trabajos del grupo del CIO, [12,13]. En

esta tesis extendemos la investigación hacia las propiedades ópticas no lineales, en particular

la generación de segundo armónico (GSA).

1.2. Fenómenos Ópticos No Lineales.

Los efectos ópticos no lineales son de gran interés por su amplia gama de aplicaciones,

y son generados cuando un haz muy intenso de luz incide sobre un material. Para describir

este proceso es necesario hablar de la polarización P [14]. Esta cantidad es la encargada de
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1.2. Fenómenos Ópticos No Lineales.

describir la respuesta óptica de un material. Tomando las ecuaciones de Maxwell para el

campo eléctrico E y magnético B, como

∇·E = 4πρtot (1.3)

∇·B = 0 (1.4)

∇×E = −1
c

∂B
∂t

(1.5)

∇×B = 4π
c

Jtot + 1
c

∂E
∂t

(1.6)

donde la densidad de carga total, ρtot, y la corriente total, Jtot, están relacionadas, con sus

contrapartes externas, a través de

ρtot = ρext −∇·P (1.7)

Jtot = Jext + ∂P
∂t

+ c∇×M (1.8)

donde M corresponde a la magnetización. Podemos relacionar a los campos E y B con P y

M de la siguiente manera

D ≡ E + 4πP (1.9)

B ≡ H + 4πM (1.10)

siendo D el vector de desplazamiento eléctrico y H la inducción magnética. De manera tal,

que si tomamos la divergencia de D

∇·D = 4πρext (1.11)

y el rotacional de H

∇×H = 4π
c

Jext + 1
c

∂D
∂t

(1.12)

con lo cual procediendo de la manera usual, podemos obtener la ecuación de onda

∇×∇×E + 1
c2
∂2D
∂t2

= 4π
c2
∂Jext

∂t
. (1.13)
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1. Introducción.

Relacionando la corriente externa con la polarización mediante

Jext = ∂2P
∂t2

(1.14)

obtenemos finalmente que

∇×∇×E + 1
c2
∂2

∂t2
E = 4π

c2
∂2P
∂t2

. (1.15)

Es claro ver que P actúa como fuente en la ecuación de onda, y para este trabajo, la expre-

samos como una serie de potencias en función de E,

P = ε0
[
χ(1)E + χ(2)E2 + χ(3)E3 + . . .

]
(1.16)

≡ P (1) + P (2) + P (3) + . . . , (1.17)

donde χ(n) es la susceptibilidad de orden n del material. A su vez, podemos definir a la

susceptibilidad como una función de proporcionalidad que describe el grado de polarización de

un material en términos del campo eléctrico que incide sobre el. El término lineal corresponde

al primer término de la serie de la ecuación de arriba, e.g.

P(1) = ε0χ
(1)E, (1.18)

que describe las interacciones lineales entre la luz y la materia, que son las más comunes, como

los fenómenos de reflexión, transmisión y refracción de la luz. Los términos de orden mayor

a uno, son los que dan el comportamiento óptico no lineal, y en general las susceptibilidades

no lineales χ(n) son muy pequeñas [15]. Esto explica el por que los fenómenos no lineales

requieren de un campo E de gran intensidad.

Como en esta tesis solo estamos interesados en los efectos de segundo orden, de la Ec.

(1.16) podemos escribir

P
(2)
i (2ω, r) = ε0χ

(2)
ijk (2ω)Ej(ω, r)Ek(ω, r), (1.19)

donde los ı́ndices ijk se refieren a las componentes cartesianas de los campos, y se suman si

están repetidos; la dependencia en r se ha mostrado explicitamente.
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1.2. Fenómenos Ópticos No Lineales.

1.2.1. Efectos de la simetŕıa en la Generación de Segundo

Armónico.

Un material centrosimétrico, posee un centro de inversión, tal que para cada punto r

existe un punto idéntico localizado en −r. Este hecho los podemos escribir en la Ec. (1.19)

P
(2)
i (2ω, r) = ε0χ

(2)
ijk (2ω)Ej(ω, r)Ek(ω, r),

r→ −r

P
(2)
i (2ω,−r) = ε0χ

(2)
ijk (2ω)Ej(ω,−r)Ek(ω,−r),

−P (2)
i (2ω, r) = ε0χ

(2)
ijk (2ω)(−Ej(ω, r))(−Ek(ω, r)),

P
(2)
i (2ω, r) = −ε0χ

(2)
ijk (2ω)Ej(ω, r)Ek(ω, r), (1.20)

dado que tanto P como E son vectores polares, y por ende cambian de signo ante una

inversión de r, e.g. E(−r) = −E(r) y P(−r) = −P(r). De la primer y última linea de la

ecuación anterior obtenemos que

χ
(2)
ijk (2ω)[r] = −χ(2)

ijk (2ω)[−r], (1.21)

pero como el sistema es centrosimétrico, la respuesta de esté debe de ser identica si estamos

en r on en −r, por cual concluimos que

χ
(2)
ijk (2ω) = 0 sistema centrosimétrico, (1.22)

Es decir, todos los procesos no lineales de segundo orden no son permitidos en materiales

centrosimétricos Existen contribuciones debidas a la generación de segundo armónico en

la superficie de materiales centrosimétricos, donde esta simetŕıa precisamente se rompe y

empiezan a tener lugar los efectos de segundo orden. Del mismo modo, cualquier otro método

que logre romper la simetŕıa del sistema, permitirá que se produzca un efecto no lineal de

segundo orden, en espećıfico, la generación de segundo armónico. Debido a que existe una

fuerte contribución al segundo armónico en la superficie, es posible utilizar este efecto como

7



1. Introducción.

una herramienta para analizar superficies e interfaces [16]. En general χ(2) es un tensor de

tercer orden con 27 elementos. Cada uno de estos elementos podrá ser diferente de cero,

aunque la cantidad de términos que son diferentes de cero varian con las propiedades de

simetŕıa del medio. La generación de segundo armónico tiene una permutación intŕınseca

de la simetŕıa para los campos entrantes tal que χ(2)
ijk = χ

(2)
ikj , lo que reduce el número de

elementos diferentes de cero de 27 a 18. Aún aśı, la simetŕıa del sistema puede ayudarnos a

reducir el número de elementos que deben ser calculados como se verá más adelante.
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2 Cálculo de propiedades ópticas de

metamateriales.

Sumario

2.1. Respuesta macroscópica en metamateriales nanoestructurados. . . . . . . . 10

2.1.1. Teoŕıa General. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1.2. Sistemas Binarios Periódicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1.3. Método Recursivo de Haydock. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2. Modelo Dipolar para GSA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3. Campo Eléctrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

En este caṕıtulo, se formula el procedimiento para calcular las propiedades ópticas de

metamateriales, en concreto estamos interesados en la la generación de segundo armónico,

que viene dada por χ(2ω). Mostraremos un breve repaso donde se describe como se calculan

las propiedades lineales utilizando el método de homegenización del campo utilizado en la

Ref. [17], además de explicar brevemente el método de recursión de Haydock [18], parte

medular en la rapidez de los cálculos; este método permite realizar cálculos de propiedades

ópticas, significativamente más rápidos que con otros métodos.
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2. Cálculo de propiedades ópticas de metamateriales.

2.1. Respuesta macroscópica en metamateriales

nanoestructurados.

Cuándo la luz se propaga dentro de un material homogéneo se puede caracterizar por

su respuesta electromagnética promedio. T́ıpicamente, los efectos magnéticos son desprecia-

bles en el régimen óptico, es aśı que basta con conocer la respuesta dieléctrica para estudiar

el comportamiento de la luz dentro del material. Cuándo se tiene un metamaterial, cuyos

componentes tienen una función dieléctrica bien definida, también es posible calcular la res-

puesta dieléctrica macroscópica del mismo, sin que esta corresponda necesariamente a una

combinación trivial de las funciones dieléctricas de los materiales constituyentes. A conti-

nuación, presentamos un método para calcular la respuesta dieléctrica macroscópica en un

metamaterial.

2.1.1. Teoŕıa General.

Consideramos un sistema inhomogéneo que se caracteriza por su respuesta dieléctrica mi-

croscópica ε̂, definida a través de la ecuación constitutiva D = ε̂E, donde D y E corresponden

al vector de desplazamiento eléctrico y al campo eléctrico microscópicos. Se designan como

campos microscópicos debido a sus fluctuaciones espaciales que provienen de la inhomoge-

neidad del sistema. El objetivo es entonces, obtener la respuesta macroscópica, relacionando

los campos macroscópicos de los cuales las fluctuaciones han sido removidas [19].

Utilizando F(r, t) = F(r)eiωt, para los campos, obtenemos de la ecuación de onda, Ec.

(1.13), que

ŴE = 4π
iqc

Jext (2.1)

donde

Ŵ = ε̂+ 1
q2∇×∇× = ε̂+ 1

q2∇
2P̂T (2.2)

10



2.1. Respuesta macroscópica en metamateriales nanoestructurados.

es el operador de onda, q = ω/c es el número de onda de la luz en el vaćıo, ω es la frecuencia, c

la velocidad de la luz en el vaćıo y J es la densidad de corriente externa. Se ha introducido el

proyector transversal P̂T , mismo que nos da la proyección transversal de un campo F, FT =

P̂TF. Por completez, se introduce el proyector longitudinal P̂L de manera que P̂L + P̂T = 1̂,

con 1̂ el operador identidad. La Ec. (2.1) contiene ambas partes, transversal y longitudinal.

Resolviendo formalmente la Ec. (2.1) para obtener E, encontramos que

E = 4πc
iq
Ŵ−1Jext. (2.3)

Como estamos interesados en calcular la respuesta macroscópica del sistema, introducimos un

proyector de promedio P̂a y uno más de fluctuaciones P̂f , tales que un campo arbitrario pueda

escribirse como F = Fa + Ff con Fa = P̂aF el promedio y Ff = P̂fF su parte fluctuante,

aśı podemos identificar el campo promedio con la parte macroscópica del campo Fa ≡ FM .

Por el momento solo se sabe que estos proyectores son idempotentes P̂2
a = P̂a, P̂2

f = P̂f , es

decir, el promedio del promedio es el promedio, y las fluctuaciones de las fluctuaciones son las

fluctuaciones [19]. Además de esto P̂aP̂f = P̂f P̂a = 0 y P̂a+ P̂f = 1̂, también suponemos que

la corriente externa no tiene fluctuaciones espaciales, es decir Jextf = 0 y Jext = JM = P̂aJM.

De esta manera si aplicamos el operador P̂a en la Ec. (2.3),

P̂a
[
E = 4π

iqc
Ŵ−1Jext

]
P̂aE = 4π

iqc
P̂aŴ−1(P̂a + P̂f )Jext

EM = 4π
iqc
Ŵ−1

M JM, (2.4)

dado que P̂a + P̂f = 1 y definimos

Ŵ−1
M ≡ P̂aŴ−1P̂a, (2.5)

generando aśı una ecuación para el campo eléctrico macroscópico, que se relaciona con el

operador de onda macroscópico ŴM , que de la Ec. (2.2)

ŴM = ε̂M + 1
q2∇

2P̂aP̂T , (2.6)

11



2. Cálculo de propiedades ópticas de metamateriales.

con ε̂M , la respuesta dieléctrica macroscópica del sistema. Estos resultados pueden ser fácil-

mente generalizados a otras situaciones y otro tipo de respuestas. El procedimiento consiste

en primero identificar la respuesta, es nuestro caso Ŵ−1 a una perturbación externa, i.e. Jext

y entonces promediar la respuesta para obtener la parte macroscópica correspondiente Ŵ−1
M ,

lo que está relacionado con la respuesta deseada, es decir ε̂M .

2.1.2. Sistemas Binarios Periódicos.

Usaremos la Ec. (2.6) para obtener las propiedades ópticas de un metamaterial hecho con

dos materiales a y b con funciones dieléctricas εa(ω) y εb(ω) respectivamente. Asumimos que

ambos medios son isotrópicos y homogéneos, esto quiere decir que εa(ω) y εb(ω) son funciones

escalares complejas que dependen de la exclusivamente de la frecuencia y que son obtenidas

de mediciones experimentales o de modelos bien establecidos [20].

Un sistema periódico, a lo largo de xy, es el que se muestra en la Fig. (2.1), donde se

tiene un material a, que llamamos el anfitrión, es centrosimétrico, y esta descrito por la

función dieléctrica εa(ω). En el anfitrión se tienen inclusiones de un material b descrito por

una función dieléctrica εb(ω), que en este trabajo tomaremos como una constante real, sin

perdida de generalidad en la formulación. Se hace énfasis en que el sistema es invariante a lo

largo de la dirección perpendicular, que tomamos como z.

Figura 2.1: Esquema de un metamaterial hecho con un material descrito
por εa(ω) con inclusiones de un material descrito por εb(ω). El sistema es
invariante a lo largo de z y periódico en xy.

Para describir completamente lo que pasa en cada parte del metamaterial introducimos

12



2.1. Respuesta macroscópica en metamateriales nanoestructurados.

la función caracteŕıstica B(r), donde esta toma el valor de B(r) = 1, para cualquier punto

r en la región b ocupada por la inclusión, y B(r) = 0 en cualquier otro lado, esto es, en el

anfitrión. Aśı, podemos escribir la respuesta dieléctrica microscópica como

ε(r) = εa
u

(u−B(r)) , (2.7)

donde definimos la función espectral u = 1/(1 − εb/εa) [21]; omitimos la dependencia en ω

por simplicidad de escritura. De esta forma, el operador de onda microscópico de la Ec. (2.2)

podemos escribirlo como

Ŵ = εa
u

(
uĝ−1 − B̂

)
, (2.8)

donde el operador carateŕıstico B̂ corresponde a la multiplicación por B(r) en el espacio real

y definimos

ĝ ≡
(

1 + ∇
2P̂T

q2εa

)−1

. (2.9)

Usando la Ec. (2.8) reescribimos la Ec. (2.5) como

Ŵ−1
M = u

εa
ĝaa

(
u− B̂ĝ

)−1

aa
, (2.10)

donde ĝ no esta acoplado con las fluctuaciones de los campos. Usando el Teorema de Bloch

[22], consideramos un campo eléctrico de la forma

Ek(r) =
∑
G

EGe
i(k+G)·r, (2.11)

donde k es el vector de onda dado, {G} es la red rećıproca de nuestro material y los co-

eficientes EG representan el campo en el espacio rećıproco. En esta representación, todos

los operadores pueden ser escritos como matrices con pares de ı́ndices vectoriales G,G′,

además de los otros ı́ndicies posibles, como los Cartesianos. Aśı, representamos el proyector

longitudinal como la matriz

PLGG′ = δGG′
(k + G)
|k + G|

(k + G′)
|k + G′|

(2.12)

13



2. Cálculo de propiedades ópticas de metamateriales.

con δGG′ la delta de Kronecker, aśı el proyector transversal se convierte en PTGG′ = 1δGG′ −

PLGG′ con 1 la matriz identidad Cartesiana. El operador Laplaciano en el espacio rećıproco

es

∇2 → −(k + G)2δGG′ , (2.13)

y podemos definir el proyector promedio como un corte en el espacio rećıproco

(Pa)GG′ = δG0δG′0, (2.14)

de modo que los campos promedio simplemente mantienen la contribución con el vector de

onda k mientras que los otros vectores de onda son filtrados. Como se mostró en la Ec. (2.10),

solo requerimos

(u− B̂ĝ)−1
aa = (u− B̂ĝ)−1

00 (2.15)

para obtener el inverso del operador de onda macroscópico, donde los sub́ındices 0 denotan

la proyección en el subespacio con G = 0.

2.1.3. Método Recursivo de Haydock.

Se puede hacer un análogo de la Ec. (2.15) con la función de Green correspondiente a un

Hamiltoniano Ĥ, de la forma [18]

Ĝ(ε) = (ε− Ĥ)−1, (2.16)

donde podemos identificar a Ĥ → B̂ĝ que es la proyección longitudinal de la función carac-

teŕıstica y ε → u. De forma que, para encontrar la proyección de la función de Green sobre

un estado |â〉 basta con obtener

(u− B̂ĝ)−1
aa → 〈a|(u− B̂ĝ)−1|a〉 (2.17)

que es el operador de Green correspondiente a algún Hamiltoniano Ĥ que además es Hermi-

tiano y ε es alguna enerǵıa compleja [13], donde el Hamiltoniano se puede identificar como la
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2.1. Respuesta macroscópica en metamateriales nanoestructurados.

proyección longitudinal de la función caracteŕıstica B̂LL, la enerǵıa ε con la variable espectral

u, lo que muestra que la correspondiente función de Green es proporcional al inverso de la

función dieléctrica longitudinal macroscópica. El método de Haydock [18] puede aplicarse

para obtener la función de Green proyectada de una manera muy eficiente, y se ha adaptado

al cálculo de respuesta ópticas de sistemas nanoestructurados.

De acuerdo con la Ec. (2.10), necesitamos el promedio (u − B̂ĝ)−1
aa = 〈a|(u − B̂ĝ)−1|a〉,

donde hemos proyectado sobre un estado promedio |a〉 = b0|0〉 que consiste en una onda

plana con un vector de onda k dado, frecuencia ω y polarización e. Ahora, definimos b0 ≡ 0

y obtenemos nuevos estados mediante la relación de recursión

| ˜n+ 1〉 ≡ B̂ĝ|n〉 = bn+1|n+ 1〉+ an|n〉+ gn−1gnbn|n− 1〉 (2.18)

donde los estados {|n〉} están normalizados de acuerdo a la metrica ĝ, esto es

〈n|ĝ|m〉 = gnδnm, (2.19)

donde gn = ±1 y δnm es la delta de Kronecker. El requerimiento de ortonormalización produce

los coeficientes de Haydock generalizados an, bn+1, y gn+1 dados de los coeficientes previos

bn, gn y gn−1. de manera que an es obtenido de

〈n|ĝ| ˜n+ 1〉 = angn, (2.20)

y bn+1 de

〈 ˜n+ 1|ĝ| ˜n+ 1〉 = gn+1b
2
n+1 + gna

2
n + gn−1b

2
n−1, (2.21)

donde hemos escogido el signo gn+1 = ±1 para que b2
n+1 sea positivo y podamos escoger bn+1

como un número real. En la base {|n〉}, B̂ĝ esta representado por una matriz tridiagonal con

an a lo largo de la diagonal principal, bn a lo largo de la subdiagonal y gn−1gnbn a lo largo de
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2. Cálculo de propiedades ópticas de metamateriales.

la supradiagonal, esto es

u− B̂ĝ →



u− a0 −b1g1g0 0 0 · · ·

−b1 u− a1 −b2g2g1 0 · · ·

0 −b2 u− a2 −b3g3g2 · · ·
... ... ... . . .


. (2.22)

De acuerdo con la Ec. (2.10), no requerimos invertir completamente la matriz (2.22), solo

necesitamos los elementos en la primera fila y primera columna. De manera tal que estos

elementos se pueden obtener como una fracción continua, los cuales se sustituyen en la Ec.

(2.10), lo que nos da Ec. (2.10)

W−1
M = u

εA

g0b
2
0

u− a0 − g0g1b2
1

u−a1−
g1g2b2

2

u−a2−
g2g3b2

3
...

, (2.23)

y finalmente de la Ec. (2.6) obtenemos que

εMij (ω,k) = 1
q2 (k2δij − kikj) +WM

ij (ω,k). (2.24)

Las Ecs. (2.23) y (2.25) corresponden a los resultados principales de este formalismo. Notando

que en general, este tensor dieléctrico puede depender de ω y k, esto es, una función de

respuesta temporal y espacialmente dispersiva. Para el cálculo no retardado que implica

longitud de onda larga, i.e. λ > a, tenemos que ĝ = 1 y en el ĺımite local, necesario para

calcular las propiedades ópticas, requerimos que k = 0, con lo que

εMij (ω,k) =WM
ij (ω,k), (2.25)

donde ij son ı́ndices Cartesianos.

2.2. Modelo Dipolar para GSA.

En esta sección utilizamos el modelo de la Ref. [23] para calcular la generación del segundo

armónico en un metamaterial y de ah́ı su polarizabilidad no lineal de segundo orden, χ(2)(2ω),
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2.2. Modelo Dipolar para GSA.

como se vió en el Caṕıtulo 1.

El modelo considera un sistema macroscópico de entidades polarizables caracterizadas

por su momento dipolar no lineal p(2ω, r) que viene dado por [23]

p(2ω, r) = − 1
2eα(ω)α(2ω)

[
∇E2(ω, r)− 4E(ω, r)× (∇× E(ω, r))

]
, (2.26)

y sus momentos cuadrupolares,

Q(2ω, r) = −1
2α(ω)2E(ω, r)E(ω, r), (2.27)

que responden al campo eléctrico E(ω, r), donde α(ω) y α(2ω) son las polarizabilidades a la

frecuencia ω y 2ω respectivamente, que son las de un oscilador armónico amortiguado,

α(ω) = e2/m

ω2
0 − ω2 − iω/τ

, (2.28)

con τ la constante de amortiguamiento. También,

ε(ω) = 1 + 4πnBα(ω), (2.29)

es la función dieléctrica de las unidades polarizables, con nB su densidad por unidad de vo-

lumen. Ignorando el retardamiento, podemos expresar la polarización no lineal macroscópica

como

P(2ω, r) = n(r)p(2ω, r)− 1
2∇ · (n(r)Q(2ω, r)) (2.30)

con n(r) la densidad de entidades polarizables. Para el metamaterial esta n(r) toma los

valores correspondientes para el anfitrión y las inclusiones. De tal manera que la polarización

no lineal total será

PM
i (2ω) = 1

A

∫
drPM

i (2ω, r) ≡ χ
(2)
ijk(2ω)Ej(ω)Ek(ω), (2.31)

con A el area de la celda unitaria del metamaterial y χ(2)
ijk(2ω) su susceptibilidad no lineal de

segundo orden que modula la GSA. Como el sistema es invariante a lo largo de z, la integral

es sobre r = (x, y). Para obtener χ(2)
ijk(2ω) debemos de conocer el campo lineal, E(ω, r), que

podemos obtener del método presentado en la sección anterior.
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2. Cálculo de propiedades ópticas de metamateriales.

2.3. Campo Eléctrico.

Podemos identificar a las proyecciones de los campos eléctricos como

DL = ε̂LLEL, (2.32)

que es la ecuación constitutiva para EL y de la cual obtendremos la parte macroscópica

resolviendo la ecuación para este campo, donde L es la proyección longitudinal. Procediendo

entonces a resolver para EL obtenemos

EL = (ε̂LL)−1DL, (2.33)

donde la homegenización de este campo eléctrico microscópico, da

EM
L = (ε̂LL)−1

aa DM
L . (2.34)

De la sección 2.1.3, uno puede demostrar que para obtener el campo eléctrico se debe de
resolver la siguiente ecuación


D0

0
...

0

 =
εA

u


u− a0 −b1 0 0 · · · 0

−b1 u− a1 −b2 0 · · · 0

0 −b2 u− a2 −b3 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 −bN−1 u− aN

 .


E0

E1
...

EN

 (2.35)

de donde podemos calcular cada uno de los campos En−1 como

En−1 = (u− an)En − bn+1En+1

bn
, (2.36)

para finalmente obtener

(u− a0)E0 − b1E1 = u

εA
D0 = u

εA
εM · E0. (2.37)

Si utilizamos la representación de Haydock para describir al campo eléctrico en el espacio

rećıproco, EG será

EG =
∑
n

EnĜ〈G|n〉, (2.38)

donde los En ya fueron calculados mediante (2.35), de manera que bastará con aplicar la trans-

formada inversa de Fourier a EG para obtener E(r), con el cual podemos calcular χ(2)
ijk(2ω).
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En este caṕıtulo, se presentarán los resultados obtenidos a partir de los cálculos de segundo

armónico realizados en distintas estructuras periódicas. Como ya se ha dicho anteriormente,

la GSA depende de la no centrosimétria que tenga el sistema a analizar. El sistema que

se analiza es sumamente interesante, ya que con una figura geométrica muy sencilla para la

forma de la inclusión, es posible controlar la no centrośımetria del metamaterial. Se muestran

cálculos para una celda unitaria cuya inclusión tiene una forma de cruz a lo largo del plano

xy. Se varian tanto la forma de la cruz como la fracción de llenado de la misma. Cada caso

se describe a fondo en la sección correspondiente. Estas estructuras se realizaron en base de

dos materiales, el anfitrión de plata y las inclusiones de vaćıo. Aśı que εa(ω) corresponde

a la función dieléctrica de la plata que se obtuvo de [24], y εb(ω) = 1 que corresponde al
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3. Resultados.

vaćıo. La fracción de llenado se define como el área de la inclusión dividida entre el área de

la celda unitaria. Recordamos que como la teoria desarrollada es válida en la aproximación

de longitud de onda larga, se asume que λ > a.

3.1. Cálculo de χ
(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en

plata, con fracción de llenado = 0.035.

En este metamaterial se formaron inclusiones de vaćıo en forma de cruz, tal como se

muestra en la Fig. 3.1.

-

6
y

x

−L/2 L/2

Figura 3.1: Arreglo periódico para las inclusiones de vaćıo en forma de cruz
en un anfitrión de plata con fracción de llenado de = 0.035.

En la parte izquierda de la figura se muestra la celda unitaria creada para realizar un

arreglo periódico e infinito en el plano xy, dónde se muestra que el tamaño del rectángulo

vertical de la cruz tiene un ancho de L. Se generaron 21 arreglos similares a este, con diferentes

disposiciones de la barra vertical que conforma la cruz, esto con el fin de pasar de un arreglo

centrosimétrico a uno no-centrosimetrico, simplemente moviendo la posición del punto −L/2.
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3.1. Cálculo de χ(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con fracción de llenado = 0.035.

La idea es ir variando la geometŕıa del sistema y ver como cambia χ(2)
ijk (2ω). La fracción de

llenado de esta estructura, es de 0.035, es decir, del total del metamaterial, la mayor parte

de este es plata y solo un 3.5 % se trata de vaćıo. Fuera de la situación centrosimétrica y

tomando en cuenta que la cruz presenta una simetŕıa de inversión solamente respecto al eje

y, se puede obtener que las componentes de χ(2)
ijk (2ω) diferentes de cero son:

χ(2)
xxx(2ω) 6= χ(2)

xyy(2ω) 6= χ(2)
yyx(2ω) 6= 0, (3.1)

La Fig. 3.2 se muestra la progresión del comportamiento de |χ(2)
xxx(2ω)| como función de

la enerǵıa de la onda incidente en eV , y conforme se desplaza la parte vertical de la cruz

hacia la izquierda, de L/2 a −L/2, rompiendo aśı la centrosimétria, se presentan dos casos

particulares; la parte superior cuándo la inclusión no tiene una parte horizontal del lado

izquierdo y la parte inferior de la figura, cuándo la inclusión es completamente en forma

de cruz. En la Fig. 3.3, se muestra una animación de |χ(2)
xxx(2ω)| que puede ser visualizada

abriendo el documento tesis.pdf con ayuda del Acrobat Reader. La parte izquierda de

la Fig. 3.3 nos muestra dos recuadros más, uno correspondiente a la celda unitaria de la

inclusión creada, dónde la parte en amarillo corresponde al vaćıo y la parte negra a la plata.

La parte de abajo del lado izquierdo de la figura corresponde al mapa de polarización, |P (2)
i |,

generado por las ondas incidentes en el material, Ec. (1.19). En la animación se puede apreciar

claramente, como el rompimiento de la centrosimétria del metamaterial hace que el segundo

armónico vaya apareciendo, también es obvio que conforme la celda unitaria se va volviendo

menos centrosimétrica, la señal en el segundo armónico debe ser diferente en cada figura. Un

efecto interesante es el que sucede cuando la figura cambia abruptamente y deja de tener una

parte horizontal del lado izquierdo, en donde además de un cambio en la simetŕıa del sistema,

ocurre un cambio en la figura. También, en el mapa de polarización se puede apreciar que

la intensidad de |P (2)
i | nunca es igual a cero, a pesar de que para el caso centrosimétrico,

χ(2)
xxx(2ω) = 0. Esto se debe precisamente al carácter vectorial de la polarización, ya que al

ser una celda unitaria totalmente simétrica, las componentes que se encuentran en (x, y)

serán idénticas a las que encontraremos si nos situamos en un punto (−x,−y) y por las
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Figura 3.2: Progresión en el comportamiento de |χ(2)
xxx(2ω)|.

consideraciones de simetŕıa antes mencionadas el caṕıtulo (1), P(2)(−r) = −P(2)(r), y al

sumar sobre toda r, χ(2)
ijk (2ω) = 0, para todos las combinaciones de ijk presentadas en la

Ec. (3.1)

En la Fig. (3.4) se muestra una comparación entre las componentes diferentes de cero

para la inclusión que se muestra en la parte izquierda de la figura.
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3.1. Cálculo de χ(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con fracción de llenado = 0.035.

Figura 3.3: Animación para |χ(2)
xxx(2ω)| como función de la frecuencia del

campo incidente. Abrir tesis.pdf con ayuda del Acrobat Reader.
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Figura 3.4: Componentes diferentes de cero para la susceptibilidad no li-
neal.
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Como se puede observar, existe una respuesta no lineal diferente de cero con una inten-

sidad similar en el mismo rango del espectro para las componentes xxx y xyy. Una mayor

respuesta no lineal de segundo orden se presenta para la componente yyx en comparación

con las componentes anteriores, solo que en un espectro de la enerǵıa menor a los anterio-

res. Esto nos proporciona un resultado sumamente interesante que se discute a continuación.

La polarización no lineal depende de la dirección del campo eléctrico que incide sobre el

metamaterial. Para este caso las componentes del campo eléctrico que contribuye a la com-

ponente yyx de la susceptibilidad son una combinación de campos eléctricos, lo que quiere

decir que deberán ser campos en dirección x y y respectivamente. Aśı para la componente

xxx sólo es necesario mandar un campo eléctrico en la dirección x. El cálculo hecho en el

rango de frecuencias dado, es de gran interés desde el punto de vista tecnológico, ya que

hasta el momento no se tiene reportado que existan dobladores de frecuencia en esta región.

Se menciona que en todos los resultados la parte baja de los espectros mostrados tienen una

subida muy pronunciada en |χ(2)
ijk (2ω)| que proviene del hecho de que a bajas energias la plata

se comporta como un metal de Drude, y su función dieléctrica diverge para h̄ω = 0, lo que

hace que |χ(2)
ijk (2ω)| crezca. Sin embargo este comportamiento no puede ser modificado con la

geometŕıa de las inclusiones y por ende no es susceptible de ser controlado; aśı que no es de

interes para esta tesis.

3.1.1. Cálculo de χ
(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con

fracción de llenado = 0.0125.

A continuación, se muestran los cálculos hechos para un arreglo periódico como el que

se muestra en la Fig. 3.5. Dicho arreglo, consistió en figuras de la misma forma que las de

la sección anterior, para las cuáles se modificó su tamaño, esta vez el área que ocupan las

inclusiones de vaćıo es mas pequeña que en el caso anterior (1.25 % del total del material).

La idea de ir haciendo estas modificaciones, es también analizar la dependencia de χ(2)
ijk (2ω),
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3.1. Cálculo de χ(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con fracción de llenado = 0.035.

-

6
y

x

Figura 3.5: Arreglo periódico para las inclusiones de vaćıo en la plata para
formas en cruz con una fracción de llenado = 0.0125.

con el tamaño de las inclusiones, o de forma más general, la fracción de llenado. En la

Fig. 3.6 y Fig. 3.7 se muestra el comportamiento de |χ(2)
xxx(2ω)| para estas celdas unitarias.

Como se puede observar la intensidad de |χ(2)
xxx(2ω)| respecto a la celda unitaria de la sección

anterior, es mayor, aunque se sigue presentando en el mismo rango de frecuencias. Esto se debe

principalmente a que el material se hace menos homogéneo, las variaciones entre un material

y otro son más abruptas lo que supone una variación más “rápida” en la centrosimetŕıa del

sistema. Respecto al cálculo anterior se agregaron tres figuras nuevas, donde en una parte

del cálculo, se separan por completo las dos partes que componen la cruz. Esta separación

produce que aparezcan dos máximos locales para dos frecuencias distintas en una misma

forma de la inclusión. Lo que podemos concluir de este resultado es que con esta forma

geométrica, podŕıamos generar segundo armónico en dos puntos diferentes del espectro. Por

último en la Fig. 3.8 se muestra una comparación entre las componentes diferentes de cero

para este caso, con el respectivo mapa de polarización para la más intensa de ellas, que en

este caso es χ(2)
xxx.
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3. Resultados.
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Figura 3.6: Progresión en el comportamiento de |χ(2)
xxx(2ω)|.
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3.1. Cálculo de χ(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con fracción de llenado = 0.035.

Figura 3.7: Animación para |χ(2)
xxx(2ω)| como función de la frecuencia del

campo incidente. Abrir tesis.pdf con ayuda del Acrobat Reader.
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Figura 3.8: Componentes diferentes de cero para la susceptibilidad no li-
neal.
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3. Resultados.

3.1.2. Cálculo de χ
(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con

fracción de llenado = 0.068.

Además de los cálculos anteriores, se realizo un último con los mismos materiales cosn-

tituyentes (plata y vaćıo), con una forma geométrica identica a las secciones anteriores, con

el mismo comportamiento en el rompimiento de la simetŕıa, pero esta vez con una superficie

correspondiente al vaćıo de 6.8 % de la superficie total del material, tal como se muestra en la

Fig. 3.9. Como se muestra en la Fig. 3.10, a medida que se aumenta el material de inclusión,

-

6
y

x

Figura 3.9: Arreglo periódico para las inclusiones de vaćıo en la plata para
formas en cruz con una fracción de llenado = 0.068.

vaćıo en este caso, la respuesta no lineal, comienza a tener un comportamiento un tanto

errático conforme se va rompiendo la simetŕıa. Cabe mencionar, que aparece un máximo en

el mismo rango de frecuencias que en los casos anteriores, esta vez siendo muy pequeño en

comparación de ellos, pero que al volverse totalmente una figura nueva, aparece un máximo

más intenso esta vez recorrido a un rango de frecuencias menor al de los casos anteriores.

Este cambio en el comportamiento, se debe también, a que en la medida que se aumenta

el tamaño de las inclusiones, llegará el momento en el que estas lleguen a tocarse formando

aśı un arreglo periódico nuevamente centrósimetrico. El hecho de que se vaya recuperando

la centrosimetŕıa a medida que se aumenta el tamaño de la inclusión, es el responsable del

28



3.1. Cálculo de χ(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con fracción de llenado = 0.035.

cambio en la intensidad de |χ(2)
xxx(2ω)|, al ir pasando de una figura, no centrosimétrica a una

totalmente centrosimétrica.

Figura 3.10: Animación para |χ(2)
xxx(2ω)| como función de la frecuencia del

campo incidente. Abrir tesis.pdf con ayuda del Acrobat Reader.

En este caso, la componente con mayor intensidad fue χ(2)
xyy(2ω), y presenta un compor-

tamiento más uniforme respecto a χ(2)
xxx(2ω), que es la que se calculó anteriormente. Dicha

progresión se muestra en las Figs. 3.11 y 3.12.
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3. Resultados.
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Figura 3.11: Progresión en el comportamiento de |χ(2)
xyy(2ω)|.

Por otra parte, como en los cálculos anteriores, en la Fig. 3.13 se muestra una comparación

de las componentes diferentes de cero de la susceptibilidad no lineal, para la celda unitaria

mostrada en ella, donde se aprecia claramente la diferencia de intensidades entre |χ(2)
xyy(2ω)|

y |χ(2)
xxx(2ω)|.
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3.1. Cálculo de χ(2)
ijk (2ω) con inclusiones de vaćıo en plata, con fracción de llenado = 0.035.

Figura 3.12: Animación para |χ(2)
xyy(2ω)| como función de la frecuencia del

campo incidente. Abrir tesis.pdf con ayuda del Acrobat Reader.
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Figura 3.13: Componentes diferentes de cero para la susceptibilidad no
lineal.
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4 Conclusiones.

Se ha presentado un método efectivo para poder calcular propiedades ópticas no lineales

en un metamaterial con nanoestructuras, en espećıfico el método es capaz de calcular la

susceptibilidad de segundo orden, χ(2)
ikj(2ω), aśı como la polarización no lineal, P(2)(r). Para

el caso de estos metamateriales realizados a partir de plata, cabe mencionar que esta no

presenta una estructura en χ(2)
ikj(2ω), debido a las condiciones en las que esta se encuentra, de

manera que con este método, es posible cambiar estas condiciones para que el metamaterial

creado sea apto para generar segundo armónico.

Basándonos en los resultados obtenidos, podemos observar la dependencia de χ(2)
ikj(2ω) en

un metamaterial con la geometŕıa de la celda unitaria que lo conforma. En espećıfico, se nota

como con el rompimiento de la centrosimetŕıa del sistema esta cantidad se va presentando

en el metamaterial. Con ayuda de esto, se pueden generar algunas propiedades interesantes,

ya que con materiales que naturalmente tienen una inversión de simetŕıa, podemos generar

efectos que antes estaban prohibidos en ellos, simplemente con crear una estructura periódica

a nuestra conveniencia.

Además, es de gran interés el rango de enerǵıa del espectro electromagnético que se analizó

y donde se obtuvieron resultados interesantes, ya que desde el punto de vista tecnológico,

no existen aún dispositivos generalmente cristales, que presenten las propiedades que hemos

encontrado en ese rango de frecuencias.

Es importante aclarar, el hecho de que hasta el momento son predicciones de propiedades,

mediante el modelo dipolar, ya que esta es una primera, aproximación con la cuál se realizaron
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4. Conclusiones.

los cálculos que en esta tesis se presentaron.

Como trabajo a futuro, se pueden listar algunas cosas:

-Realizar el trabajo experimental que compruebe la exactitud de las predicciones hechas

en este trabajo. Con las técnicas de hoy en d́ıa, es viable construir dichos sistemas para poder

hacer las mediciones de sus propiedades ópticas, y compararlas tanto con el modelo dipolar.

-Al relacionar los pixeles del sistema con los materiales que conforman nuestro meta-

material, existe un pequeño detalle con el pixelado de nuestra celda unitaria, ya que por el

momento se pueden realizar los cálculos de manera efectiva, cuando las inclusiones se realizan

mediante ĺıneas rectas y que coincidan con la frontera entre pixeles. Esto se debe a que al ser

el pixel la unidad más pequeña para el cálculo, no se puede dividir uno de ellos cuando se

presenta una ĺınea curva. Es un trabajo importante el solucionar esta parte del cálculo ya sea

aumentando el número de pixeles o en su defecto encontrar un método general para dibujar

estructuras con cualquier simetŕıa.

- Tener un control detallado sobre la geometŕıa del sistema y de ser posible, poder controlar

los parámetros geométricos necesarios para la generación de segundo armónico y de está

manera saber de antemano que parámetros geométricos se deben modificar para tener un

control aún más amplio en los cálculos realizados.

Por último, se espera seguir explorando nuevos sistemas, ya sea con distintas geometŕıas o

distintos materiales, haciendo combinaciones de ellos y tratando de predecir cuál es el mejor

para el efecto deseado.
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