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Resumen

Los modos vectoriales surgen de la superposición coherente de dos modos de luz
con valores diferentes en dos o más de sus grados de libertad (amplitud, fase, polari-
zación, frecuencia, etc.). En particular, la superposición no separable de dos modos
transversales ortogonales en sus grados de libertad espacial y de polarización, produ-
cenmodos de luz con una distribución de polarización no homogénea, con aplicacio-
nes potenciales en diferentes áreas de la ciencia e ingeniería.

En este trabajo de grado seproponeunanueva formade representar losmodos vec-
toriales Ïnce-Gauss helicoidalesütilizando una superficie elipsoidal en lugar de la tra-
dicional esfera de Poincaré de orden superior, pues esta últimano relaciona la geome-
tría del modo espacial con algún parámetro propio de la esfera. Ahora bien, esta re-
presentación está basada en la asociación del parámetro de elipticidad n de losmodos
ÏGçon la excentricidad 4 de un elipsoide; lo anterior, a partir de relacionar las coorde-
nadas esféricas con las que se construye la esfera de Poincaré de orden superior con la
ecuacióndeunelipsoide,por loque se lograuna representaciónqueconsidera tanto la
geometría del modo espacial como sus características de polarización. Esta nueva re-
presentación permite describir de manera completa los modos vectoriales Laguerre-
Gausshelicoidales, Ince-Gausshelicoidales yHermite-Gausshelicoidales en términos
de sus grados de libertad espacial y de polarización.

Finalmente semuestra un arreglo experimental con elementos ópticos, que incluye
un modulador espacial de luz de cristal líquido para generar hologramas de fase. Los
hologramasmodulan losmodos en amplitud y fase, permitiendo la generación de los
modos vectorialesHIG. Los resultados experimentales se obtienenmediantemedidas
de intensidad, utilizadas para calcular los parámetros de Stokes y la elipse de polari-
zación en cada punto del haz. Luego, se representan losmodos vectoriales resultantes
en la nueva superficie generalizada.
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Capítulo 1

Introducción

El término luz estructurada, se refiere a aquellos campos de luz que son modifica-
dos y/omanipulados en suparte espacial y temporal; estando laprimera relacionadaa
lamanipulación de la amplitud (intensidad), la fase (frente de onda) y la polarización,
mientras que la segunda se refiere al control del espectro temporal y de frecuencia [3].
Lo anterior supone, que todos aquellos campos de luz que no pueden ser caracteri-
zados ni descritos por losmodelos convencionales de la óptica (rayos ópticos y ondas
planas, pordecir algunos)puedenser consideradosdentrodelmodelode la luzestruc-
turada [3, 4]. Este campo, ha experimentado un desarrollo significativo en las últimas
dos décadas [5, 6] debido a su potencial teórico y experimental que permite diversas
aplicaciones en áreas como las comunicaciones ópticas mediante la codificación de
informaciónenelmodoresultante [7], lamanipulacióndepartículas apartir de la apli-
cación de fuerzas del modo vectorial a la partícula en cuestión [8], la óptica cuántica
en aplicaciones de seguridad [9], la microscopía óptica [10], entre otras.

Como ya se menciono, los modos (o haces) vectoriales de luz (MV), son un resul-
tado de la manipulación de los grados de libertad espacial y de polarización de la luz,
cuya combinación genera un campo óptico, donde dichos grados de libertad, están
clásicamente enredados, es decir, existe una co-dependencia entre el grado de liber-
tadespacial ydepolarización, loquedacabidaaunadistribuciónde lapolarizaciónen
el modo espacial que está organizada espacialmente, demodo que en cada punto del
modo transversal hay un estado de polarización único y diferente a los demás estados
depolarizaciónpresentes en los otrospuntosdelmodovectorial [11]. Para lograr la ge-
neración de campos de luz estructurada, se han utilizado diferentes campos de luz y
modos característicos transversales (modos espaciales). Algunos de estos modos son
soluciones a la ecuación paraxial de Helmholtz representada en diferentes sistemas
coordenados, como lo son, los modos Laguerre-Gauss, Hermite-Gauss, Ince-Gauss,
Mathieu-Gauss, Bessel-Gauss, entre otros;mientras que también se tienen soluciones
a la ecuación deHelmholtz, como es el caso de las ondas Bessel, Airy,Weber,Mathieu,
entre otras [12], y por último, se pueden considerar modos que no son soluciones a
una ecuación de onda, como es el caso de los haces helico-cónicos [13, 14].

LosMV se caracterizan por poseer una distribución de polarización organizada es-
pacialmente no-homogénea [15]. Así, los MV pueden ser generados a partir de la im-
plementacióndealguna técnicaexperimentalbajo la construccióndeunarregloexpe-

1



Introducción

rimental acorde a lamisma [16, 17, 18], en la que se consideran elementos especiales,
tales como, dispositivos moduladores espaciales [19], dispositivos digitales demicro-
espejos [20], q-plates [21], mascaras difractantes, entre otros, los cuales se encargan
demodular la luz en su parte espacial e incluso en polarización.

Las propiedades espaciales y de polarización que caracterizan los MV de luz son
complejas y generalmente requieren de herramientas formales (métodos de solución
deecuacionesdiferencialesparciales, álgebra vectorial, entreotras) , conceptuales, ex-
perimentales y visuales para ser comprendidas. En este sentido, se han desarrollado
formas que permiten comprender demejormanera todo lo referente a losmodos vec-
toriales de luz. Para dar un ejemplo, se tiene el casode la luz polarizada; es bien sabido,
que es posible concebir una infinidad demodos de luz con polarización homogénea,
cada uno con una característica única y que sin una herramienta para visualizarlos
sería complicado sugerir y generar aplicaciones de la luz polarizada. En respuesta a
esto, Poincaré creo una superficie esférica que permite agrupar todos y cada de los
estados de polarización de la luz sobre la misma, de tal forma que es posible acceder
visualmente y de manera más sencilla a información de la luz polarizada. Esta esfe-
ra, también muestra el comportamiento de la luz polarizada cuando esta es afectada
por elementospolarizadores, puesbasta converificar la esfera dePoincaré, ubicar una
pareja de coordenadas (2j, 2Ψ) sobre su superficie, e inmediatamente se puede saber
comodichoodichos elementos afectan a la luz enpolarización sin la necesidaddeha-
cer cálculos exhaustivos, pues dichas coordenadas ubican un estado de polarización
de la luz asociado a los ángulos j, Ψ.

Ahora bien, demanera similar, es posible concebir ayudas visuales que pueden ser
aplicadas al campo de la luz estructurada para estudiar el comportamiento en los gra-
dos de libertad espacial y de polarización de los MV, y el caso más conocido en dicho
ámbito, es la esfera de Poincaré de orden superior [22] (HOPS, por sus siglas en in-
glés) o esfera G [23], que es una representación de la luz polarizadamás general que la
tradicional esfera de Poincaré para luz con polarización homogénea.Grossomodo, tal
representación geométrica de losMV, permite acceder demanera visual al comporta-
miento en los grados de libertad espacial y de polarización de los MV, a partir de un
conjunto de coordenadas (\ , X ), cada una con una función muy especifica asociadas
con la amplitud y la fase de las componentes del modo vectorial, de tal manera que
cada punto en laHOPS, es por lo tanto, unmodo vectorial especifico, de tal forma que
laHOPS representa los cambios enpolarizacióndeunmodo vectorial cuando este pa-
sa a través de elementos polarizadores. La HOPS es entonces una excelente ayuda en
aplicaciones que involucren la generación y caracterización de los MV, pues permite
comprender las propiedades de dichos modos en relación a su distribución de inten-
sidad, así como de polarización. Cabe recalcar, que esta no es la única representación
de losMV, pues hay un gran número de estas como se verámás adelante que conside-
ran otras propiedades de la luz entre sus características.

Aunque la HOPS es suficiente para representar las características de polarización
de los MV, no da información precisa en relación al modo espacial que se representa
sobre dicha superficie, es decir, la HOPS es indistinta al sistema de coordenadas en el
que se encuentre el modo espacial que se representa sobre la misma. Lo anterior su-
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pone una desventaja si se quisiese saber demanera directa la geometría delmodo que
se representa; es por esta razón, que surge la necesidad de cambiar el paradigma refe-
rente a la HOPS ymigrar a una representación geométricamás general que involucre,
además de las características de polarización, las características geométricas del mo-
do.

En este trabajo de grado, se propone una nueva representación geométrica de los
MV con geometría elíptica, más exactamente, losMV Ince-Gauss helicoidales, los cua-
les, como se verá en la sub-sección 2.3.6 son una solución a la ecuación paraxial de
Helmholtz en coordenadas elípticas-cilíndricas y cuya formaespacial dependedel pa-
rámetro de elipticidad n característico de la geometría elíptica; a su vez, los MV Ince-
Gauss helicoidales son una transición suave entre losMV Laguerre-Gauss helicoidales
cuando n = 0 y los MVHermite-Gauss helicoidales cuando n →∞.

Esta nueva representación, se caracteriza por ser un elipsoide que se achata en los
polos cuando su parámetro de excentricidad 4 varía en función de n, lo que da cabi-
da a que la nueva representación se ajuste espacialmente a la geometría del modo en
cuestión, siendo una esfera cuando n = 0 y un elipsoide cuando 0 < n < ∞. Esto sin
duda, supone unamejora visual a la tradicional representación deMV sobre la HOPS
y da cabida a una nueva forma de ver los MV tanto en polarización como en su forma
espacial, ya que dado que la nueva representación incorpora el parámetro de elipti-
cidad de los MV Ince-Gauss helicoidales, esta se adapta a la geometría de los modos
permitiendo acceder demaneramás precisa al modo que se pretende representar sin
afectar en lo absoluto las características de polarización de losMV.

Dado loanterior, esnecesariohacerunexhaustivoestudiodel formalismoquecom-
prende la generaciónyposterior representaciónde losMV,de tal forma, queenel capí-
tulo 2, se presentan brevemente las generalidades de la luz estructurada, consideran-
do la deducción formal de la ecuación paraxial de Helmholtz, así como el concepto
de los grados de libertad espacial y polarización, además de los elementos más im-
portantes referentes a los MV. En el capítulo 3, se hace fuerte énfasis en las diferentes
representaciones gráficas de la luz polarizada, desde la elipse de polarización, hasta
una representación de los MV que consiste en un sistema de esferas de Poincaré de
orden superior de 5-Dimensiones, considerando además, la representación geomé-
trica del momento angular de la luz. Por otro lado, el capítulo 4 presenta la nueva for-
made representar losMV Ince-Gauss helicoidales sobre una superficie elipsoidal en el
que semuestran tres ejemplos para diferentes valores de n y se representan losmodos
resultantes sobre diferentes superficies. El capítulo 5, muestra el proceso experimen-
talmediante el cual se generanMV Ince-Gauss helicoidales, de talmanera que losMV
generados experimentalmente semuestran sobre la nueva representación geométrica
donde se resalta la utilidad de dicha nueva representación. Finalmente en el capítulo
6, se abordan las conclusiones de la investigación llevada a cabo recalcando las carac-
terísticas de la nueva representación y la posibilidad demejorarla.
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Capítulo 2

Generalidades de la Luz Estructurada

En el ámbito de la óptica el término «luz estructurada» o luz compleja se ha vuelto
algo habitual, pues las utilidades que presenta este campo de la óptica a nivel teórico,
fenomenológico y aplicativo son innumerables, como es el caso de las trampas ópti-
cas [24], comunicaciones ópticas [25, 26] y procesamiento de imágenes en microsco-
pia óptica [27], por mencionar algunas. Por otro lado, la incursión de este campo no
se limita solamente a nivel de óptica clásica, sino que también se puede considerar
a nivel cuántico como por ejemplo, en el diseño de técnicas experimentales que per-
miten la generación de modos gaussianos de orden superior con reducción de ruido
en amplitud [28, 29] y en el almacenamiento de información cuántica [7]. Ahora bien,
el término luz estructurada se refiere a los campos de luz que han sido modificados,
reformados, personalizados, etc., en todos sus gradosde libertad tales como:modoes-
pacial, amplitud, fase, polarización, espectro temporal, frecuencia, entre otros, siendo
los grados de libertad espacial y de polarización losmás explotados para la generación
de estructuras complejas de luz. Lo anterior, teóricamente pormedio de la superposi-
ción no separable de modos de luz ortogonales en su parte de espacial y de polariza-
ción (ver 2.5), y experimentalmente por medio de dispositivos especiales tales como
los Moduladores Espaciales de Luz (SLM’s por sus siglas en inglés), los Dispositivos
Digitales deMicro-espejos (DMD’s por sus siglas en inglés), las q-plates [30], rejillas de
polarización [31] o las meta-superficies [32]. Esto quiere decir que se pueden mani-
pular parámetros físicos propios de la luz de tal manera que es posible transformar la
luz y obtener propiedades tales como la fase intermodal, la fase geométrica, la transi-
ción entremodos escalares y vectoriales, entre otras que no se consideran en la óptica
convencional y que tienenmúltiples aplicaciones e información adicional sobre la na-
turaleza de la misma. A continuación, se detallan las principales características de la
luz estructurada, desde las suposiciones físico-matemáticas, hasta la descripción del
grado de libertad espacial y de polarización.

2.1. Ecuación Paraxial de Helmholtz
Las funcionesque satisfacenunaecuacióndeonda espacial, sondenominadosmo-

dos característicos transversales (en lo que sigue,modos espaciales), y en este caso, son
de interés los modos espaciales que se pueden conseguir a partir de dar solución a la
ecuación paraxial de Helmholtz. Para obtener dichos modos, primero es importante
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entender la necesidad de reducir la ecuación de onda convencional a la ecuación pa-
raxial deHelmholtz, pues esta última surge deuna serie de consideraciones. Así las co-
sas, separtedeuncampode luz (ondaplana)monocromático, cuyadependencia tem-
poral puede ser expresada por medio de la función exponencial compleja exp(−ylB )
donde l representa la frecuencia, e y la unidad imaginaría, esto es,

C (r, B ) = 0 (r) exp (k · r) exp (−ylB ), (2.1)

donde 0 (r) es la amplitud de la onda que está directamente relacionada con la inten-
sidad y depende del vector posición r y k es el vector de onda que define la dirección
de propagación de la onda y cuyamagnitud esta dada por |k| ≡ 9 = 2c/_.

La ecuación (2.1) es una función armónica, y por lo tanto satisface la ecuación de
onda [33]. Lo anterior se puede apreciar a partir de las ecuaciones de Maxwell en el
vacío para ondas de luzmonocromáticas, las cuales están dadas por [34] ,

∇ · E(r, B ) = 0, (2.2a)

∇ × E(r, B ) = −mB(r, B )
mB

, (2.2b)
∇ · B(r, B ) = 0, (2.2c)

∇ × B(r, B ) = `0n0
mE(r, B )
mB

, (2.2d)

donde,`0 es lapermeabilidadmagnética y n0 es lapermitividaddel vacío. Paraobtener
la ecuación de onda, se aplica el operador rotacional en ambos lados de la ecuación
(2.2b). Dicha transformación resulta como,

∇ × [∇ × E(r, B )] = ∇ ×
[
−mB(r, B )

mB

]
. (2.3)

Ahora bien, haciendo uso de la propiedad,

∇ × [∇ × E(r, B )] = ∇[∇ · E(r, B )] − ∇2E(r, B ), (2.4)

en la parte izquierda de la ecuación (2.3) junto con la ecuación (2.2d), se tiene,

∇[∇ · E(r, B )] − ∇2E(r, B ) = −`0n0
m2E(r, B )
mB 2

. (2.5)

Considerando ahora la ecuación (2.2a), en la expresión anterior, la ecuación de onda
para el campo eléctrico estará dada entonces por,

∇2E(r, B ) = 1
22
m2E(r, B )
mB 2

, (2.6)

donde `0n0 = 1/22 y |E(r, B ) | = 2 |B(r, B ) |. Esta ecuación diferencial puede sermodifica-
da vía el usode la expresión (2.1) suponiendoqueE(r, B ) = 0 (r) exp (k · r) exp (−ylB )êi,
donde i = F, G , H . Considerando solamente la parte escalar del campo, se tiene,

1
22

m2

mB 2
[0 (r) exp (k · r) exp (−ylB )] = 0 (r)

22
exp (k · r)y2l2 exp (−ylB ),
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por otro lado,

∇2 [0 (r) exp (k · r) exp (−ylB )] = exp (−ylB )∇2 [0 (r) exp (k · r)].

Igualando las últimas dos expresiones considerando la ecuación (2.6), y teniendo en
cuenta que � (r) = 0 (r) exp (k · r), se consigue,

∇2� (r) = −� (r)92, (2.7)

donde 92 = l2/22. La ecuación (2.7) es conocida como la Ecuación de Helmholtz, en
adelante EH. Dicha ecuación es muy importante en el campo de la óptica, pues des-
cribe la propagacióndeunaonda luminosamonocromática noparaxial enun espacio
uniforme y admite soluciones en variables separables en 11 sistemas de coordenadas
[12]. Lo anterior supone que existen campos electromagnéticos que se propagan sin
cambiar su forma (perfil, envolvente), además, se puede observar que al no conside-
rar la variable B , la EH solo describe distribuciones de campos estacionarios. Las solu-
ciones de EH son ondas, tales como ondas planas, ondas Bessel, ondas Weber, ondas
Mathieu, entre otras [12].

Aunque la EH supone una importante simplificación a la ecuación de onda, sigue
siendo compleja de solucionar (másno imposible), es por esto, que sedebe simplificar
aúnmás atendiendo al comportamiento real de las ondas. Para lograr esto, es necesa-
rio recurrir al concepto de paraxialidad, el cual supone que el vector de propagación
de la onda electromagnética y el eje de propagación (eje óptico) subtiendenun ángulo
muy pequeño. Ahora bien, en el caso de la óptica ondulatoria, el espectro angular de
los haces de luz paraxiales, consiste en ondas planas que son paraxiales a la dirección
de propagación del haz, que en este caso, se ha elegido como el eje H [35]. Dado lo an-
terior, se debe considerar una solución que dependa explícitamente de un factor de
fase exp (y9H), donde,

9 =

√
92F + 92G + 92H .

Dado lo anterior, la componente con mayor peso de la magnitud del vector de onda
paraxial, está en la dirección H , lo que supone que,

9H =

√
92 − 92F − 92G ≈ 9 −

92F + 92G
29 .

Así las cosas, la solución que se propone, debe ser de la forma,

� (r) = �0(r) exp (−y9HH), (2.8)

que es una onda plana, donde �0(r) es la amplitud del campo. La ecuación (2.8), di-
ce que lamagnitud del campo eléctrico � (r) se puede interpretar como una onda que
viaja en la forma exp (−y9HH). Ahora bien, dicha onda puede tener variaciones de am-
plitud y fase a partir de �0(r). Un aspecto importante a tener en cuenta en relación al
comportamiento del perfil transversal del haz �0(r) es que, para haces bien colima-
dos, su valor cambiará muy lentamente con H a medida que el haz se propaga, crece
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y/o cambia de forma debido a efectos de absorción y/o difracción [36]. En otras pala-
bras, esto quiere decir que � (r) tiene una variaciónmuy suave/lenta en distancias del
orden de _ = 2c/9H , de tal manera que su naturaleza de onda plana no se perturbe.

Así las cosas, reemplazando la ecuación (2.8) en la ecuación (2.7) y realizando las
operaciones correspondientes, se tiene que,

∇2� (r) = exp (−y9HH)
[
m2

mF2
+ m2

mG 2
+ m2

mH2
− 2y9H

m

mH
− 92H

]
�0(r) = �0 exp (−y9HH)92H .

Simplificando algebraicamente la expresión anterior, se consigue que,

∇2)�0(r) +
m2�0(r)
mH2

− 2y9H
m�0(r)
mH

= 0, (2.9)

donde, ∇2
)
= m2/mF2 + m2/mG 2 es el operador laplaciano en coordenadas cartesianas re-

ferido al plano transversal. En este punto, es necesario recurrir a la aproximación pa-
raxial, la cual suponeque las variaciones de�0(r) son solo importantes parapequeños
rangos angulares cercanos a cero y medidos respecto al eje de propagación. Dado lo
anterior, se supone que �0(r) varía lentamente respecto de H , es decir, el frente de on-
da es paraxial respecto del eje de propagación. Esto significa, que la propagación del
haz dentro de una distancia ΔH = _, provocará un cambio transversal del haz Δ�0(r)
muchomás pequeño que el mismo haz �0(r), es decir, Δ�0(r) � �0(r). Ahora bien, ya
que Δ�0(r) = [m�0(r)/mH]ΔH = [m�0(r)/mH]_, se tiene que,

m�0(r)
mH

� �0(r)
_

=
9H

2c �0(r).

Si elperfil transversalhaz, varía lentamenteen H laderivadadem�0(r)/mH debe también
variar lentamente dentro de la distancia _, esto es,

m2�0(r)
mH2

� 92H �0(r).

Por lo tanto, m2�0(r)/mH2 puede ser despreciado en comparación de 9m�0(r)/mH en la
ecuación (2.9), dando lugar a una ecuación diferencial parcial dada por:

∇2)�0(r) − 2y9
m�0(r)
mH

= 0, (2.10)

la cual se conoce como Ecuación Paraxial de Helmholtz, en adelante EPH. Cabe recal-
car que la expresión (2.10) se construye con base a la aproximación paraxial, la cual
supone que la dirección del frente de onda del haz forma un ángulo muy pequeño
con el eje óptico, lo que significa que la dirección de propagación del frente de onda
se mantienen más o menos paralela al eje de propagación y por lo tanto, el vector de
propagación debe ser casi paralelo al eje de H durante su trayectoria. La aproximación
paraxial se utiliza muy amenudo para trazar trayectorias de haces de luz a primer or-
den y en óptica gaussiana. La solución más simple a la ecuación (2.10) es una onda
paraboloidal que es la aproximación paraxial de una onda esférica, sin embargo, una
de las solucionesmás interesantes y útiles es el haz gaussiano 2.3.1.
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2.2. Grados de Libertad de la Luz
En la óptica física convencional, una onda de luz se caracteriza por tener una es-

tructura en la que las diferentes variables y parámetros determinan la forma final de
la misma, por ejemplo, la onda plana armónica dada por,

u(r, B ) = 0 (r) cos
(2c
_
êz · r − lB + X

)
êi,

donde êz es el vector de unitario asociado a la dirección de propagación de la onda.
u(r, B ), es una función de las coordenadas espaciales y del tiempo, sin embargo, puede
ser modificada a partir demanipular su amplitud 0 (r), su polarización êi, longitud de
onda _, su frecuencia angular l y la fase X . Estos parámetros que pueden ser mani-
pulados, reciben el nombre de grados de libertad y permiten la descripción completa
de un campo óptico, además de que son fundamentales para la generación y carac-
terización demodos vectoriales. Ahora bien, en lo que concierne a los MV abordados
en este trabajo de grado y su generación en el contexto del laboratorio, se deben con-
siderar dos grados de libertad, el grado de libertad espacial y el grado de libertad de
polarización, los cuales serán brevemente detallados a continuación.

2.3. Modos Espaciales
El conceptomás general asociado a losmodos espaciales de luz, está vinculado a la

solución de la ecuación de onda, en este caso, la EPH [12, 25]. Ahora bien, los modos
pueden ser descritos en términos de propiedades de ortogonalidad y coherencia, es-
to es, si se consideran dos cualesquiera soluciones a la EPH, entonces la integral del
producto de dichas funciones sobre todo el espacio es cero (ortogonales), excepto en
regiones donde losmodos se superponen (interferencia); así, losmodos de luz son so-
luciones ortogonales a una ecuación de onda y pueden o no, presentar interferencia.
Dado lo anterior, las soluciones a la EPH son de naturaleza espacial y se denominan
(modos espaciales) transversales a la dirección de propagación de la onda o haz. Por
otro lado, el grado de libertad espacial se manifiesta a través de los modos espaciales,
los cuales dependendel sistemade coordenadas en el que se de solución a la ecuación
de onda, es decir, los modos espaciales pueden ser interpretados como patrones es-
paciales de luz que surgen de dar solución a la ecuación de onda en un determinado
sistemadecoordenadas, tales como las coordenadas cartesianas, cilíndricas, elípticas,
paraboidales, etc. [12, 37].

Los patrones de luz que se obtienen dependen del sistema de coordenadas en el
que se solucione la ecuación de onda, como es el caso de los modos Hermite-Gauss
(�� ), los cuales surgen de dar solución a la EPH en coordenadas cartesianas, los mo-
dos Laguerre-Gauss (!� ), que surgen de solucionar la EPHen coordenadas cilíndricas
y los modos Ince-Gauss (�� ), los cuales surgen de dar solución a la EPH en coorde-
nadas cilíndricas-elípticas y son una transición suave entre los modos !� y �� [38].
Claramente, solucionar la EH y la EPH en otros sistemas de coordenadas dará otros
modos espaciales con propiedades y características únicas. En lo que sigue, se hará
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una breve mención a los parámetros más importantes de la soluciónmás fundamen-
tal a la EPH, pues estos, aparecen en todas las demás soluciones jugando un papel
fundamental en su entendimiento.

2.3.1. Modos Gaussianos
Como semencionó con anterioridad, es importante conocer las principales carac-

terísticas de la solución más sencilla de la EPH (2.10), ya que en función de esta, las
demás soluciones que se mostrarán serán más sencillas de abordar. Por lo tanto, se
comienza proponiendo una solución de la forma [33],

k (r) = k0
@
exp (−yk · r), (2.11)

siendok (r) una funcióncon lasmismascaracterísticasdel campoeléctrico� (r) ydon-
dek0 es una constante. Ahora bien, lo anterior supone en principio una onda esférica
de amplitudk0 cuyo frente de onda se aproxima a unplano amedida que se propaga a
lo largo del eje H . Dicha aproximación será válida si la onda plana resulta de una onda
paraboloidal cuyo frentedeondaesplanoen r = H êH . Así, bajo esta suposición, la ecua-
ción (2.11) puede ser modificada expandiendo en una serie de Taylor el argumento de
la fase como sigue,

|r| = (F2 + G 2 + H2)1/2 = H (1 + U2)1/2 = H
(
1 + U

2

2! −
U4

4! + · · ·
)
, (2.12)

donde se debe cumplir que,

U2 =
F2 + G 2
H2

� 1.

Por lo tanto, conservando solo los términos de orden 2 en la ecuación (2.12), se tiene
que,

|r| ≈ H
(
1 + U

2

2

)
= H + F

2 + G 2
2H . (2.13)

Finalmente, reemplazando la expresión (2.13) en el término de fase correspondiente
en la ecuación (2.11), se obtiene,

k (r) = k0
H
exp

[
−y9

(
H + F

2 + G 2
2H

)]
,

donde se ha sustituido H ≈ @ en la amplitud porque este término es menos sensible a
los cambios de fase, es decir, a las variaciones de F e G . Así, la función de onda bajo la
aproximación paraboloidal o Fresnel toma la forma,

k (r) = k0
H
exp (−y9H) exp

[
−y9

(
F2 + G 2
2H

)]
, (2.14)

donde el término exp (−y9H) se refiere a una onda plana que estámodulada por el fac-
tork0/H exp

[
−y9

(
F2+G2
2H

)]
. Cuando H se hacemuy grande, el factor de fase paraboloidal
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se aproxima a cero, por lo que la fase total de la onda pasa a ser 9H . Así, puesto que la
magnitud de la onda varía lentamente con H , la onda esférica se aproxima finalmente
a una onda plana [33].

Ahora bien, el modo gaussiano, surge de considerar una modificación a la coorde-
nada longitudinal en la solución (2.14), esto es, un haz paraboloidal centrado fuera del
origen, donde se tiene que ? (H) = H − b , con, b = −yH0 para obtener el modo gaussiano,
por lo tanto,

? (H) = H + yH0, (2.15)
donde ? (H) es una función compleja entendida como radio complejo del haz y H0 es el
llamado rango de Rayleigh. Dado lo anterior, considerando solamente factor de fase
paraboloidal, la ecuación (2.14) se convierte en,

k ′(r) = k0
? (H) exp

[
−y9

(
F2 + G 2
2? (H)

)]
. (2.16)

Ahora bien, teniendo en cuenta el nuevo valor de ? (H), se separa la amplitud de la fase
de la envolvente compleja, por lo tanto,

1
? (H) =

1
H + yH0

=
1

' (H) −
y_

c, 2(H)
, (2.17)

donde _ es la longitud de onda,' (H) es el radio de curvatura del frente de onda y, (H)
se refiere a la anchura del haz.

Finalmente, sustituyendo la ecuación (2.17) en la ecuación (2.16) y haciendouso de
la ecuación (2.14), se obtiene

k (r) = k0
,0
, (H) exp (−y9H) exp

[
− d2

, 2(H)

]
exp

[
−y9 d2

2' (H) + y Z (H)
]
, (2.18)

con

d2 = F2 + G 2, , (H) =,0

√
1 +

(
H

H0

)2
, ' (H) = H

[
1 +

(H0
H

)2]
,

Z (H) = arctan
(
H

H0

)
, ,0 =

(
_H0
c

)1/2
,

donde Z (H) es la fase de Gouy y,0 es el radio de la cintura del haz. La ecuación (2.18)
se conoce comomodo gaussiano de amplitud compleja.

2.3.2. Modos Gaussianos de Orden Superior
Demanera general, unmodo gaussiano de orden superior (HOGB, por sus siglas en

inglés), puede ser escrito como sigue

Ψ;,< (?7 , ?8 , H) = �;,< (?7 , ?8 , H)k ′(?7 , ?8 , H) exp (−y9H), (2.19)

11
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donde (?7 , ?8 ) son las coordenadas transversales del sistema coordenado en el que se
soluciona la EPH. La ecuación (2.19) junto con la ecuación (2.18) forman un conjun-
to ortogonal y completo de soluciones a la EPH, en otras palabras, cualquier otro haz
puede expresarse como una superposición de estos haces [39]. Así las cosas, la distri-
bucióndeamplituddecampoparamodosgaussianosdeordensuperior,Ψ;,< (?7 , ?8 , H),
puede escribirse como el producto de las funciones �;,< que proporcionan la modu-
lación de un modo relativa al sistema de coordenadas en el que se resuelve el EPH,
modulada por la amplitud compleja delmodo gaussianok (r) (ecuación 2.18) [12, 33].
A continuación, se consideran tres soluciones de orden superior a la EPH, las cuales se
relacionan y que serán representadas sobre la nueva superficie geométrica propuesta
para describir sus propiedadesmodales y de polarización.

2.3.3. Modos Hermite-Gauss
La EPHen coordenadas cartesianas (F, G , H) está dada por la expresión (2.10). Ahora

bien, otro tipo de solución a esta ecuación diferencial está dada por la siguiente fun-
ción de prueba [33],

Γ(r) = X
[√
2 F

, (H)

]
Y

[√
2 G

, (H)

]
exp[yZ(H)]k (r),

dondeX,Y yZ son funciones idénticas, de variable real y con simetría cartesiana que
en principio son desconocidas, además dicha solución está modulada por la envol-
vente gaussiana [33]. Dado lo anterior, la solución a la ecuación (2.10), está dada por,

��C,< (r) = k0
[
,0
, (H)

]
�C

[ √
2F

, (H)

]
�<

[ √
2G

, (H)

]
× · · ·

· · · × exp
[
y

(
−9H − 9 d2

2' (H) + (C + < + 1)Z (H)
)]
,

(2.20)

donde,

�>

[ √
2?7

, (H)

]
= H>

( √
2?7

, (H)

)
exp

(
−2?2

7

, 2(H)

)
, con ?7 ≡ F, G ,

es conocida como función Hermite gaussiana de orden > , yH> son los denominados
polinomios de Hermite [33]. La ecuación (2.20) es una solución a la EPH en coordena-
das cartesianas. El haz de amplitud complejo dado por la expresión (2.20) es conocido
comomodo Hermite-Gauss de orden (C, <), dondeC y < indican el número de lugares
de intensidad nula o de nodos a lo largo de los ejes F e G , respectivamente. El orden del
modo está dado por* = C + <. Cuando se tiene el orden (0, 0), se consigue el modo
gaussiano fundamental (2.18) [33, 38].

Un aspecto importante de este tipo de haces, es que cada uno de los términos que
componen elmodo�� están en fase, demanera similar a una onda plana, esto es, to-
dos los puntos de un frente de onda que están en fase, están separados una distancia
_, lo que supone que a lo largo del eje óptico no hay cantidad de movimiento y por lo
tanto, no tienen asociado un OAM.

12
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La intensidad de un haz��C,< viene dada por �C,< = |��C,< |2, y toma la forma,

�C,< = |k0 |2
[
,0
, (H)

]
� 2
C

[ √
2F

, (H)

]
� 2
<

[ √
2G

, (H)

]
. (2.21)

LaFigura2.1muestradiferentesdistribucionesde intensidady fasede losmodos��C,<
para diferentes valores deC y <.

(0,0)

0
𝜋

−𝜋

1

(0,1) (0,2) (2,1) (2,2)

Figura 2.1: Simulación de los modos��C,< para (C, <) = (0, 0); (0, 1); (0, 2); (2, 1) y (2, 2). Fila
superior, distribución de intensidad, fila inferior, correspondiente a la fase.

Los modos �� mostrados en la Figura 2.1 son simulados en H = 0. Estos dejan ver
que cuandoC = < = 0 se obtiene elmodo gaussiano fundamental,mientras que cuan-
do C < <, la intensidad del modo se distribuye a lo largo de la coordenada F ; si C = <,
entonces la intensidad se distribuye de igualmanera en F e G y se observa una especie
de contorno cuadrado.

2.3.4. Modos Laguerre-Gauss
La EPH escrita en coordenadas cilíndricas (d, q, H), está dada por

m2Γ(r)
md2

+ 1
d

mΓ(r)
md
+ 1
d2
m2Γ(r)
mq2 − 2y9

mΓ(r)
mH

= 0, (2.22)

donde d es la coordenada radial, q es la coordenada angular y H es la coordenada lon-
gitudinal. Ahora bien, dicha ecuación puede ser resuelta proponiendo una solución
de prueba de la forma (2.19), dada por

Γ(r) = G
[

@

, (H)

]
exp[yP(q)] exp [yZ(H)]k (r), (2.23)

donde G, P yZ son funciones idénticas, de variable real y con simetría cilíndrica que
en principio son desconocidas, además dicha solución está modulada por la envol-
vente gaussiana de manera simular al caso anterior. La solución a la ecuación (2.22),

13
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está dada por,

!� 4 ,=
?,:
(r) = k0

,0
, (H)

(
cos :q
sin :q

) (
d

, (H)

):
!:>

[ 2d2
, 2(H)

]
exp

[
− d2

, 2(H)

]
× · · ·

· · · × exp
[
−y9H − y9 d2

2' (H) − y:q + y (: + 2? + 1)Z (H)
]
,

(2.24)

donde,
!:? (F) =

(
F−:4F

? !

) (
3?

3F?

)
[F :+?4−F ],

son los polinomios generalizados de Laguerre. El conjunto de haces de amplitud com-
pleja dados por la expresión (2.24) es conocido comomodos Laguerre-Gauss par (4 ) e
impar (=) de orden (?, : ) y son una solución a la EPH en coordenadas cilíndricas, don-
de ? = 0, 1, 2, 3, ... es el parámetro radial y : = ±0, 1, 2, 3, ... es el parámetro azimutal.
Cuando el orden es (0, 0), se tiene al modo gaussiano fundamental (2.18). Los modos
!� son conocidos comovórtices ópticos; lo anterior, debido a la importante presencia
del término de fase helicoidal exp(y:q) que cambia con el ángulo azimutal q a lo largo
del eje óptico. Este término de fase, actúa sobre la onda de tal manera que los puntos
sobre el frente de onda que están diametralmente opuestos, están desfasados por un
factor de c , lo que significa que el frente de onda sigue un patrón helicoidal a lo largo
del eje H , de modo que en el centro del perfil transversal del frente de onda, todas las
fases diferentes provocan un torque a lo largo del eje de propagación, lo que lleva a la
característica singularidad de fase a lo largo del eje del haz, lo que se puede ver como
un punto central de intensidad nula en el perfil transversal. Por otro lado, a cada posi-
ble vórtice óptico, se le asocia un número entero que puede ser positivo o negativo y
que recibe el nombre de carga topológica (: ), el cual se asocia a número de torsiones
sobre una distancia de la longitud de onda _ [40]. El número de anillos que se pueden
obtener en un vórtice óptico omodo !� está dado por ? + 1 para : ≠ 0.

La intensidad � 4 ,=
: ,>

= |!� 4 ,=
?,:
|2 de los modos !� está dado por,

� 4 ,=
?,:

= |k0 |2
[
,0
, (H)

]2 [ √
2d

, (H)

]2:
!:>

[ 2d2
, 2(H)

]2
exp

[
−2d2
, 2(H)

]
. (2.25)

La Figura 2.2 tal muestra diferentes distribuciones de intensidad y fase de los modos
!�?,: para diferentes valores de ? y : .
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(0,0) (0,1) (1,1) (2,1)

  

  

  

 

 

 

 

(3,1)

0
𝜋

−𝜋

1

Figura 2.2: Simulación de los modos !�?,: para (?, : ) = (0, 0); (0, 1); (1, 1); (2, 1) y (3, 1). Fila
superior, distribución de intensidad, fila inferior, correspondiente estructura de fase.

En la Figura 2.2, se puede apreciar que cuando ? = : = 0 se obtiene el modo gaus-
siano fundamental, mientras que cuando> > : aumenta el número de anillos del mo-
do. Paramodo con −: , la distribución de intensidad semantiene inalterada y la fase se
invierte.

2.3.5. Modos Ince-Gauss
Un tipo de modos gaussianos de orden superior, que surgen de dar solución a la

EPH en coordenadas elípticas-cilíndricas son los modos Ince-Gauss. En este caso, se
transforma la EPH (2.10) haciendo uso del cambio de coordenadas (ver Figura 2.3) da-
das por,

F = 5 (H) cosh b cos[
G = 5 (H) sinh b sin[
H = H,

donde 5 (H) = 50, (H)/,0 es la distancia o separación semi-focal (excentricidad) del
sistema coordenado con 50 como la separación inicial en H = 0. Considerando el cam-
bio de coordenadas anterior, la EPH en coordenadas elípticas-cilíndricas queda de la
forma [38],

1
5 2(cosh2 b − cos2[)

[
m2k (r)
mb2

+ m
2k (r)
m[2

]
+ 2y9 mk (r)

mH
= 0. (2.26)

Ahora bien, esta ecuación puede ser resuelta proponiendo una solución de prueba de
la forma (2.19) y aplicando el método de separación de variables, con lo cual se tiene,

k (r) = E(b )N ([) exp [yZ(H)]k (r), (2.27)

donde r = (b ,[, H); E(b ), N([) y Z(H) son funciones de variable real. Ahora, sustitu-
yendo la solución de prueba (2.27) en la ecuación (2.26) y teniendo en cuenta la en-
volvente gaussianak (r), se obtienen tres ecuaciones diferenciales ordinarias [38], las
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𝜉

𝜂

𝑥

𝑦

Figura 2.3: Sistema de coordenadas elípticas, donde la coordenada radial está dada por b ∈
[0,∞) y la coordenada angular está dada por[ ∈ [0, 2c).

cuales están dadas por,

32E
3b2
− n sinh 2b 3E

3b
− (0 − >n cosh 2b )E = 0, (2.28a)

32N
3[2

− n sin 2[3N
3[
− (0 − >n cos 2[)N = 0, (2.28b)

−
(
H2 + H2

'

H'

)
3Z
3H

= >, (2.28c)

con 0 y> como constantes que surgen debido al proceso de soluciónmediante el mé-
todo de separación variables y n = 25 20 /, 2

0 como el parámetro de elipticidad, caracte-
rístico de la geometría elíptica. Generalmente [38, 41], se da solución solo a la expre-
sión (2.28b) (que es conocida como ecuación de Ince) tanto para E comoparaN , esto,
haciendo el cambio de variable b = y[. Lo anterior, debido a que es posible encon-
trar soluciones radiales E a partir de soluciones angulares N haciendo el argumento
imaginario. Así las cosas, las soluciones a la ecuación (2.28b) se conocen como los po-
linomios de Ince, los cuales pueden ser encontrados a partir de hacer uso de alguna de
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las siguientes funciones de prueba [41],

N([) := C4 ([) =
∞∑
@=0

�@ cos (2@[),

N([) := C= ([) =
∞∑
@=0

�@ cos [(2@ + 1)[)],

N([) := S4 ([) =
∞∑
@=1

�@ sin (2@[),

N([) := S= ([) =
∞∑
@=0

�@ sin [(2@ + 1)[)],

donde C4 ,= y S4 ,= hacen referencia a los polinomios de Ince par (4 ) o impar (=), respec-
tivamente. Ahora bien, para obtener los polinomios de Ince, es necesario hacer uso de
alguna de las relaciones anteriores y solucionar la ecuación (2.28b), lo cual lleva a una
seriede relacionesde recurrencia, las cualespermitenencontrar el valorde la constan-
te �@ para cada valor de @ . Dichas relaciones de recurrencia, pueden expresarse como
un problema de valores propios dado por,

"�7 = 07�7 ,

donde los valores propios de" corresponden a los valores de 0 en la ecuación dife-
rencial (2.28b) y los vectores propios son los coeficientes �7 para la solución de prueba
elegida [41].

Dado lo anterior, la solución a la ecuación (2.27) consiste en una pareja de haces
modulados por una envolvente gaussiana que se conocen como modos Ince-Gauss
(��" , por sus siglas en inglés), y están dados por,

�� 4
>,;;n (r) =

C,0
, (H)�

;
> (yb ; n)�;

> ([; n) exp
[
−d2

, 2(H)

]
× · · ·

· · · × exp
[
y

(
9H + 9d2

2' (H) − (> + 1)Z (H)
)] (2.29)

��=
>,;;n (r) =

S,0
, (H)(

;
> (yb ; n)(;> ([; n) exp

[
−d2

, 2(H)

]
× · · ·

· · · × exp
[
y

(
9H + 9d2

2' (H) − (> + 1)Z (H)
)]
,

(2.30)

donde C;> yS;> son los polinomios de Ince par e impar respectivamente, con 0 ≤ ; ≤
> para funciones pares y 1 ≤ ; ≤ > para funciones impares; el índice azimutal; co-
rresponde a número de lineas nodales hiperbólicas, mientras que el índice radial > se
asocia al número de lineas nodales elípticas a partir de (> −;)/2 y además> y; siem-
pre tienen lamismaparidad [38]. Porotro lado,C yS sonconstantesdenormalización.
Cuando � 0

0 ([; n) = 1, esto es, (0, 0) se tiene el modo gaussiano fundamental [38]. Los
demásparámetros involucrados en las soluciones fueronpreviamente comentadosen
la sub-sección 2.3.1. La Figura 2.4 muestra la distribución de intensidad y fase de los
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modos �� pares e impares.

La intensidad de los modos �� está dada por � =,4;,< = |��=,4
;,< |2, esto es,

� 4 ,=;,< = A2 , 2
0

, 2(H)
[�<

; (yb ; n)]2 [�<
; ([; n)]2 exp

[
−2d2
, 2(H)

]
, (2.31)

donde A puede ser C o S dependiendo de si la solución es par o impar, respectiva-
mente.

Estos haces suelen ser conocidos en la literatura comomodos Ince-Gauss escalares
(SIGM, por sus siglas en inglés), pues surgendedar solución a la EPHen forma escalar,
por lo que presentan unúnico estado de polarización en su perfil transversal, además,
forman la tercera familia de soluciones ortogonales a la EPH en coordenadas elípticas
(junto con los modos Laguerre-Gauss y los modos Hermite-Gauss), lo que significa
quecualquier campoparaxialpuede ser expresadocomounasuperposicióndemodos
�� [38]. Lo anterior, es una característica bastante importante, ya que los modos ��
son una transición «suave» entre los modos !� cuando n = 0 y los modos�� cuando
n = ∞. Se ahondará conmás detalle sobre este aspectomás adelante.

2.3.6. Modos Ince-Gauss Helicoidales
La superposición coherente de los modos pares e impares, da cabida a losmodos

Ince-Gauss Helicoidales (���" , por sus siglas en inglés), los cuales se escriben como
sigue [42],

���ℎ±
>,;;n (r) = �� 4

>,;;n (r) ± y��=
>,;;n (r), (2.32)

donde ℎ± hace referencia a la suma o resta de los modos e y es fase helicoidal entre
los modos que se superponen y rota elípticamente alrededor de la linea definida por
( |F | ≤ 5 , 0, H) y el signo en la ecuación (2.32) define la dirección de rotación [38]. Los
modos ��� están solo definidos para ; > 0 dado que la solución impar ��=

>,;;n no
está definida para ; = 0. Un aspecto importante de estos modos, es que muestran
anillos elípticos de intensidad los cuales contienen varios vórtices en líneas paralelas
al eje óptico. Estas características, anillos, vórtices y elipticidad puedenmodularse en
el proceso de generación de los haces [42].

La Figura 2.4, muestra la distribución de intensidad y fase de los modos �� 4
>,;;n ,

��=
>,;;n y ���ℎ+

>,;;n para > = 3, 5, 7,; = 1 y n = 5 en H = 0. En este caso, las distribu-
ciones para las soluciones pares e impares son diferentes debido a la fase en cada caso
como era de esperar, mientras que el modo completo que resulta de la superposición
de dichos modos, deja ver el vórtice central de intensidad nula, característico de los
vórtices ópticos debido a la fase helicoidal, mientras que los otros puntos de intensi-
dad nula, están asociados a los puntos donde las componentes real e imaginaria son
cero. En general, el númerode anillos está dadopor la relación 1+(>−;)/2. y tienen;
vórtices físicamente separados, cadaunoconunacarga topológicadadapor launidad.
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𝐼𝐺𝑝1
𝑒 𝐼𝐺𝑝1

𝑜 𝐼𝐺𝑝1
ℎ+

𝑝 = 3

𝑝 = 7

𝑝 = 5

0

𝜋

−𝜋

1

Figura 2.4: Simulación de losmodos �� en intensidad y fase. La primera columnamuestra los
modos �� pares en intensidad y fase, la segunda los modos impares en intensidad y fase, la
tercera columnamuestra los modos��� resultantes de la combinación (suma) de los modos
pares e impares en intensidad y fase. Cada filamuestra unmodo diferente según el valor de > .

Como semencionó con anterioridad, los modos �� son una transición suave entre
los modos !� a los modos �� cuando el parámetro de elipticidad n varia de 0 a ∞,
respectivamente. Esto es, existe entonces una relación entre las tres familias de solu-
ciones a la EPH, pues estos modos se pueden expresar como una combinación lineal
de los otros. Dicha relación se puede escribir como sigue [38, 43],

�� 4 ,=
>,; (r, n) =

∑
>,:

�>,: (!� 4 ,=
>,:
(r)) =

∑
0,1

�0,1 (��C,< (r)), (2.33)

donde las constantes �?,: y �0,1 resultan de solucionar las integrales de superposición
(comparación) en cada caso, y que están dadas por [38, 43],

�>,: =

∞∬
−∞

!� 4 ,=
?,:
��
(4 ,=) ′
>,; 3+ y, �01 =

∞∬
−∞

��C,<��
(4 ,=) ′
>,; 3+ .

Ahora bien, la relación de transición entre las tres soluciones anteriormente mencio-
nadas está ligada a la variación del parámetro de elipticidad n, esto es, los modos ��
tienden a los modos !� cuando n → 0, de tal manera que cuando n = 0, la geometría
de los haces es cilíndrica y se obtienen los haces !� . En este caso, se debe considerar
que; = : y que> = 2? + : . Por el contrario, cuando n →∞, losmodos �� tienden a los
modos �� , de tal manera que cuando n = ∞ la geometría de los haces es cartesiana
y se obtienen los modos�� . En este caso, se debe considerar que C = ; y < = > −;
cuando los modos �� son pares, mientras que, C = ; − 1 y < = > −; + 1 cuando los
modos �� son impares.
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Demanerasimilaral casode losmodos��� , esposibleconstruir losmodosLaguerre-
Gauss Helicoidales (�!� , por sus siglas en inglés), los cuales están dados por,

�!�ℎ±
?,: (r) = !�

4
?,: ± y!�

=
?,: , (2.34)

y loshacesHermite-GaussHelicoidales (��� , por sus siglas en inglés), los cuales están
dados por [44],

���ℎ±
>,; (r) = �� 4

: ,2? ± y��
=
:−1,2?+1, (2.35)

para ? = 0, 1, 2, 3, ... y; = 0, 1, 2, 3, .., donde > = 2? + : y : = ;, siendo ? y : el índice
radial y azimutal de los modos !� , respectivamente. La Figura 2.5, presenta algunas
distribuciones de intensidad y fase de los haces��� para diferentes valores de>, ; y
n en H = 0.

0

𝜋

𝜖 = 0 𝜖 = 5 𝜖 → ∞

𝑚 = 1
𝑝 = 3

𝑚 = 3
𝑝 = 5

𝑚 = 5
𝑝 = 7

−𝜋
1

Figura 2.5: Simulación de intensidad y fase de losmodos��� . En la primera columna se pue-
den apreciar los modos�!� en intensidad y fase cuando n = 0, en la segunda columna están
losmodos��� en intensidad y fase, cuando n = 5, y la última columnadeja ver los haces���
en intensidad y fase cuando n = ∞.

LaFigura2.5muestra lasdistribucionesde intensidadde loshaces!� , �� y�� heli-
coidales como una transición suave entre estos. Losmodos�!� surgen cuando n = 0
y pueden ser caracterizados de igual forma que los modos !� . Así, para los valores
(>,;) en (1, 2, 4) se tienen los modos �!� con (?, : ) = (1, 1); (1, 3); (1, 5), respectiva-
mente. Los modos ��� (4, 5, 6) surgen cuando 1 < n << ∞, y se caracterizan porque
presentan una geometría elíptica, además de que la singularidad de fase central se in-
crementa y se distribuye en varios puntos del haz. Los valores de los órdenes son los
correspondientes a (>,;) en la imagen. Finalmente los modos ��� (7, 8, 9) surgen
cuando n →∞ y se caracterizan porque adquieren una geometría cartesiana (cuadra-
da) y singularidades de fase en varios puntos del haz representadas de igual manera
que en los casos anteriores por medio de zonas de intensidad nula [44]; en este caso,
para los valores (>,;) en (7, 8, 9) se tienen los modos��� con los correspondientes
(>,;)mostrados en la imagen.
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2.4. Polarización
La polarización es una importante característica de la luz, que se refiere a la varia-

ción en el tiempo de la dirección en la que oscila el campo eléctrico E(r, B ) en el punto
r en el plano perpendicular a la propagación de la onda y describe la naturaleza vec-
torial de la luz. Este campo, se puede escribir formalmente como,

E(r, B ) = E0 exp [y (k · r − lB )], (2.36)

donde k es el vector de onda y l es la frecuencia. Por otro lado,

E0 = �F (r)êx + �G (r)êy + �H (r)êz

con �F (r, B ), �G (r, B ) y �F (r, B ) son las componentes del campo eléctrico en (F, G , H) res-
pectivamente, y êx, êy y êz son los vectores unitarios asociados a la dirección de os-
cilación del campo eléctrico. Así, el estado de polarización determina la dirección de
oscilación del campo eléctrico, donde solo la parte real de la ecuación (2.36) es física-
mente relevante.

Ahora bien, una forma conveniente de representar los estados de polarización es
a través de la notación de Jones o vectores de Jones, para ello, la ecuación (2.36) (si las
componentes están fuera de fase y si se considera que la onda se propaga en dirección
H) se escribe como,

E(H, B ) = [�F (H)4 yUF êx + �G (H)4 yUG êy]4 7 (k·z−lB ) , (2.37)

que es lo mismo que,

E(H, B ) = 4 yUF [�F (H)êx + �G (H)4 yU êy]4 y (k·z−lB ) , (2.38)

donde U = UG − UF es la fase retardada entre las componentes de polarización. Como
los vectores unitarios son fijos, no es necesario retener estos vectores en la expresión
matemática de la onda, por lo que es posible expresar la ecuación (2.38) como un vec-
tor columna normalizado, además, como la onda es monocromática, es decir, todos
los puntos del frente de onda oscilan sinusoidalmente con lamisma frecuencia, dicha
información temporal también se puede suprimir, y finalmente si se considera que las
medidas se realizarán en el plano H = 0, entonces,

E(0) = 1√
� 2F + � 2G

[
�F

�G4
7U

]
=

[
cos \
sin \4 yU

]
, (2.39)

donde �F y �G representan las componentes de polarización del campo eléctrico a lo
largo de las direcciones F y G y \ es al ángulo entre dichas componentes, respectiva-
mente. Este vector contiene la información esencial sobre la polarización del campo.

Estados de Polarización de la Luz

En la ecuación (2.39), los valores de �F y �G junto con el valor de U determinan el
estado de polarización de la luz. Dado lo anterior, los estados de polarización degene-
rados se pueden apreciar en la Figura 2.6.
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Figura 2.6: La Fila superior muestra los vectores de Jones correspondientes a los principa-
les estados de polarización, donde, PLH: polarización lineal horizontal, PLV: polarización li-
neal vertical, PLD: polarización lineal diagonal, PLA: polarización lineal antidiagonal, PCD:
polarización circular a derecha y PCI: polarización circular a izquierda. La fila inferior mues-
tra gráficamente el estado de oscilación del campo eléctrico sobre el perfil transversal de haz
gaussiano. La flecha indica el sentido de oscilación; blanco, polarización lineal, rojo y verde
polarización circular a derecha y a izquierda respectivamente.

Por otro lado, el gradode libertad depolarización resulta ser sumamente importan-
te y de los principales en luz estructurada, más exactamente en la generación de MV,
ya que en conjunto con el modo espacial es posible construir una pareja de estados
clásicamente enredados, es decir, los grados de libertad espacial y de polarización es-
tán acoplados de manera no separable localmente. Cada estado (haz), se caracteriza
por una distribución de polarización homogénea que le da la denominación demodo
escalar, y que dan cabida a la generación de losMV, esto es,modos que se caracterizan
por la configuración no-homogénea de la polarización en su perfil transversal. A con-
tinuación, se ahondará en la teoría de la polarización a través de la EP y de la esfera de
Poincaré, relegando las respectivas representaciones geométricas al capitulo 3.

2.4.1. Elipse de Polarización
Cualquier campo óptico requiere tres componentes para ser descrito en su totali-

dad, dos perpendiculares entre si que forman el plano asociado al frente de onda y
que comúnmente son las componentes �F (r, B ) y �G (r, B ) y la componente longitudi-
nal �H (r, B ), perpendicular al frente de onda, el cual está asociado a la dirección en la
que se propaga dicho campo. Las componentes anteriormente mencionadas pueden
ser escritas como sigue:

�F (r, B ) = �0F cos(k · r − lB + XF ) (2.40a)
�G (r, B ) = �0G cos(k · r − lB + XG ), (2.40b)

donde �0F y �0G son las amplitudes máximas del campo eléctrico y XF y XG son fases
arbitrarias. Considerando la propagación en la dirección H y dado que solo son nece-
sarias las ecuaciones (2.40a) y (2.40b), entonces se tiene,

�F (H, B ) = �0F cos(g + XF ) (2.41a)
�G (H, B ) = �0G cos(g + XG ), (2.41b)
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donde g = 9H − lB con 9 êz · (F êx + G êy + H êz) = 9H , es el término de fase comúnmen-
te llamado propagador. Así, a medida que el campo se propaga en la dirección H , las
componentes �0F y �0G dan lugar a la existencia de un campo vectorial. Por otro lado,
la idea ahora es obtener una expresión que reúna la totalidad de los diferentes estados
de polarización de la luz. Dado lo anterior, se prosigue eliminando el término de fase
g en las ecuaciones (2.41a) y (2.41b), esto es,

�F

�0F
= cos(g + XF ) = cosg cos XF − sing sin XF (2.42a)

�G

�0G
= cos(g + XG ) = cosg cos XG − sing sin XG . (2.42b)

Multiplicando la ecuación (2.42a) por sin XG y la ecuación (2.42b) por sin XF , y luego
restando las expresiones resultantes se obtiene,

�F

�0F
sin XG −

�G

�0G
sin XF = cosg sin(XG − XF ), (2.43)

puesto que se uso la identidad,

cosg sin(XG − XF ) = cosg (cos XF sin XG − cos XG sin XF )

Demanerasimilaral casoanterior,multiplicando (2.42a)porcos XG y laecuación (2.42b)
por cos XF , se llega a,

�F

�0F
cos XG −

�G

�0G
cos XF = sing sin(XG − XF ), (2.44)

donde,

sing sin(XG − XF ) = sing (cos XF sin XG − cos XG sin XF ).

Ahora bien, elevando al cuadrado las ecuaciones (2.43) y (2.44), desarrollando cada
expresión, simplificando y luego sumando se tiene,

� 2F
� 20F
+
� 2G
� 20G
− 2 �F�G

�0F�0G
cos X = sin2 X , (2.45)

con X = XG − XF .

La ecuación (2.45) corresponde a la ecuación de una elipse y muestra que en cual-
quier instante de tiempo el lugar geométrico de los puntos descritos por el campo óp-
tico amedidaque sepropagaesunaelipse, dichocomportamiento sedicequeespola-
rización óptica y por ende, la ecuación (2.45) es conocida como elipse de polarización
(EP) [45]. La representación geométrica de una onda con polarización elíptica puede
apreciarse en la Figura 2.7.
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Figura 2.7: Representación geométrica de una onda con polarización elíptica en la EP, donde
Ψ representa el ángulo de orientación de la elipse.

Ahora bien, la EP se caracteriza por ser una representación geométrica de los esta-
dosdepolarizaciónde la luzque sepuede lograr a travésde las intensidadesdel campo
eléctrico en cada una de sus componentes y de la fase X de la onda, sin embargo, es-
to también puede ser logrado a partir de los parámetros propios de la geometría de
la elipse (orientación y forma) que se relacionan con las componentes del campo y
la fase, esto es, se reescriben las expresiones asociadas a las componentes del campo
eléctrico, pues dado que la elipse puede tener cualquier orientación, sus ejes origina-
les no están en las direcciones F e G como se aprecia en la Figura 2.7, lo que supone
una transformación (rotación) dada por,(

�b
�[

)
=

(
cosΨ sinΨ
− sinΨ cosΨ

) (
�F
�G ,

)
(2.46)

donde �b y �[ son los ejes de la elipse estándar, la cual está dada por,

� 2
b

02
+
� 2[
12

= 1,

con [45],

�b = 0 cos(g + X ′) (2.47a)
�[ = ±1 sin(g + X ′) (2.47b)

siendo 0 y 1 el semi eje mayor y el semi eje menor de la elipse, respectivamente y X ′
es una fase arbitraria. Por otro lado, �F y �G están dadas por (2.42a) y (2.42b) respec-
tivamente. Ahora bien, al sustituir las expresiones (2.42a), (2.42b), (2.47a) y (2.47b) en
(2.46) se tiene,

0 (cosg cos X ′ − sing sin X ′) = �0F (cosg cos XF − sing sin XF ) cosΨ + · · ·
· · · + �0G (cosg cos XG − sing sin XG ) sinΨ,

(2.48)

y,
±1 (sing cos X ′ + cosg sin X ′) = −�0F (cosg cos XF − sing sin XF ) sinΨ + · · ·

· · · + �0G (cosg cos XG − sing sin XG ) cosΨ.
(2.49)
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Desarrollando cada uno de los productos e igualando los coeficientes de cosg y sing
se llega a,

0 cos X ′ = �0F cos XF cosΨ + �0G cos XG sinΨ, (2.50a)
0 sin X ′ = �0F sin XF cosΨ + �0G sin XG sinΨ, (2.50b)
±1 cos X ′ = �0F sin XF sinΨ − �0G sin XG cosΨ, (2.50c)
±1 sin X ′ = �0F cos XF sinΨ − �0G cos XG cosΨ. (2.50d)

Elevando ahora al cuadrado las ecuaciones (2.50a) y (2.50b) y luego sumándolas se
obtiene,

02 = � 20F cos2Ψ + � 20G sin2Ψ + 2�0F�0G cosΨ sinΨ cos X . (2.51)

Demanera similar, pero ahora con las ecuaciones (2.50c) y 2.50d, se tiene,

12 = � 20F sin2Ψ + � 20G cos2Ψ − 2�0F�0G cosΨ sinΨ cos X , (2.52)

con X = XG − XF . Sumando las ecuaciones (2.51) y (2.52), se puede apreciar que,

02 + 12 = � 20F + �
2
0G . (2.53)

La ecuación (2.53) representa la equivalencia entre la EP dada por la expresión (2.45)
y la elipse estándar, por lo que es posible entonces representar las propiedades de po-
larización de la luz, en términos de las características geométricas de la elipse, esto es,
su ángulo de orientación y su ángulo de elipticidad.

Lo anterior se puede apreciar, al dividir la ecuación (2.50d) entre la ecuación (2.50a)
y la ecuación (2.50c) entre la ecuación (2.50b), consiguiendo así [45, 46],

tan(2Ψ) = 2�0F�0G
� 20F − �

2
0G
cos X = tan(2U) cos X , (2.54)

donde 0 ≤ Ψ ≤ c , es el ángulo de orientación de la elipse.

Si ahora si multiplican las ecuaciones (2.50a) y (2.50c) y se suman al producto de
(2.50b) con (2.50d), se consigue,

±01 = �0F�0G sin X . (2.55)

Por otro lado, el ángulo de elipticidad viene dado por,

tan j =
±1
0
, −c4 ≤ j ≤

c

4 . (2.56)

Ahora, usando las ecuaciones (2.53), (2.55) y (2.56), junto con el ángulo auxiliar

tanU =
�0G
�0F

,
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se llega a la relación entre la EP y los parámetros �0F , �0G y X ,

sin(2j) = 2�0F�0G
� 20F + �

2
0G
sin X = sin(2U) sin X , (2.57)

donde el ángulo de elipticidad de la elipse viene dado por j = arctan(±�0G/�0F ). La
relación de los parámetrosΨ y j con lasmagnitudes �0F , �0G y X se pueden apreciar en
la Figura 2.8.

Ψ

2E0y

2E0x

η

ξ

y

x

α
χ

Figura 2.8: EP donde se puede apreciar los ángulos Ψ, j y U; con �0F y �0G como los semiejes
de la elipse.

En la sub-sección 3.1.1, se representa la geometría de diferentes estados de polari-
zación, es decir, de diferentes elipses de polarización.

2.4.2. Parámetros de Stokes
Unade las formas de construir la esfera de la Poincaré, la cual esmuyhabitual, pues

consideramediciones reales de intensidad, es a partir de los parámetros de Stokes, los
cuales fueron definidos por Sir George Gabriel Stokes en 1852. A continuación, se de-
tallará de manera breve la forma en la que se construye la esfera de Poincaré a partir
de dichas consideraciones.

Para representar los estados de polarización de la luz en la esfera de Poincaré ha-
ciendo uso de los parámetros de Stokes, es necesariomostrar que es posible construir
una esfera similar a partir de los parámetros de Stokes, y a partir de esto, por com-
paración, reescribir los ejes coordenados de la esfera en términos de los parámetros
de Stokes. Así las cosas, se tiene que la relación de coordenadas cartesianas con las
coordenadas esféricas está dada por las ecuaciones de Poincaré para la elipse de pola-
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rización [47],

F =
1
2 cos 2j cos 2Ψ (2.58a)

G =
1
2 cos 2j sin 2Ψ (2.58b)

H =
1
2 sin 2j. (2.58c)

Ahora bien, como se sabe de (2.41a) y (2.41b), las componentes del campo eléctrico
sin considerar el término propagador están dadas por,

�F (H) = �0F exp(XF ) (2.59a)
�G (H) = �0G exp(XG ), (2.59b)

mientras que los parámetros de Stokes dados para el campo (2.59) están definidos co-
mo sigue [45]:

(0 = �F� ∗F + �G� ∗G (2.60a)
(1 = �F� ∗F − �G� ∗G (2.60b)
(2 = �F� ∗G + �G� ∗F (2.60c)
(3 = y (�F� ∗G − �G� ∗F ). (2.60d)

Donde se ha omitido cualquier tipo de dependencia espacial y/o temporal por parte
del campo eléctrico por practicidad. Ahora bien, reemplazando las expresiones (2.59)
en las expresiones (2.60) y realizando las operaciones señaladas, se tiene que,

(0 = � 20F + �
2
0G (2.61a)

(1 = � 20F − �
2
0G (2.61b)

(2 = 2�0F�0G cos X (2.61c)
(3 = 2�0F�0G sin X , (2.61d)

donde, X = XG − XF . Por otro lado, de la Figura (2.8) se puede apreciar que,

tanU =
�0G
�0F

, (0 ≤ U ≤ c/2). (2.62)

Por otro lado, el vector campo eléctrico formado por las dos componentes cartesianas
del mismo, forman un triángulo rectángulo el cual puede ser caracterizado como se
muestra en la Figura 2.9.
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|E|
E0y = |E| sinα

E0x = |E| cosα

α

Figura 2.9:Magnitud del campo eléctrico a partir de sus componentes cartesianas.

Dado lo anterior, se tiene que las ecuaciones (2.61) pueden escribirse como sigue,

(0 = |E|2 (2.63a)
(1 = |E|2 cos 2U (2.63b)
(2 = |E|2 sin 2U cos X (2.63c)
(3 = |E|2 sin 2U sin X . (2.63d)

Ahora bien, si se el vector E barriese la superficie de una esfera de radio 1/2, se tendría
que las expresiones (2.63) se escribirían de la forma

(0 =
1
2 (2.64a)

(1 =
1
2 cos 2U (2.64b)

(2 =
1
2 sin 2U cos X (2.64c)

(3 =
1
2 sin 2U sin X . (2.64d)

Por otro lado, las relaciones trigonométricas en (2.64b-2.64d) pueden ser escritas co-
mo sigue [45, 48],

cos 2U = cos 2j cos 2Ψ (2.65a)
sin 2U cos X = cos 2j sin 2Ψ (2.65b)
sin 2U sin X = 2 sin j. (2.65c)

Por lo tanto, las ecuaciones (2.64) se transforman a la siguiente forma,

(0 =
1
2 (2.66a)

(1 =
1
2 cos 2j cos 2Ψ (2.66b)

(2 =
1
2 cos 2j sin 2Ψ (2.66c)

(3 =
1
2 sin 2j, (2.66d)
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esto es, las ecuaciones (2.66) son idénticas a las ecuaciones (2.58), es decir, los pará-
metros de Stokes, que sonmediciones reales, pueden ser interpretados como los ejes
de una esfera de radio (0 = 1/2. En general, los parámetros de Stokes están normali-
zados respecto al valor de la intensidad, es decir, con (0 = 1; por lo tanto, los estados
de polarización de la luz pueden ser representados sobre la esfera de Poincaré ya sea a
partir de la medición directa de los parámetros de Stokes o a partir del conocimiento
de los valores deΨ y j. Por lo tanto,

(21 + (
2
2 + (

2
3 ≤ 1. (2.67)

LosparámetrosdeStokes sonuna formadeconocer lapolarizaciónde la luz apartir de
medidas de intensidad y en conjunto, a menudo son referidos como vector de Stokes,
aunque realmente no se comporten como un vector [49]. El vector de Stokes, escrito
en términos de los ángulos de orientación Ψ y elipticidad j medidos en la esfera de
Poincaré puede ser escrito como sigue

S =


(0
(1
(2
(3

 =


1

cos 2j cos 2Ψ
cos 2j sin 2Ψ

sin 2j

 (2.68)

Así las cosas, los estados de polarización más comunes representados en forma del
vector de Stokes que se representan en la esfera de Poincaré (Figura 3.4) están dados
por:

, 𝐒 = 𝐼0

1
1
0
0

, 𝐒 = 𝐼0

1
−1
0
0

, 𝐒 = 𝐼0

1
0
1
0

, 𝐒 = 𝐼0

1
0
−1
0

, 𝐒 = 𝐼0

1
0
0
1

, 𝐒 = 𝐼0

1
0
0
−1

Figura2.10:Estadosdepolarizaciónmáscomunes y susparámetrosdeStokes, donde �0 = 2� 20
es la intensidad del campo eléctrico normalizada.

Cadaunode los elementos del vector de Stokes tiene un significadomuy especifico,
a saber:
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I. 0 ≤ (0 ≤ 1, representa la intensidad total de la luz, cuando(0 = 1 sediceque la luz
está completamente polarizada, cuando(0 < 1 se dice que la luz es parcialmente
polarizada y si (0 = 0 se dice que la luz no está polarizada.

II. −1 ≤ (1 ≤ 1, representa la intensidad de la luz con tendencia a polarización
lineal; si (1 > 0 la luz tiende a tener polarización horizontal y si (1 < 0 la luz
tiende a tener polarización vertical.

III. −1 ≤ (2 ≤ 1, representa la intensidadde la luz con tendencia apolarización lineal
inclinada; si (3 > 0 la luz tiende a tener polarización diagonal y si (3 < 0 la luz
tiende a tener polarización antidiagonal.

IV. −1 ≤ (3 ≤ 1, representa la intensidad de la luz con tendencia a polarización
circular; si (3 > 0 la luz tiende a tener polarización circular a derecha, por el con-
trario, si (3 < 0 la luz tiende a tener polarización circular a izquierda.

2.5. Introducción a los Modos Vectoriales
Una de las áreas más relevante en luz estructurada está asociada a la descripción

de los MV. Dichos modos, se caracterizan por una distribución variable o inhomogé-
nea de la polarización, a diferencia de los campos escalares de luz, los cuales tienen
una distribución uniforme de polarización. Los MV son de relevante importancia de-
bido a los novedosos fenómenos ópticos que estos acarrean, de hecho, su generación
e interacción con la materia han sido de gran interés durante los últimos años [50]. A
continuación, se abordará demanera formal, el concepto demodo vectorial, desde lo
más elemental, pasandoa travésde la solucióna laEPH fundamental, hasta llegar a los
modosgaussianosdeorden superior, haciendo fuerte énfasis en losmodosgaussianos
con geometría elíptica, esto es, los modos Ince-Gauss.

2.5.1. Estados de Polarización Espacialmente Inhomogéneos: Mo-
dos Vectoriales

Como se mencionó en el capitulo anterior, los modos escalares, son aquellos mo-
dos espaciales que contienen un estado de polarización único distribuido demanera
homogénea en todo el perfil transversal, tal y como se puede apreciar en la Figura 2.11

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.11:Distribución de los estados de polarización en unmodo escalar. (a) luz con PLH.
(b) luz con PCD. (c) luz con PCI. (d) luz con PEl a izquierda.
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Por otro lado, los MV representan una solución a la EPH en la que se consideran
las in-homogeneidades de polarización surgidas en el modo espacial, esto es, estados
de polarización orientados en diferentes direcciones o diferentes estados de polariza-
ción, orientados en diferentes direcciones (MV híbridos). Ahora bien, formalmente,
estosmodos se construyen a partir de la superposición de dosmodos espaciales orto-
gonales con estados base de polarización ortogonal (Figura 2.12), esto es [11, 51],

E(r) = cos(\ )�7 (r)ê7 ± sin(\ ) exp(yX )�8 (r)ê8 , (2.69)

donde los sub-índices 7 y 8 hacen referencia a la a la ortogonalidad enmodo espacial y
polarización de cada haz, esto es, 7 ⊥ 8 , exp(yX ) es la fase intermodal, donde X ∈ [0, c],
la cual induce un retraso de fase en las componentes de polarización de los modos y
los coeficientes cos(\ ) y sin(\ ), con \ ∈ [0, c/2] son los factores de peso que permiten
la transición entre los modos escalares a vectoriales puros [11, 15].

+ =

(a)

− =

(b)

Figura 2.12: Generación deMV. (a) adición de dos modos ortogonales con estados de polari-
zación ortogonales. (b) diferencia de dos modos ortogonales con estados de polarización or-
togonales. Los círculos naranjas y verdes dentro de cada modo hacen referencia a PCD y PCI,
respectivamente, las líneas blancas radiales en l modo resultante hacen referencia a PL.

Ahora bien, los grados de libertad espacial y de polarización, se dice que están clá-
sicamente enredados, acoplados o que son estados no separables. Lo anterior debido
a una característica propia de la naturaleza de losMVque hace «codependendientes» a
dichos grados de libertad, esto es, no es posible hacer una medición, por ejemplo, de
la polarización sin alterar la distribución de intensidad demanera espacial delmodo y
viceversa [11, 52, 53]. En un contextomás formal, se podría decir que la no separabili-
dad de los grados de libertad que caracterizan a losMV consiste en la «imposibilidad»
de escribir el modo vectorial como el producto de la base de polarización homogénea
por una función escalar, en este caso, el modo espacial [52, 54]. Ahora bien, si �7 = �8
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en (2.69), entonces se tendría unmodo escalar y por lo tanto unmodo separable. Aho-
ra bien, esta característica de los MV representa una importante ventaja en relación
a las características de polarización de los modos escalares, pues dada la forma en la
que se presenta la polarización en elmodo, las aplicaciones pueden ser variadas, tales
como manipulación de partículas [24], transporte de información en medios turbu-
lentos [25, 55], estudio de imágenes [56], metrología [57], efectos no lineales [58], por
mencionar algunas.

2.5.2. Modos Vectoriales Ince-Gauss Helicoidales
Tal y como se expone en la sección 2.5.1, losMV se construyen a partir de la combi-

nación lineal dedosmodos escalares ortogonales enpolarización ymodoespacial. Así
las cosas, considerando la ecuación (2.69) y la ecuación (2.32) en la sub-sección 2.3.6,
los MV Ince-Gauss helicoidales, se construyen a partir de la superposición (suma o
resta) de unmodo escalar��� conhelicidad positiva y unmodos escalar��� conhe-
licidad negativa (modos espaciales ortogonales) y base de polarización ortogonal, tal
y como semuestra por medio de la siguiente expresión,

HIGℎ+>,;;n (r) = cos(\ )��ℎ+
>,;;n (r)ê' ± sin(\ ) exp(yX )��ℎ−

>,;;n (r)ê! , (2.70)

donde \ ∈ [0, c/2] es el factor de peso que permite la transición entre losmodos esca-
lares cuando \ = 0, c/2 y los modos completamente no separables, cuando \ = c/4;
X ∈ [0, c], es la fase intermodal, asociada a la orientación de los estados de polari-
zación presentes en el modo, siendo polarización radial cuando X = 0 y polarización
azimutal cuando \ = c . La ecuación (2.70) representa formalmente losMV Ince-Gauss
helicoidales (HIGVM, por sus siglas en ingles). AlgunosMV puros Ince-Gauss helicoi-
dales (\ = c/4), resultantes de la superposición, con diferentes valores de n pueden
ser apreciados en la Figura 2.13.
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𝛿 = 0

𝛿 = 𝜋

𝜖 = 0 𝜖 = 1 𝜖 = 3 𝜖 = 6 𝜖 → ∞

0

1

−𝜋

𝜋

Figura 2.13: Simulación de los MV HIGℎ+5,3;n y fase compleja de Stokes. La distribución de la
polarización se superpone al modo espacial.

La Figura 2.13 muestra 10 simulaciones de intensidad con su respectiva distribu-
ción de polarización (radial-azimutal) superpuesta para los MV HIGℎ+5,3;n . Su corres-
pondiente fase compleja de Stokes (estructurade la fase intermodal) X semuestra bajo
cada modo vectorial y muestra cómo se distribuye la polarización del modo vectorial
en el rango [−c,c], donde los cambios bruscos de fase no dan información de polari-
zación; para X = 0, X = c y \ = c/4. Los MV con X = 0 tienen una distribución radial
de polarización lineal, mientras que losMV con X = c tienen una distribución azimu-
tal de polarización lineal. Por otro lado, se evidencia como losMV pasan de serHLG a
HIG y finalmente aHHG. Como semencionó con anterioridad, si se cambiase el valor
de \ en la ecuación (2.70), entonces se obtendrían losMV con estados de polarización
elíptica con \ ∈ (0, c/4) con sentido de giro a la derecha, o \ ∈ (c/4, c/2) con sentido
de giro a la izquierda. Si \ = 0 entonces se obtiene un modo escalar con PCD, por el
contrario si \ = c/2, entonces se obtiene unmodo escalar con PCI.

La distribución de la polarización depende también de si los modos se suman o se
restan. Así, MV purosHIGℎ− (conjugados a los mostrados en la Figura 2.13 para cada
valor de X y n) resultantes de la resta de los modos escalares con diferentes valores de
n pueden ser apreciados en la Figura 2.14.
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Figura 2.14: Simulación de los MV HIGℎ−5,3;n y fase compleja de Stokes. La distribución de la
polarización se superpone al modo espacial.

Como se puede apreciar al comparar las Figuras 2.13 y 2.14, las distribuciones de
polarización difieren cuando semantienen los valores de X para cada n, mientras que
la intensidad delmodo espacial no cambia. Lo anterior quiere decir que dependiendo
si elmodo vectorial se construye a partir de una sumaouna resta, aparecerán singula-
ridadesdepolarizacióndecuatro tipos, un tipopara cadacaso, de los cuales sepueden
aprovechar sus propiedades en aplicaciones. Para saber más sobre las posibles confi-
guraciones de polarización enMV se puede consultar [59].

Dado lo anterior, cabe recalcar algunas importantes características de los MV:

I. A diferencia de losmodos escalares (aquellos que presentan polarización homo-
génea) los MV presentan inhomogeneidades de polarización en el modo espa-
cial, lo que los hace un casomás general de luz polarizada.

II. Los MV pueden presentar estructuras complejas que surgen del acoplamiento
estratégico entre el gradode libertadespacial ydepolarización, lo anterior, apar-
tir de la manipulación y control de los parámetros tales como >, ; y n.

III. LosMV helicoidales presentan OAM, como es el caso de losMV helicoidales vis-
tos eneste capitulo, loque lesbrinda importantespropiedades asociadas alOAM
que pueden ser explotadas.

IV. LosMV también pueden superponerse para generar MV aúnmás complejos.
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V. La fortaleza de los MV se ve reflejada en la generalidad que representan en tér-
minos de luz polarizada no convencional.

Finalmente, una característica adicional de losMV, es que sus propiedades espacia-
les ydepolarizaciónpueden ser representados sobreuna superficie esférica, demane-
ra análoga a como se hace con los estados de polarización de la luz 3.1. Dicho aspecto,
es comentado en detalle en el Capitulo 3, sección 3.3. Por otro lado, en este trabajo
de grado se considera la generación deMVHIG y su representación sobre una super-
ficie geométrica que cambia de excentricidad a medida que cambia la elipticidad de
los modos. En el capitulo 5, se detallará de manera breve, la generación experimental
de estos MV por medio de un dispositivo (!" de transmisión y un interferómetro de
polarización (Sagnac) para luego representarlos sobre dicha superficie.

En este capitulo se explico endetalle las características de los dos grados de libertad
considerados para la generación deMV, esto es, elmodo espacial que es, grossomodo,
el patrón espacial de la luz, y la polarización que supone la dirección de oscilados de
preferencia del campo eléctrico, además de los elementos más esenciales de los MV
así como losMV Ince-Gauss helicoidales y los derivados de estos.
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Capítulo 3

Representación Geométrica de los
Grados de Libertad de la Luz

Así como es posible representar fenómenos físicos, químicos, biológicos, etc., de
maneragráfica, existe también laposibilidadde representar geométricamentepropie-
dades y fenómenos acaecidos en la naturaleza, y el caso de la polarizaciónde la luz, así
como todos sus posibles patrones de intensidad, no es la excepción. Por otro lado, las
representaciones geométricas de la luz, simbolizan una herramienta importante en el
camino por comprender el comportamiento, propiedades y características de la luz
al ser modificada en sus grados de libertad, pues la complejidad del proceso formal
y experimental requiere como apoyo, estrategias que simplifiquen al investigador la
comprensión de lo que se hace en el papel y en el laboratorio. Es por esto, que desde
haces más de 100 años, se trabaja en la forma de ayudar de una manera más simple
al entendimiento del comportamiento de la luz por medio de ayudas visuales de fá-
cil acceso, pues es bien sabido que la naturaleza lo permite. Así surgen, en el contexto
de la polarización, las diferentes formas de representar los patrones de intensidad con
distribuciones de polarización homogénea o no-homogénea, haciendo uso de la geo-
metría. Ahora bien, representaciones geométricas de la luz haymuchas, sin embargo,
este capítulo está limitado a la mera descripción de las representaciones de la luz po-
larizada, desde la forma más básica, que es la elipse de polarización, pasando por el
plano complejo circular, las esferas de Poincaré, de orden cero, uno y superiores, hasta
una representación en 5-dimensiones que reúne las características de las anteriores,
dejando ver ilimitada cantidad de recursos que pueden ser usados para conseguir la
mejor representación de las propiedades de la luz demanera geométrica.

3.1. Representación Geométrica de la Polarización

3.1.1. Representación Geométrica por Medio de la Elipse de Polari-
zación

La elipse de polarización discutida en la sub-sección 2.4.1 da información del esta-
do de polarización de la luz, ya sea a través de los parámetros medibles U y X o de los
parámetros formales j yΨ. A continuación, se representan algunos estados de polari-
zación por medio la Figura 3.1 para diferentes valores de X , U,Ψ y j.
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Figura 3.1: Elipse de polarización (EP). Estados de polarización para diferentes valores de
X , U, Ψ, y j.

En la Figura 3.1 se puede ver que cuando X = 0, c se tiene polarización lineal con
j = 0. Los valores de X = c/2, 3c/2 hacen referencia a estados de PCD y PCI respec-
tivamente con U = c/4, −c/4. Para valores intermedios de X y j ≠ 0 se tiene PEl, así,
cuando los valores de j son positivos se tienen estados de PEl con giro hacia la dere-
cha, mientras que los valores negativos de j, corresponden a estados de PEl con giro
hacia la izquierda.

Es importante recalcar que según laFigura 3.1, la convenciónusadaesque lapolari-
zaciónconsentidodegirohacia laderecha se considera favordel girode lasmanecillas
del reloj, mientras que la polarización con giro hacia la izquierda se considera en con-
tradel girode lasmanecillasdel reloj, y esta será la convenciónusadaeneste trabajode
grado. Por otro lado, la elipticidad de la EP, está definida como la razón | tan j | = ±1/0 ,
mientras que la excentricidad de la EP está dada por 4 =

√
1 − tan2 j.

Dado lo anterior, se muestra a la EP como un primer intento de generar y repre-
sentar a los estados de polarización de la luz, la cual muestra información sobre la
orientación y forma (elipticidad) del campo eléctrico en su propagación, esto es, la EP
funciona como una herramienta gráfica que permite acceder de manera directa a los
estados de polarización de la luz para cada valor de �0F , �0G y X .
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3.1.2. Representaciónde laLuzPolarizadaenelPlanoComplejoCir-
cular

La información provista por la EP a partir de los ángulos Ψ y j, puede ser concen-
trada en una nueva función compleja que surge de la razón entre las componentes �F
y �G , esto es [60],

ZFG =
�G

�F
=

tanΨ + y tan j
1 − y tanΨ tan j , (3.1)

donde y =
√
−1 es la unidad imaginaria y arg(Z) = XG − XF . La ecuación (3.1) muestra

como un estado de polarización de la luz, caracterizado porΨ y j puede ser represen-
tado por número complejo Z. Así mismo, se sabe que todo número complejo puede
sermostrado en el plano complejo, esto es, cada punto Z en el plano complejo da evi-
denciadeunestadodepolarizaciónde la luz. Esta representaciónes llamada represen-
tación de la luz polarizada en el plano complejo cartesiano [60]. Sin embargo, esta no
es la única forma demostrar los números complejos en el plano complejo, pues exis-
ten diferentes formas de hacerlo en otros estados base, como por ejemplo, la base de
polarización circular (PC) [61], a partir de la forma generalizada de la expresión (3.1),
la cual está dada por,

Z7 8 =
�8

�7
, (3.2)

donde �7 y �8 son las amplitudes complejas de las proyecciones de las dos componen-
tes de E(r) a lo largo de los dos estados base 7 y 8 , respectivamente. Por otro lado, los
estados base 7 y 8 son dos cualesquiera estados elípticos y están representados por el
origen y un punto en el infinito en el plano complejo Z7 8 asociado.

Dado lo anterior, y considerando la facilidad del uso de las coordenadas circulares,
está sub-sección se limitará a una breve revisión de los estados de polarización de la
luz representados en el plano complejo circular. Así las cosas, se consideran ahora los
estados de polarización circular a derecha (@ ) y el estado de polarización circular a
izquierda (: ), de tal manera que la razón (3.2) queda de la forma,

Z:@ =
�@

�:
, (3.3)

y por lo tanto, la función compleja que ubica un estado de polarización en el plano
complejo circular será [60],

Z:@ = tan(j + c/4) exp (−2yΨ), (3.4)
donde las coordenadasΨ y j están dadas por,

Ψ = −12 arg(Z:@ ) (3.5a)

j =
|Z:@ | − 1
|Z:@ | + 1

. (3.5b)

Los diferentes estados de polarización de la luz pueden ser representados en el plano
complejo circular a sabiendas de las expresiones (3.4) y (3.5). Dado lo anterior, se ob-
serva que:
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a. En el origen se tiene j = −c/4 y Z = 0; se representa la base del estado de polari-
zación circular a izquierda (PCI).

b. En el infinito se tiene j = c/4 y Z = ∞; se representa la base del estado de polari-
zación circular a derecha (PCD).

c. Cada punto sobre el circulo de radio unitario del plano complejo, esto es, j =

0, −c/2 ≤ Ψ < c/2 y Z = exp (−2yΨ), corresponde a los diferentes estados de
polarización lineal (PL).

d. Sin considerar el origen del circulo unitario y el punto en el infinito, todos los de-
más puntos sobre el plano complejo hacen referencia a estados de polarización
elípticos (PEl). Si dentro del circulo de radio unitario se tiene −c/4 ≤ j < 0, 0 ≤
|Z| < 1, entonces todos los estados de polarización tendrán sentido de giro hacia
la izquierda. Por el contrario, si 0 ≤ j < −c/4, 1 ≤ |Z| < ∞, entonces todos los
estados de polarización tendrán sentido de giro hacia la derecha.

e. Las líneas con Ψ = constante, se conocen como contornos equi-azimutales. En
este caso las líneas radiales equi-azimutales que parten del origen con PCI ter-
minan en el infinito con PCD. Por otro lado, en el eje real positivo se tiene que
Ψ = 0 y en el eje real negativo se tiene queΨ = −c/2. Los estados de polarización
ortogonales se dividen a partir del punto de intersección de todos los contornos
equi-azimutales conΨ y el ortogonal a este enΨ−c/2, esto es, al cruzar el punto
en el origen en PCI o en el infinito en PCD, se produce un salto discontinuo en el
contorno equi-azimutal igual a −c/2.

f. La familia de círculos con j, |Z| = constante, concéntricos al origenenPCI recibe
el nombre de contornos equi-elípticos. Esta familia de círculos es ortogonal a la
familia de contornos equi-azimutales.

La Figura 3.2 muestra diferentes estados de polarización sobre el plano circular com-
plejo. Las curvas cerradasdirigidas representan las diferentes elipses depolarizacióno
estados de polarización de la luz. En cada intersección de un contorno equi-azimutal
con un contorno equi-elíptico se indica un estado de polarización con su respectiva
elipticidadyorientación.Así, a lo largode loscontornosequi-azimutales seevidencian
estadosdepolarizaciónquevandesdePCI (puntonaranja) enel origencon j = −1, pa-
sando por los estados de polarización elíptica (PEl) (puntos azul oscuro) con sentido
de giro a izquierda, dados por −1 < j < 0, hasta los estados con PL (puntos azul claro)
en el cruce con el contorno equi-elíptico perteneciente al circulo de radio unitario con
el contorno equi-azimutal, donde j = 0. En seguida de dicho punto, se encuentran los
estados con PEl (puntos verde claro) con sentido de giro a derecha con 0 < j < ∞ has-
ta llegar a estados con PCD (no se puede dibujar) donde j → ∞; ahora bien, sobre el
eje real positivo se encuentran los contornos equi-elípticos conΨ = 0, en el que si hay
un desplazamiento sobre el contorno equi-elíptico en el sentido opuesto al giro de las
manecillas del reloj, se llega al eje real negativo con Ψ = −c/2. Demanera similar, por
debajo del eje real negativo, desplazándose a lo largo del contorno equi-elíptico en el
sentido de giro contrario al de lasmanecillas del reloj se llega por debajo al eje real po-
sitivo dondeΨ = c/2.

Dado lo anterior, se muestra al plano complejo circular como un forma de repre-
sentar geométricamente los diferentes estados de polarización de luz (que puede ser
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L

Figura 3.2: Representación de diferentes estados de polarización sobre el plano complejo cir-
cular. En este caso, las líneas radiales y continuas representan los contornos equi-azimutales,
mientras que los círculos con circunferencias discontinuas representan los contornos equi-
elípticos.

construido en otra sistema de coordenadas como se mencionó con anterioridad en
estamisma sub-sección), donde lamagnitud del vector que ubica a los estados de po-
larización sobre el plano representa la amplituddel campoeléctrico y el ángulode este
respecto al eje real es la fase del campo. A continuación, se muestra cómo a partir del
plano circular complejo, es posible construir la Esfera de Poincaré, que como es bien
sabido, es la formamás popular de representar los estados de polarización de la luz.

3.1.3. Esfera de Poincaré
La información de los estados de polarización representados en el plano complejo

circular descrito en la sub-sección 3.1.2, pueden también ser representados en una
esferademanera similar.Dicha esfera, recibe el nombrede esferadePoincaré enhonor
a H. Poincaré, quien la introdujo en 1892.
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Figura 3.3: Construcción de la esfera de Poincaré considerando el plano complejo circular a
través de una proyección estereográfica.

Paracomprenderel razonamientoaproximadousadoporPoincaréa lahoradecons-
truir la esfera, se tiene en cuenta la proyección de los estados de polarización en el
plano complejo circular a los puntos de la esfera tal y como se muestra en la Figura
3.3. En este caso, y con el fin de conseguir concordancia con la circunferencia de radio
unitario representada en el plano complejo circular, se considera una esfera de diá-
metro unitario la cual está en contacto en un punto tangente al polo sur (S) (origen
O) con el plano complejo circular Z:@ . Como se puede apreciar, cada punto Ps sobre la
esfera representa el punto de corte de la superficie de la esfera con la recta que va des-
de el punto P en el plano Z:@ hasta el polo norte (N). Dicha transformación proyectiva
quemapea P→Ps, recibe el nombre de proyección estereográfica [62]. Ahora bien, esto
quiere decir que si se asocia cada punto P en el plano Z:@ con cada punto Ps sobre la
superficie de la esfera de Poincaré, entonces la elipse de polarización correspondiente
a P en el plano complejo, corresponde a lamisma elipse de polarización en Ps sobre la
superficie de la esfera; así pues, la totalidad de los puntos que corresponden al plano
complejo y que se pueden proyectar en la esfera forman un espacio de polarización
denominado «esfera de Poincaré», tal y como se muestra en la Figura 3.3. Ahora bien,
siguiendo un razonamiento similar al seguido en la construcción de la representación
de los estados de polarización sobre el plano complejo circular, se puede caracterizar
la esfera de Poincaré como sigue:
a. Los estados con PCD y PCI se representan en los polos norte y sur respectiva-

mente. Lo anterior debido a que el polo norte en la esfera se proyecta en el infi-
nito con el plano mediante la recta que une estos puntos, mientras que el polo
sur se proyecta sobre si mismo en el plano.

b. En el ecuador de la esfera se representan todos los posibles estados de PL de la
luz; lo anterior, en concordancia con la circunferencia unitaria sobre el plano
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complejo circular, es decir, los estados de polarización sobre la circunferencia
unitaria en el plano complejo, se proyectan sobre el ecuador de diámetro unita-
rio.

c. Los estados de PEl se proyectan en los demás puntos sobre la esfera que no con-
templan los polos y el ecuador.

d. Los contornos equi-azimutales en la esfera representan losmeridianos, que son
circunferencias que sedibujana travésde lospolosde la esfera. El ángulobarrido
a lo largo de unmeridiano cualesquiera es un ángulo de latitud y es el doble del
ángulo de elipticidad en la elipse de polarización, es decir, 2j. En este caso, la
latitud es positiva arriba del ecuador, y está medida por 0 < j ≤ c/4. Por otro
lado, es negativa por de debajo del ecuador y está medida por −c/4 ≤ j < 0.
Finalmente, es cero en el ecuador.

e. Los contornos equi-elípticos en la esfera, representan los paralelos, que son cir-
cunferencias coaxiales alrededor del eje que une el polo norte y el polo sur de la
esfera y que son ortogonales a los contornos equi-azimutales. El ángulo barrido
a lo largo del ecuador es un ángulo de longitud y es el doble del ángulo azimutal
(de orientación) en la elipse de polarización, es decir, 2Ψ. En este caso, el ángulo
de longitud semide positivo entre 0 < Ψ < c/2 en el sentido de giro de lasmane-
cillas del reloj,mientras que será negativo si−c/2 < Ψ < 0 en el sentido contrario
al giro de las manecillas del reloj.

La Figura 3.4 que semuestra a continuación,mapea cadaunode los estados de polari-
zación del plano complejo circular sobre la esfera de Poincaré, mostrando los contor-
nos equi-azimutales y equi-elípticos descriptos anteriormente. Los estados de polari-
zación de la luz (etiquetados de 1 a 11), se ubican sobre la esfera de Poincaré a partir
de la pareja de coordenadas (j,Ψ) con PCD (circulo dirigido naranja) en (0, 0), PEl a
derecha (elipses dirigidas naranjas) en (c/8, 0); (c/4, c/8); (c/2, c/8) PL (líneas diri-
gidas blancas) en (0, c/4); (c/4, c/4);− −; (c/2, c/4), PEl a izquierda (elipses dirigidas
verdes) en (0, 3c/8); (c/4, 3c/8); (c/2, 3c/8) y PCI (circulo dirigido verde) en (0, c/2).

Por otro lado, como se pudo apreciar en la sub-sección 2.4.2, los parámetros de Sto-
kes son análogos a los ejes de la esfera, por lo tanto, la Figura 3.4 es lamisma construc-
ción; la única diferencia es que si se quiere usar la esfera de Poincaré a partir del uso
de los parámetros de Stokes se be tener en cuenta que F1 = (1, F2 = (2, F3 = (3 y @ = (0.
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Figura 3.4: (a) Representación geométrica de los estados de polarización de la luz sobre la es-
fera de Poincaré. Un estado de polarización puede ser localizado a partir de dos coordenadas,
a saber, 2Ψ y 2j. (b) En los polos norte (1) y sur (5) se encuentran los estados de PCD y PCI res-
pectivamente, en el ecuador se encuentran todos los estados de PL (3, 7 y 10) y en los demás
puntos (2, 4, 6, 8, 9 y 11), se encuentran los estados de PEl.
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Como se mencionó con anterioridad, los parámetros de Stokes representan mag-
nitudes reales, es decir, magnitudes que pueden ser medidas en un proceso experi-
mental a diferencia de los ángulosΨ y j en la elipse de polarización, los cuales no son
medibles en la experiencia. Lo anterior supone un problema importante a la hora de
hacer uso de la esfera de Poincaré, pues no basta con solo representar los estados de
polarización en la superficie de la esfera y entender cómo cambian estos a medida
que cambian los ángulos de longitud y latitud, sino que también es de relevante im-
portancia hacer uso de esta de tal manera que se evite el proceso formal de cálculo de
los estados de polarización cuando la luz viaja a través de elementos ópticos.

En síntesis, lo que sequieredecir, es que la esferadePoincarénoes completa onoes
auto-consistente [47], pues se requiere que todo lo que se usa para ubicar los estados
de polarización en la superficie de la esfera pueda ser medido. Ahora bien, lo ante-
rior no supone un problema complejo, pues hay forma de solucionarlo: según [47], el
problema se soluciona al escribir los parámetros de Stokes no en términos de los án-
gulos Ψ y j, sino en términos de los parámetros X que es la diferencia de fase entre
las componentes del campo eléctrico y U, que está dada por la expresión (2.62), pues
estas cantidades si hacen referencia a magnitudes medidas en la experiencia. Dado
lo anterior, una nueva forma, de escribir el vector de Stokes, en términos de X y U, es
volviendo a las expresiones (2.64) con (0 = 1, así

S =


(0
(1
(2
(3

 =


1

cos 2U
sin 2U cos X
sin 2U sin X

 (3.6)

La esfera de Poincaré construida a partir de los parámetros de Stokes dados en (3.6)
recibe el nombre de esfera de Poincaré híbrida, y se construye a partir de magnitudes
físicas que son medibles en la experiencia, donde X debe ser usado como el ángulo
longitudinal, mientras que 2U debe ser usado como el ángulo latitudinal.

Finalmente, se puede apreciar que la esfera de Poincaré funciona como una repre-
sentación más simple de los estados de polarización de la luz, además de que resulta
ser una herramienta que simplifica el trabajo en polarización, pues dado que es po-
sible construirla a partir de magnitudes medibles, con el solo hecho de conocer estos
valores, es posible conocer el comportamiento de la luz en polarización cuando esta
viaja a través de diferentes tipos de elementos ópticos.

3.2. RepresentaciónGeométrica de la Luz conMomento
Angular Orbital

De lasmuchas propiedades de los sistemas físicos, una de lasmás importantes es el
momento angular, pues es comúnencontrarlo en diferentes áreas de la física, tales co-
mo lamecánica clásica, lamecánica cuántica, la astronomía y la óptica. El último caso
esdebastante interés, puesdesdeprincipiosdel sigloXX [63] sedecía queel cambiode
estadodepolarizaciónde la luz, por ejemplo, de lineal a circular, debería llevar consigo
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un cambio en elmomento angular de lamisma, siendo cero para luz con polarización
lineal y diferente de cero para luz con polarización circular [64]. Estudios posteriores
[65], afirmaron que en efecto, la luz tiene unmomento angular asociado al cambio en
el estado de polarización. Ahora bien, no fue hasta 1992 [66] cuando Allen et al. de-
mostraron de manera experimental mediante la transformación de modos !� a �� ,
que la luz cuando es modificada a partir de una fase helicoidal dada por exp(−y:q),
donde q = arctan(G/F), adquiere un momento angular orbital. Así las cosas, hoy en
día se sabe que los campos ópticos pueden ser caracterizados a partir de unmomento
angular de espín (SAM, por sus siglas en ingles) y que está asociado a luz con polari-
zación circular y unmomento angular orbital (OAM, por sus siglas en inglés) que está
asociado a una fase helicoidal.

El SAM tiene valores de f = ±~ por fotón, donde se tiene PCD si f = ~ y PCI si
f = −~. Por otro lado, el OAM tiene valores de ! = ±:~, donde : = ±1, 2, 3, ..., se conoce
como la carga topológicadelmodo, este, tomacualquier valor entero y está asociado al
sentido de giro del haz, a derecha si : es positivo y a izquierda si : es negativo, además
del número de espirales de fase helicoidal de 2c del vórtice óptico en una longitud de
onda. Una representación gráfica de estas dos propiedades importantes de la luz y sus
efectos sobre una partícula, puede ser apreciada en la Figura 3.5.

(a) (b)

Figura 3.5: Efectos delmomento angular sobre lamateria. En (a) fotón conmomento angular
de espín (SAM). El SAM hace girar a una partícula sobre su propio eje, por otro lado, en (b)
fotón conmomento angular orbital (OAM). El OAM hace girar una partícula sobre el eje de de
propagación del haz.

Los haces en cuya estructura se presenta una fase de tipo helicoidal son denomi-
nados vórtices ópticos [67] (OV, por sus siglas en inglés) siendo los haces !� los más
comunes en la práctica por sus propiedades y aplicaciones [66, 68, 69]. Un aspecto im-
portante de este tipo dehaces, ademásde las características y propiedades yamencio-
nadas en la sub-sección 2.3.4, es que pueden ser escritos como la superposición entre
dos haces��C< y de igual manera, los haces��C< pueden ser escritos como una su-
perposiciónde loshaces!� :

> comosepuede vermás adelante en la ecuación (3.7) [68].

46



Representación Geométrica de los Grados de Libertad de la Luz

Ahora bien, esta propiedad, sumada a la relación que existe entre el SAMy elOAM, dio
cabida a que en 1998 Padgett & Courtial [70] propusieran una forma de representar el
OAM de la luz de manera análoga a la representación de los estados de polarización
de luz sobre la esfera de Poincaré.Grossomodo, dicha representaciónmapea los haces
!� :

? en los polos según el signo : y los haces��C< (que resulta de la superposición de
los dosmodos !� ) en el ecuador de la esfera, cuya orientación está dada según la fase
relativa usada para generar los haces !� :

? y puede además, dar una medida de la fase
geométrica de los haces que contienen OAM [71, 72]; lo anterior, de manera similar a
la suma de estados de polarización circular a derecha e izquierda para conseguir un
estado de polarización lineal. Dicha representación recibe el nombre de la esfera «or-
bital» de Poincaré para modos de primer orden con momento angular orbital [70, 71],
también conocida como esfera de Bloch [3, 35, 73].
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Figura 3.6: Representación geométrica de haces !� 1
0 sobre la esfera de Bloch. (a) El superín-

dice en los parámetros de Stokes en los ejes hace referencia a la carga topológica : = 1 y orden
radial ? = 0. (b) Losmodos !� se ubican en los polosmientras que losmodos�� se ubican en
el ecuador de la esfera.

En la Figura 3.6, se representan los haces !� 1
0 en el polo norte de la esfera, los haces

!�−10 en el polo sur de la esfera, finalmente los haces��10 se representan en el ecua-
dor de la esfera. Como sepuede apreciar los ejes de la esfera orbital de Poincaré son los
parámetros de Stokes [70], y es que a la hora de hacer mediciones experimentales, las
medidas de intensidad tomadas se hacen con base al modo que surge de solucionar
la ecuación paraxial respectiva, esto es, si se soluciona la EPH en coordenadas cilín-
dricas, la solución tendrá en su estructura una amplitud ligada a los polinomios de
Laguerre, como se puede apreciar en la sección 2.3.4, por lo tanto, la intensidad (pará-
metrosdeStokesdeprimerorden(1

7
) tomada, tendrá la formade «dona» característica

de estos haces.

Ahora bien, el orden # de los modos, y por lo tanto, de los parámetros de Stokes
está determinado por la relación # = 2? + |: | = C + 1 [74], mientras que la relación de
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transformación de los haces��C< a los haces !� :
? está determinada por [74],

!�?: (F, G , H) =
#∑
9=0

y91 (C, <, 9 )��#−9,9 (F, G , H), (3.7)

donde

1 (C, <, 9 ) =
[
(# − 9 )!9 !
2#<!C !

]1/2 1
9

39

3B 9
[(1 − B )C ] |B=0, (3.8)

con : = C − < y ? = min(C, <).

La representación demodos de orden superior sobre la esfera «orbital» de Poincaré
resulta un poco complicada, pues si : > 1, entonces el número de modos será mayor
que dos y por lo tanto losmodos ya no podrán ser representados sobre la superficie de
laesfera.Ahorabien,una formadeseguir considerando la representacióndeestosmo-
dos, con valores : > 1 es construyendo un sub-espacio bidimensional en el que> = 0 y
: = ±# , de tal manera que losmodos resultantes estarán ubicados en los polos, mien-
tras que los estados en el ecuador estarán caracterizados por secciones transversales
de intensidad dadas por un solo anillo de 2: «pétalos» cuya orientación dependerá de
la fase relativa los modos ubicados en los polos [35, 73].

Lo anterior muestra que no solo la polarización de la luz puede ser representada
geométricamente sobre una superficie esférica, sino que también el OAM de modos
con estructuras de fase helicoidal pueden ser presentados sobre una superficie esféri-
ca gracias a la analogía entre la superposición de estados de polarización ortogonales,
con la superposición demodos espaciales con carga topológica ortogonal.

3.3. Representación Geométrica de los Modos Vectoria-
les

Los MV ya descritos en la sección 2.5.1 pueden ser representados sobre la superfi-
cie de una esfera de manera similar a los estados de polarización y a los modos con
OAM. En este caso se hará énfasis en la esfera híbrida de Poincaré (HPS, por sus siglas
en inglés) y en la esfera de Poincaré de orden superior (HOPS, por sus siglas en inglés),
ya que muestran de manera equivalente tal representación, relegando a la siguiente
sección a las otras representaciones que se consideraran. En lo que sigue, tanto laHPS
y la HOPS serán denominadas esferas H [1].

Aunque la elipse de polarización y la esfera de Poincaré son excelentes representa-
ciones geométricas para investigar las características y propiedades de la luz polari-
zada, resultan insuficientes para estudiar la naturaleza, estructura y propiedades de
los MV; es por esta razón que surgió la necesidad de buscar nuevas representaciones
que describan completamente, o por lo menos, de manera aproximada a los MV. Así
las cosas, la HPS es la primera propuesta [23, 54] seria y formal de una representación
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deMV sobre una superficie esférica.Grossomodo, esta representación «unifica» infor-
mación de la polarización (a través de estados base de polarización ortogonal) y del
modo espacial (vía estados base OAM ortogonal) a partir de un producto cartesiano
entre la base de polarización y la base de OAM. El tratamiento formal empleado pa-
ra lograr tal representación puede ser seguido en [54]. Ahora bien, el resultado de tal
producto, son dos conjuntos de puntos independientes que pueden ser ubicados en
dos distintas esferas híbridas de Poincaré. Una para los MV, esto es, cuando : = 1 en
los parámetros de Stokes y la otra para los modos c-vectoriales cuando : = −1 en los
parámetros de Stokes [75].

Por otro lado, se encuentra la HOPS, propuesta por G. Milione et al en 2011 [22].
Dicha representación es completamente análoga a la HPS, pues también surgen dos
esferas para MV. En este caso, se construye una ecuación de haz vectorial (vector de
Jones) considerando elmomento angular total (TAM,por sus siglas en inglés) de la luz,
que como se explicó con anterioridad, es la suma del SAM y el OAM. De tal manera,
se integra en una expresión, así como en el caso anterior, los grados de libertad de
polarización, a partir de la base depolarización, con la parte espacial, a partir delOAM
de la luz.

Cabe recalcar que en ambas representaciones los parámetros de Stokes se venmo-
dificados, pues en este caso ya no solo se considera el SAM del haz sino que también
se incluye el OAM. Dichos parámetros, en lo que sigue, serán denominados paráme-
tros de Stokes de orden superior [22]. Adicional a lo anterior, se tiene que la base de
polarización que se puede usar para la construcción de esta representación puede ser
circular, lineal o diagonal, pues es bien sabido que estas bases se pueden escribir co-
mo una combinación lineal de las otras [45]. Por otro lado, si el valor de : es diferente
en cadamodoque compone el haz vectorial, esto es,� :1

'
y� :2

!
, entonces los parámetros

de Stokes serán aún más generales, lo que da cabida a la construcción de una esfera
de Poincaré un pocomás general, denominada Esfera de Poincaré de orden híbrido, la
cual esde relevante importancia a lahoradedescribir laspropiedades y características
de haces vectoriales que se propagan a través demedios anisótropos no homogéneos
[76].

La Figura 3.7, muestra los MVHLG1
0 simulados numéricamente, representados so-

bre las esferas H de manera similar a la esfera de Poincaré para los estados de pola-
rización a partir de las coordenadas (\ , X ). El factor de peso de cada haz superpuesto
que controla la transición entre losmodos escalares en los polos a los vectoriales en el
ecuador, está determinado por el ángulo, 0 ≤ \ ≤ c/2, mientras que la fase intermo-
dal entre las componentes de cada modo, asociada a la orientación de los estados de
polarización en el modo, está dada por 0 ≤ X ≤ c . En el polo norte de la esfera se en-
cuentran los haces escalares con PCD en (0, 0), mientras que en el polo sur se encuen-
tran los haces escalares con estados de PCI en (0, c/2). En el ecuador de la esfera en
(c/4, 0); (c/4, c/4) y (c/4, c/2), se encuentran los MV completamente enredados con
estados de PL y en los demás puntos, en (c/8, 0); (3c/8, 0) y (c/8, c/8) que no com-
prenden los polos y el ecuador se encuentran losMV con PEl.

Así las cosas, lo anterior deja ver que los haces vectoriales pueden ser representados
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Figura 3.7: Representación geométrica de los MVHLG1
0 sobre las esferas H según las coorde-

nadas (2\ , 2X ). Los puntos del 1 al 4 representan los haces con estados de polarización que
cambian de forma según la variación del ángulo \ , mientras que los puntos del 5 al 7muestran
los haces vectoriales completamente enredados, que como se puede ver, solo comprenden es-
tados de PL que varía de orientación según el ángulo X . Por otro lado, Las formas en naranja
(círculos y elipses) son estados de polarización con sentido de giro a derechamientras que las
formas verdes (círculos y elipses) son estados de polarización con sentido de giro a izquierda.
Las líneas blancas son estados de PL.

de manera «completa», convencionalmente hablando, sobre una superficie esférica
denominada esfera de Poincaré de orden superior o su equivalente, la esfera híbrida
de Poincaré de manera análoga a la representación de los estados de polarización de
la luz y el OAMsobre la esfera de Poincaré estándar. Sin embargo, cabemencionar que
los haces vectoriales híbridos [1], es decir, aquellos que presentan diferentes estados
de polarización en sumodo transversal no pueden ser representados en dicha esfera,
pues sus características de polarización no lo permiten. En la siguiente sección se co-
mentará demanera breve una representación geométrica que generaliza aúnmás las
esferas H.
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3.4. Otras Representaciones deModos Vectoriales
A continuación, se hará una mención breve a otras representaciones geométricas

que representanpropiedades y características de la luz que sonaunmás generales que
las anteriormente mencionadas y que por lo mismo, suponen un proceso más com-
plejo de construcción e interpretación.

3.4.1. Esfera Generalizada de Poincaré. Esfera G.
Esta esfera, suponeun casomás general a las esferasH, pues ademásde representar

losMVdemanera similar a las dos representaciones geométricas anteriores, represen-
ta MV híbridos [1, 51, 77], es decir, modos en cuyo perfil de intensidad se encuentran
diferentes estados de polarización en diferentes orientaciones alrededor del eje ópti-
co. Así las cosas, dicha esfera surge a partir de la dificultad que presentan las esferas H
a la hora de representar modos con perfiles de polarización híbridos [1]. En este caso,
se propone cambiar el significado del parámetro de Stokes (0, de tal forma que este
ya no de información sobre el grado de polarización de la luz, sino que ahora funcione
comoun tercer gradode libertad, el cual permitemostrar a través de este, losMVpuros
(aquellos representados en las esferasH) y los haces vectoriales híbridos, tal y como se
muestra en la Figura 3.8.

En la Figura 3.8 semuestra la esferaG. Los ejes� :
7'
con 7 = 1, 2, 3, son los parámetros

de Stokes generalizados, donde; = : , la carga topológica de losMV con geometría ci-
líndrica [1]. Por otro lado, cualquier haz vectorial o híbrido dentro del volumen y la
superficie de la esfera puede ser ubicado a partir de un conjunto de tres coordena-
das (', 2Ψ, 2j) donde 2Ψ es el ángulo longitudinal, mientras 2j es el ángulo latitudi-
nal. Ahora bien, cuando ' = 0.5, se tiene que en los polos de la esfera a lo largo del
eje� :

3' se representan modos escalares, esto es, en el polo norte de la esfera, cuando
(|: | ≠ |f |; : = 1) en los parámetros de Stokes, se encuentran los modos con PCD, y en
el polo sur estarán los modos con PCI mientras que en el ecuador se representan los
modos completamente enredados, es decir, losmodos con estados de PL. Finalmente
entre los polos y el ecuador se encuentran los modos con PEl, lo mismo que en el ca-
so de las esferas H. Cuando ' = 1 y (|: | = |f |; : = −1) en los parámetros de Stokes, se
representan los modos c-vectoriales, similarmente a las esferas H cuando : = −1 en
los parámetros de Stokes. Cuando 0.5 < ' < 1, en este caso ' = 0.75, se representan
los MV híbridos, que son aquellos que tienen elipticidad azimutalmente variante, es
decir, elipses de polarización diferente en cada punto sobre el modo espacial del haz;
así, en los polos de la esfera G, se representan losmodos escalares pero con estados de
PL, mientras que en el ecuador de la esfera, se encontraran losMV híbridos.

Lo expuesto anteriormente, deja ver que las esferas H son casos especiales de la
esfera G y que por lo tanto, estas pueden ser obtenidas de la esfera G según el valor de
' .
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Figura 3.8: Haces vectoriales híbridos representados en la esfera G. En este caso se considera
que : = 1. Así, los puntos en los polos de la esfera, en los extremos del eje� :

3' representan una
base que varía continuamente. Por otro lado, el cascarón verde (' = 0.5) representa las esfera
H con : ≡ 1, mientras que el cascarón amarillo (' = 1), representa las esferas H para : = −1;
es decir, los anteriores cascarones son la representación geométrica de los haces vectoriales
puros. Finalmente, el cascarón rojo (' = 0.75), es la representación de los haces vectoriales
híbridos. Adaptada con permiso de [1]© The Optical Society.

3.4.2. Sistema de Esferas de Poincaré de 5-Dimensiones
Esta representación geométrica de MV supone un modelo similar al planetario, el

cualdenominan: sistemade esferasdePoincaréde5-dimensiones [2], siendo lasdimen-
siones, cinco grados de libertad propios de la luz, donde tres de estos hacen parte de
la esfera G (', 2Ψ, 2j), mencionados en la sub-sección 3.4.1 y dos hacen parte de un
nuevo plano «orbital» definido por las coordenadas (: ,Ψ) ≡ (;, \ ) en la Figura 3.9. Así
las cosas, esta representación supone el casomás general, que el planteadopor el de la
esfera G, registrado en la literatura, pues además de incluir toda la información dada
por dicha esfera, no se limita a un solo tipo de MV, dado que al implementar dos gra-
dos de libertad más, da cabida a la representación de modos de luz estructurada más
complejos. Dicha representación se puede apreciar en la Figura 3.9.

En la Figura 3.9 se puede apreciar el sistema de esferas Poincaré de 5-dimensiones,
en el que las cinco dimensiones hacen referencia a los grados de libertad (;, \ ;', ...
..., 2Ψ, 2j) las cuales dan la cantidad máxima de MV puros e híbridos que se han po-
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Figura 3.9: Sistema de esferas de Poincaré de 5-dimensiones. Cada esfera, es una esfera
G que puede ser ubicada en las coordenadas (;, \ ) sobre órbitas que toman valores ; ≥
1. Siendo ubicada la esfera en el plano, los MV puros y los modos MV se pueden ubicar
con las coordenadas (', 2Ψ, 2j). Adaptada con permiso de [2], bajo el número de licencia:
RNP/23/MAR/064721.

dido representar geométricamente hasta el momento [2]. Por otro lado, se tiene que
; ≥ 0 es la carga topológica característica de los modos con OAM que en este ca-
so, supone un número natural y discreto; 0 ≤ \ < 2c es la orientación de las elip-
ses de polarización; 0.5 < ' < 1 es el parámetro radial de la esfera G; y 2Ψ y 2j son
las coordenadas de longitud y latitud en la esfera de Poincaré respectivamente. Por
otro lado, la representación 3.9muestra un sistema conformado por cuatro esferas G,
que deben ser analizadas de igual manera a la esfera G mostrada en la sub-sección
3.4.1, y que están posicionadas en tres tres órbitas diferentes cuyas posiciones son
(;, \ ) = (1, c/2), (1, 0), (2, 3c/2) y (2, 7c/4), respectivamente. En este caso, se puede
apreciar que la coordenada; influye sobre la distribución azimutal de la polarización
en el haz representado en las esferas, mientras que la coordenada \ influye de mane-
ra distinta sobre la distribución de la polarización de los haces representados en las
esferas, esto es, dependiendo el valor de ' , la coordenada \ tendrá un efecto sobre
la orientación de las elipses de polarización en las esferas G. Así las cosas, el sistema
de esferas de Poincaré de 5-dimensiones engloba todas y cada una de las representa-
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ciones geométricas de luz polarizada y conOAMdiscutidas hasta elmomento, siendo
este, el casomás general registrado hasta la fecha.

Cabe recalcar que no solo es posible representar geométricamente las propiedades
de TAM de la luz sobre superficies geométricas, sino que también es posible repre-
sentar otras propiedades de la luz en una superficie esférica u otro tipo de superficie,
como es el caso de la evolución de los skyrmiones ópticos sobre una superficie toroidal
[78]; las propiedades y características dediferentes tiposdemodos gaussianos sobre la
esfera de Poincaré de rayos ópticos paramodos gaussianos estructurados [79], la cual no
representa losmodos pormedio de puntos como se hace en las esferasG, sino que por
medio de curvas que dan información sobre la forma del haz y otras propiedades; la
birrefringencia espacialmente variable por medio de una hiper-esfera de Poincaré de
4-dimensiones a partir de una proyección de esta sobre la esfera de Poincaré estándar
[80]; la relación entre losmodos !� :

? y losmodos��C< de orden superior sobre la esfe-
ramodal deMajorana [81], esto es, una representaciónmás general de losmodos con
OAMque la descrita en la sub-sección 3.2 y finalmente, una representación que reúne
todas las propiedades y características de los haces de luz estructurada anteriormente
mencionados sin limitación alguna, la SU(2) esfera de Poincaré [82].

Como se pudo apreciar, existen muchas formas de representar las propiedades de
la luz, según lasnecesidades y loque sequiera saber de ella; representacionesque sim-
plificanel entendimientodel comportamientode la luz, además, deofrecer unaherra-
mienta fácil de usar al momento estudiar los efectos de los elementos ópticos sobre la
luz. En el siguiente capítulo, se dará a conocer una nueva propuesta para representar
losMVHIG que pretende vincular el parámetro de elipticidad de losmodos con el pa-
rámetro de excentricidad de un elipsoide, de tal manera que para cada haz con una
elipticidad especifica, se puede construir una superficie geométricamás intuitiva que
permite comprender más a fondo la naturaleza de estos modos.
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Capítulo 4

Representación Generalizada de los
Modos Vectoriales Ince-Gauss
Helicoidales

Al solucionar la EPH en coordenadas elípticas-cilíndricas (2.26), surge un paráme-
tro que está asociado a la geometría de los modos, la elipticidad (n). Este parámetro
influye notoriamente en la geometría de los modos generados y por ende en las pro-
piedades y características de los mismos, pues como se menciono en la sub-sección
2.3.6, el cambio de este parámetro da cabida a que los modos adquieran un aparente
cambio de forma en su perfil transversal. Por otro lado, en el capitulo 3 semostró que
es posible representar las características de polarización de los MV de manera tradi-
cional sobre las esferas H (sección 3.3) sin consideración del sistema de coordenadas
en el que se da solución a la EPH, es decir, las esferas H representanMV independien-
temente del sistema de coordenadas en el que esté representado el modo espacial.

Ahora bien, las esferas H, aunque cumplen con el objetivo para el que fueron crea-
das, solo consideran información relativa a la polarización más allá que la del modo
espacial, esto es, a priori, no dan información sobre la geometría del modo espacial
(LG−HG, IG, MG, etc.) que se representa sobre la superficie de la esfera. Lo anterior,
conduce a la posibilidad de implementar el parámetro de elipticidad característico de
los modos �� en un «nuevo» tipo de superficie, de tal manera que la forma de dicha
superficie permita intuir elmodo vectorial (HLG−HHG, HIG) que se representa en la
misma. Así, se logró construir una representación que relaciona el parámetro de elip-
ticidad de los modos �� con la excentricidad de un elipsoide, de tal manera que para
cada valor de n existirá un únicomodo vectorialHIG y por lo tanto, un único elipsoide
asociadoa laelipticidadque representa talmodo.Elproceso llevadoacabodepresenta
en detalle a continuación.
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4.1. Elipsoide Como Nueva Representación Geométrica
de losmodos vectoriales Ince-Gauss Helicoidales

4.1.1. Geometría Elipsoidal Elemental
Una elipse se define como la curva formada por los puntos del plano para los cuales

semantiene constante la sumade susdistancias adospuntosfijos llamados focos [83].
Una representación gráfica de la elipse semuestra en la Figura 4.1

𝑎

𝑏 𝑃

𝑥1

𝑥2

𝑂𝐹1 𝐹2 𝑄

𝑙1 𝑙2

Figura 4.1: Geometría de una elipse.

En la Figura se tiene que:

I. �1 y �2 son los focos.
II. 0 y 1 son el semi-eje mayor y semi-eje menor de la elipse, respectivamente.
III. :1 y :2 son las distancias desde los focos al punto % .
IV. $ es el centro de la elipse.
V. % y& son puntos arbitrarios.

Ahorabien, apartir de losparámetrosanteriormentemencionados, esposibleobtener
un parámetro asociado a la forma de la elipse; dicho parámetro es la excentricidad (e),
la cual está definida como sigue,

4 =

√
02 − 12
0

. (4.1)

Si 4 = 0, la forma en la Figura 4.1 se reducirá a una circunferencia, si 0 < 4 < 1, la forma
se reducirá a una elipse, si 4 = 1 se tendrá una parábola y si 4 > 1 se tendrá una hipér-
bola.
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Por otro lado, en relación a un elipsoide, este se define como el cuerpo resultante
de girar una elipse alrededor de su semi-eje menor [84]. La Figura 4.2 muestra la po-
sición de un punto arbitrario % sobre la superficie de un elipsoide con eje de rotación
alrededor del eje F3.

𝑎

𝑐

𝑏

𝑐

𝑥1 𝑥2

𝑥3

𝐹1

𝐹2

𝑃

𝑄

𝑟

𝑎𝑒

𝛽

𝛼

Figura 4.2: Geometría que relaciona las coordenadas cartesianas con las coordenadas de un
elipsoide. En este caso 0 = 1 .

En laFigura4.2 semuestra ladistancia @ medidadesdeel origendeunpunto% sobre
la superficie de un elipsoide; V hace referencia al ángulo latitudinal (latitud esférica) y
U es el ángulo longitudinal. La ecuación que describe dicho elipsoide en coordenadas
cartesianas está dada por,

F21
02
+
F22
12
+
F23
22

= 1, (4.2)

donde, F1, F2, y F3 son las coordenadas cartesianas ortogonales entre sí y 0, 1, y 2 son
las longitudes de los semi-ejes en cada dirección. Si la longitud de dos de los ejes en el
elipsoide es lamisma, entonces se tieneun esferoide, quepuede ser un esferoide oblato
si 0 > 2 o un esferoide prolato si 0 < 2 ; por otro lado, si los tres ejes tienen la misma
longitud, es decir, 0 = 1 = 2 , entonces se tiene una esfera, es decir, la esfera es un caso
especial de elipsoide. Ahora bien, la relación entre las coordenadas cartesianas y las
coordenadas esféricas está dada por,

F1 = @ cos V cosU, (4.3a)
F2 = @ cos V sinU, (4.3b)
F3 = @ sin V. (4.3c)

A continuación, se relacionan las ecuaciones (4.3) con la ecuación (4.2) de tal forma
que se encuentra una relación funcional para la distancia medida en un sistema de
coordenadas cartesiano, que permita obtener la posición de un punto sobre un elip-
soide en función de la excentricidad y las coordenadas esféricas.
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4.1.2. Posición Sobre la Superficie de un Elipsoide
Como se mencionó con anterioridad, la idea de este trabajo de grado es mostrar

una nueva forma de representar los modos vectorialesHIG sobre una nueva superfi-
cie que abarque información de la geometría del modo espacial y de la polarización,
esto, debido a que sobre alguna de las esferas H no puede ser representada propia-
mente la información geométrica delmodo. Dicha nueva superficie, debe respetar las
reglas formales y físicas en relación a la distribución de la polarización presente en ca-
da modo tal y como se respetan en las esferas H, además, de que la transición entre
los MVHLG −HIG −HHGmuestre también una superficie de representación acorde
al valor de la elipticidad del modo que se pretende representar, es decir, si 4 = 0, la
superficie debe ser una esfera, y si 0 < 4 < 1, la superficie es un elipsoide. Ahora bien,
para lograr esto, es necesario vincular el parámetro de elipticidad n de los modos con
el parámetro de excentricidad 4 del elipsoide, lo anterior, a partir de la definición de
una función 4 (n). Antes de llegar a este punto, es necesario escribir la forma que debe
tener la distancia de un punto % sobre la superficie de un elipsoide para valores espe-
cíficos de 4 y de V. Dado lo anterior, se parte de reemplazar las ecuaciones (4.3) en la
ecuación (4.2) considerando que 0 = 1 , esto es,

(@ cos V cosU)2
02

+ (@ cos V sinU)
2

02
+ (@ sin V)

2

22
= 1. (4.4)

Ahora bien, si en la Figura 4.2, el semi-eje menor se encuentra a lo largo del eje F3,
entonces la ecuación (4.1), se convierte en,

4 =

√
02 − 22
0

. (4.5)

Despejando 22 de la ecuación (4.5) y reemplazándola en el tercer término a mano iz-
quierda en la ecuación (4.4), se tiene,

(@ cos V cosU)2
02

+ (@ cos V sinU)
2

02
+ (@ sin V)

2

02(1 − 42) = 1. (4.6)

Realizando ahora la suma de los términos al lado izquierdo de la ecuación (4.6) y sim-
plificando, se consigue,

@ 2 cos2 V cos2 U + @ 2 cos2 V sin2 U + @
2 sin2 V
1 − 42 = 02,

@ 2

1 − 42
[
(1 − 42) cos2 V + sin2 V

]
= 02,

esto es,

@ 2(1 − 42 cos2 V) = 02(1 − 42),

despejando @ se consigue finalmente,

@ (V; 4 ) = 0
√

1 − 42
1 − 42 cos2 V . (4.7)
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La ecuación (4.7) es la distancia, medida desde el origen$ del sistema coordenado, a
un punto % sobre la superficie de un elipsoide y depende del valor fijo que tome 4 y
del ángulo variable V. De las ecuaciones (4.6) y (4.7) se puede apreciar que si 4 = 0,
entonces @ = 0 , esto es, se tiene una esfera de radio 0 .

Cabe recalcar que para que la ecuación (4.7) tenga significado físico como distan-
cia del origen de coordenadas a un punto sobre la superficie elipsoidal, el valor de la
excentricidad 4 debe ser tal que 0 ≤ 4 < 1.

4.2. Representación de losModos Vectoriales HIG Sobre
una Superficie Elipsoidal

La forma de ubicar unmodo vectorial sobre alguna de las esferasH es a partir de las
coordenadas esféricas (�0, 2\ , 2X ), donde � (r) es la amplitud normalizada del campo
eléctrico, y la intensidad resultante de esta, es análoga a @ en (4.7) en el caso que 4 = 0.
Ahora bien, un modo vectorial cualquiera, con polarización representada en la base
circular se escribe de la forma,

E(r) = cos \�' (r)ê' + sin \ exp(yX )�! (r)ê! . (4.8)

La representación geométricahabitual de estosmodos sobreuna esferaHpuede verse
en la Figura 4.3, la cual deja ver la forma «convencional» de representar MV con geo-
metría cilíndrica sobre una superficie esférica. Como se puede apreciar, esta represen-
tación geométrica provee una forma de visualizar cualquier modo vectorial (en este
caso, unmodo vectorialHLG1

1) sobre la superficie de una esfera de radio unitario, cu-
yas coordenadas angulares (2\ , 2X ) están asociadas al peso de cadamodo a partir de \
(coordenada latitudinal o de elipticidad), que como ya se sabe, controla la transición
de losmodos escalares a losMV y a la fase intermodal a partir de X (coordenada longi-
tudinal). Cuando \ = 0, c/2, una esfera Hmuestra los modos con PCD y PCI, (puntos
1 y 4) respectivamente, es decir, losmodos escalares, que son un caso particular de los
MV y se representan en los polos. Ahora bien, amedida que \ cambia, elmodo escalar
pasa a ser unmodo vectorial (puntos 2-8) consiguiendo losMV completamente enre-
dados cuando \ = c/4. Por otro lado, al cambiar el valor de X cambia la orientación de
los estados de polarización, siendo radial cuando X = 0 (punto 5) y azimutal cuando
X = c/2 (punto 7).

Ahora bien, este caso es el modelo que debe seguir cualquier tipo de representa-
ción geométrica que quieramostrar las propiedades de losMV en relación al compor-
tamiento de \ y X , y la propuesta planteada acontinuación cumple con estas carac-
terísticas. Así pues, si se quisiese representar los MV sobre una superficie diferente a
la superficie esférica, pero que conserve su dependencia a partir de las coordenadas
esféricas, se debe «reinterpretar» la ecuación (4.8), de tal manera que la posición del
modovectorial dependade lasmismas coordenadas (\ , X ) pero esta vez sin considerar
que la coordenada radial @ , es análoga a la intensidad del campo eléctrico, pues de ser
así, se estaría frente a un problema de no conservación de la energía, pues @ cambia
para cada valor de 4 y \ , y como ya se explicó, esta ahora dará información sobre la
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Figura 4.3:MV representados sobre una esfera H.

distancia a la que se encuentra unmodo vectorial medido desde el origen de coorde-
nadas a la superficie del elipsoide en función del parámetro fijo 4 y del ángulo variable
V y no de la intensidad del campo eléctrico como se hace originalmente. Lo anterior,
se muestra en la Figura 4.2.

Por lo tanto, la coordenada @ junto con las coordenadas angulares (\ , X ) ubican a
un modo vectorial con geometría elíptica sobre una superficie elipsoidal deformada
por la acción de 4 . Por otro lado, para relacionar @ con la coordenada \ en la ecuación
(4.7), se debehacer cos(V = c/2−2\ ) = sin(2\ ); esto, porque se requiereque la función
sin(·) en el argumento de la raíz cuadrada en la ecuación (4.7), se comporte según la
posición de losMV sobre las esferas H, esto es, que en los polos estén losmodos esca-
lares conpolarización circular, y enel ecuador losMVpuros, y bajo sin(2\ ) se consigue
dicho objetivo, tal y como se muestra en la Figura 4.4. Por otro lado, la ecuación (4.7)
deja ver que si 4 = 0 la superficie sobre la que se representan losMV se reduce auna es-
fera de radio unitario, esto es, a la ecuación (4.8),mientras que si 0 < 4 < 1, entonces la
superficie sufre una deformación de tal manera que se obtiene un elipsoide achatado
en los polos, donde podrán ser representados los MV HIG, es decir, la ecuación (4.7)
es un indicativo de la deformación de un elipsoide al cual se puede asociar un modo
vectorial para una elipticidad dada. Ahora bien, como semencionó con anterioridad,
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losmodosHIG son una transición suave entre losmodosHLG cuando n = 0 y losHHG
cuando n →∞, lo que supone un aspecto importante, dado que el parámetro de elip-
ticidad que produce dicho efecto en los modos, se vincula con el elipsoide a partir de
4 para generar de igual manera un cambio en la forma del mismo.

Por otro lado, la función 4 (n) formalmente cumple las siguientes condiciones:

4 (n) =
{
0, si n = 0,
1, si n →∞. (4.9)

La condición (4.9), es la definición formal de 4 como función de n, sin embargo, para
el fin de este trabajo de grado, se requiere que el valor máximo de 4 (n) se aproxime a
0.5 cuando n →∞, y para ello es necesario re-definir 4 (n). Lo anterior debido a que se
requiere que el significado físico de las propiedades de los modos sea coherente con
la representación, ya que si se dejase la definición original (4.9), la superficie elipsoi-
dal se convertiría en un plano circular (disco) cuando n → ∞ y bajo dicha geometría
sería bastante complicado representar las propiedades vectoriales de losmodosHHG
en ese caso.

Aclarada la dificultad anterior, la función que se propone y que cumple con las con-
diciones anteriormentemencionadas, está definida por,

4 (n) := arctan n
c

=

{
0, si n = 0,
0.5, si n →∞. (4.10)

Bajo estas nuevas condiciones, la ecuación (4.7) se comporta como semuestra a en la
Figura 4.4, la cual muestra la relación de la distancia medida desde el origen del siste-
ma de coordenadas, de un punto sobre la superficie de un elipsoide en función de \
para tres diferentes valores de 4 ; se puede apreciar que independiente del valor de 4 ,
el valor máximo que puede tomar @ es 1, cuando 2\ = c/2, y menor que 1 para otros
valores de 2\ ; adicional a eso, se puede apreciar que la forma de la superficie depende
del valor de 4 , y que la ubicación de cada posiblemodo vectorial depende de las coor-
denadas angulares (\ , X ), de tal manera que cuando \ = 0, c/2, los modos escalares
con PCD y PCL, respectivamente, se ubicarán en los polos del elipsoide, mientras que
cuando \ = c/4, los modos se ubicarán en el ecuador donde se encuentran los MV
completamente enredados con PL; para los otros valores de \ los MV presentaran es-
tados de PEl. Cuando n = 0, 4 = 0, y por lo tanto se tiene la representación de los MV
HLG sobre la tradicional HOPS o esfera generalizada de Poincaré. Cuando 0 < n → ∞
la superficie que se obtiene es un elipsoide que se achata en los polos con excentrici-
dadmáxima 4 = 0.5. Lo anterior deja ver que losMVHIG, junto con losMVHLG yHHG
se pueden representar sobre una superficie elipsoidal general, dejando ver a través de
esta, las características geométricas y de polarización de los modos según el valor de
n que estos tengan, cosa que no es posible pormedio de la representación tradicional
de losMV, lo que convierte a esta nueva representación geométrica en un caso general
que permite representar la información de los grados de libertad de la luz que confor-
man losMV en unmismo lugar.
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Figura 4.4: Comportamiento de @ en términos del ángulo \ para tres diferentes valores de 4
cuando 0 = 1.

A continuación, y sin perdida de generalidad, semuestran tres ejemplos deMVHIG
representados sobre una superficie elipsoidal para tres diferentes valores de n.

4.2.1. Ejemplo 1: n = 0
En este caso, cuando n = 0 y 0 = 1, la ecuación (4.7) deja ver que la superficie resul-

tante es una esfera de radio unitario, análoga a alguna de las esferas H, sin embargo,
solo podrán ser representados losMVHLG, pues si 4 = 0 es debido a que n = 0 y como
ya se ha mencionado con anterioridad, los MV resultantes en este caso, son losHLG.
La Figura 4.5muestra losMVHLG sobre una superficie esférica. Como se puede apre-
ciar, los modos escalares con PCD y PCI [puntos 1 (0, 0) y 4 (c/2, 0)] se encuentran en
los polos. A medida que el valor de \ cambia entre (0, c/2), los MV van apareciendo,
de tal manera que los MV completamente enredados con PL estarán ubicados en el
ecuador de la esfera en 2\ = c/2 [puntos 5 (c/4, 0), 6 (c/4, c/4) y 7 (c/4, c/2)], mien-
tras que para los otros valores de \ se tendrán losMV con PEl en los puntos [2 (c/8, 0),
3 (3c/8, 0) y 8 (c/8, c/8)]. Al cambiar el valor de X entre [0, c], la orientación de la po-
larización presente en el modo también cambiará, siendo radial en X = 0 y azimutal
en X = c . Un aspecto importante a tener en cuenta es que los ejes (F;

7
) con 7 = 0, 1, 2, 3,

únicamente en esta representación al igual que en las esferas H son los parámetros de
Stokes de orden superior.
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Figura4.5: (a)RepresentacióngeométricadeMV.Enestecaso,dadoque n = 0, laexcentricidad
del elipsoidees4 = 0, loquecorrespondeaunaesfera. (b)MVHIG5,5;0. Comosepuedeapreciar,
estos modos se reducen a los modosHLG0,5.

4.2.2. Ejemplo 2: n = 6
Eneste caso, se consideraque n = 6y0 = 1, de talmaneraque4 = 0.44, loqueprodu-

ce un efecto de achatamiento en los polos de una esfera, para dar lugar a un elipsoide.
Como ya se comento con anterioridad el valor de @ que es la distancia desde el origen
de coordenadas hasta un modo vectorial sobre la superficie del elipsoide, va depen-
der del valor fijo de 4 y de la coordenada \ , siendo mayor a medida que que 2\ en el
argumento de la raíz cuadrada se aproxima a c/2 desde el polo norte del elipsoide, así
como desde el polo sur.

Bajo este valor de n, se tienen los MV HIG, que de ahora en adelante, podrán ser
representados sobre una superficie elipsoidal cuya forma se acopla al valor de n, lo
que permite conocer información delmodo a parte de la información de polarización
del haz. La Figura 4.6 muestra la nueva forma de la superficie y su representación de
losMVHIG,
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Figura4.6: (a)RepresentacióngeométricadeMV.Enestecaso,dadoque n = 6, laexcentricidad
del elipsoide es 4 = 0.44, lo que corresponde a un elipsoide oblato. (b) MVHIG5,5;6.

Cuando2\ = 0, c , enel argumentode la raíz, ladistancia @ adquiere suvalormínimo
en los polos del elipsoide, permitiendo ubicar a los MV en sus respectivas posiciones
en los polos, es decir, cuando 2\ = 0 y 4 ≠ 0, se ubican los modos escalares con PCD
en el polo norte, mientras que si 2\ = c , se ubican los modos escalares con PCI en el
polo sur. De aquí, se sigue elmismo procedimiento para ubicar losMV sobre la super-
ficie elipsoidal como si se estuvieran ubicando en la HOPS, solo que ahora esta nueva
representación geométrica arroja información sobre la geometría del modo. Dado lo
anterior, para las coordenadas (\ , X ), los modos escalares con PCD y PCI [puntos 1
(0, 0) y 4 (c/2, 0)] se encuentran en los polos. Amedida que el valor de \ cambia entre
(0, c/2), los MV van apareciendo, de tal manera que los MV completamente enreda-
dos con PL, estarán ubicados en el ecuador de la esfera en 2\ = c/2 [puntos 5 (c/4, 0),
6 (c/4, c/4) y 7 (c/4, c/2)], mientras que para los otros valores de \ se tendrán losMV
con PE en los puntos [2 (c/8, 0), 3 (3c/8, 0) y 8 (c/8, c/8)]. Al cambiar el valor de X
entre [0, c], la orientación de la polarización presente en el modo también cambiará,
siendo radial en 2X = 0 y azimutal en 2X = c . En este caso y en los que siguen para
valores de 4 ≠ 0, los ejes no corresponderán a los parámetros de Stokes por las razones
mencionadas con anterioridad.

4.2.3. Ejemplo 3: n →∞
En este último ejemplo, se tiene que n → ∞ y 0 = 1, de tal manera que 4 = 0.5, lo

que produce el elipsoide más excéntrico que se pueda obtener según la definición de
4 . Por otro lado, los MV se ubican bajo el mismo procedimiento detallado en los dos
ejemplos anteriores. Los MV que se consiguen a partir de este valor de n son los MV
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HHG, los cuales se caracterizan porque elmodo espacial tiene geometría «cuadrada».
Dichos modos, de ahora en adelante podrán ser representados sobre una superficie,
que nuevamente se aclara, es la más excéntrica según el valor de 4 y que de igual ma-
nera que en caso anterior, acopla información de los grados de libertad espacial y de
polarización en su superficie. La Figura 4.7muestra la forma de la superficie en la que
de ahora en adelante podrán ser representados geométricamente los MVHHG,
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Figura 4.7: (a) Representación geométrica de MV. En este caso, dado que n → ∞, la excentri-
cidad del elipsoide es 4 = 0.5, lo que corresponde a un elipsoide oblato. (b)MVHIG5,5;∞. Como
se puede apreciar, estos modos se reducen a los modosHHG5,5,∞

Demanera similar al casoanterior, laubicaciónde losMVse reducea tener encuen-
ta las coordenadas angulares (\ , X ). Así las cosas, cuando 2\ = 0, c en el argumento de
la raíz, la distancia @ adquiere su valor mínimo, de tal manera que se sigue el mismo
procedimiento para ubicar losMV sobre la superficie elipsoidal, esto es, losmodos es-
calares conPCDyPCI [puntos 1 (0, 0) y4 (c/2, 0)] se encuentranen lospolos. Amedida
que el valor de \ cambia entre (0, c/2), losMV van apareciendo, de tal manera que los
MV completamente enredados con PL, estarán ubicados en el ecuador de la esfera en
2\ = c/2 [puntos 5 (c/4, 0), 6 (c/4, c/4) y 7 (c/4, c/2)], mientras que para los otros va-
lores de \ se tendrán losMV con PE en los puntos [2 (c/8, 0), 3 (3c/8, 0) y 8 (c/8, c/8)].
Al cambiar el valor de X entre [0, c], la orientación de la polarización presente en el
modo también cambiará, siendo radial en 2X = 0 y azimutal en 2X = c .

Este capítulo dejo ver la utilidad y gran versatilidadque la representación geométri-
ca generalizada de losMV con geometría elíptica, en este caso, losHIG ofrece, pues al
adaptar el parámetro de elipticidad, característico de losmodos �� , es posible «visua-
lizar» a travésde la formade la superficiede la representacióngeométrica la elipticidad
del modo, de tal manera que permite acceder de una manera más intuitiva a la infor-
mación aproximada del modo vectorial en cuestión en los grados de libertad espacial
y de polarización, cosa que no es dada por otra representación geométrica registrada
hasta ahora. Un aspecto importante a tener en cuenta, es que los ejes de esta nueva
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representación, a diferencia de los ejes de la HOPS, no representan los parámetros de
Stokes de orden superior, pues la deformación del eje F3 afecta la «cálculo» teórico de
losmismosynodaposibilidadaquedichos ejes representen losparámetrosdeStokes.

Finalmente, el elipsoide de orden superior para losMV con geometría elíptica repre-
senta a su vez, junto con las demás representaciones discutidas en este trabajo de gra-
do, una herramienta útil para la enseñanza y el aprendizaje del comportamiento de
MV de luz bajo ciertas condiciones de generación, pues como se pudo apreciar, cada
una de las representaciones ofrece información relativa a la naturaleza de la luz en sus
grados de polarización espacial y de polarización.
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Capítulo 5

Generación Experimental deModos
Vectoriales HIG

LosMV que fueron descritos con anterioridad demanera formal, pueden ser gene-
rados por medio de diferentes tipos de arreglos experimentales y configuraciones de
elementos ópticos, siendo losmoduladores espaciales de luz ((!" ′A , por sus siglas en
inglés) [17, 19],DispositivosDigitales deMicroespejos [20, 85] y las q-plates [21, 86], en-
treotros, los elementosmásdestacadosdedichosarreglos. A continuación, semuestra
la generación experimental de losMVHIG haciendo uso de un arreglo que dispone de
un(!" de transmisiónpara generar hologramas digitales y un interferómetro de Sag-
nac pormedio del cual lo logra la superposición de losmodos que dan cabida a losMV
HIG.

5.1. Montaje Experimental
La generación de los modos vectoriales HIG se llevo a cabo por medio del arreglo

esquematizado en la Figura 5.1. Para generarMV, se utilizó un láser semiconductor de
_ = 532 nm, el cual emite luz con polarización elíptica; seguido, el haz se expandió a
través de un objetivo demicroscopio con un aumento de×10 acoplado a un estenopo,
para luego ser colimado por una lente L1 con una longitud focal de 51 = 250 mm, y
conseguir así un frente de onda aproximadamente plano. A continuación, el haz co-
limado pasó por un SLM de transmisión (HOLOEYE, LC 2012 con una resolución de
1024 x 768 píxeles, y calibrado para un desfase de 9c/5 a _ = 532 nm). Originalmente
el (!" está configurado de tal forma que el display (superficie activa del SLM) es di-
vido en dos partes. Ahora bien, en cada división se desplegó un holograma digital con
la información de amplitud y fase de losmodos �� , el cual fue generado pormedio de
un código especial enMatLab y configuradomediante la técnica demodulación com-
pleja de amplitud [87, 88] en el primer orden de difracción [89]. Ahora bien, losmodos
modulados se direccionaron hacia el primer orden de difracción, tras pasar por una
lente L2 de 52 = 150mmque enfocaba ambos haces en el plano de Fourier donde fue-
ron aislados del ruido contiguo por medio de un filtro espacial (FE). Ambos modos
filtrados, pasaron después por un polarizador lineal (PL) orientado a 0◦ y seguido por
unaplaca retardadorade fase en_/2 (P(_/2)) a 22, 5◦ donde se cambio suestadodepo-
larización de lineal horizontal a lineal diagonal, para después ser colimados de nuevo
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L1
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Láser

P 𝜆/4

Figura 5.1: Arreglo experimental empleado en la generación y caracterización de MV, don-
de, OM: objetivo de microscopio; L7 , 7 = 1, 2, 3: lente; (!" − ) : modulador espacial de luz de
transmisión; FE: filtro espacial; PL: polarizador lineal; P(_/2): placa retardadora de fase _/2;
DHP: divisor de haz polarizado; E7 , 7 = 1, 2: espejo; P(_/4): placa retardadora de fase _/4; CCD:
dispositivo de carga acoplada; ZPS: zona de polarimetría de Stokes, la doble flecha punteada
indica que las placas son elementos adicionales que son usados en el momento de tomar las
medidas de intensidad. Cada doble flecha continua indica el sentido de oscilación del campo
eléctrico.

por una lente L3 de 53 = 175mm. En el interferómetro de Sagnac, ambosmodos pasa-
ron por un divisor de haz polarizado (DHP) donde se transmitieron las componentes
de polarizaciónhorizontal y se reflejaron las componentes de polarización vertical, de
tal formaque a la salida del interferómetro los dosmodos centrales con estados depo-
larización ortogonal se superpusieron para después pasar por una placa retardadora
de fase en _/4 (P(_/4)) a 45◦ respecto del eje rápido que cambio las componentes de
PLH a PCD y la PLV a PCI. Finalmente, por medio de una cámara (CCD) conectada a
un PC se pudieron verificar los detalles de alineación y de distribución de intensidad.
Para saber si los modos generados eran vectoriales, se prosiguió a colocar un polari-
zador lineal (PL) entre la CCD y la P(_/4) con el fin de obtener el patrón de intensidad
característico de losMV tal y como semuestra en la Figura 5.2.

5.2. Medición de Intensidad y Parámetros de Stokes
El objetivo último a la hora de generar losMV y caracterizarlos, es lograr reconstruir

la polarización que deberían tener según la teoría. Ahora bien, como en todo proceso
experimental lo anterior no todas las veces es posible de conseguir al cien por ciento
debido a los diferentes factores externos que juegan un papel importante durante el
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procesode tomadedatos y quepueden afectar los resultados finales.Dado lo anterior,
loprimeroquesedebeverificara lahoradegenerarMVesconstatarqueefectivamente
lo sean, lo anterior, a partir de la distribuciónde intensidadque los caracteriza. En este
caso, y sinpérdidadegeneralidad sólo semuestra evidenciade losmodosHIGℎ+6,4;n para
diferentes n. Así, los patrones obtenidos experimentalmente pueden ser apreciados a
continuación.

𝜖 = 0 𝜖 = 1 𝜖 = 3 𝜖 = 10 𝜖 → ∞

Figura5.2:MVHIG6,4;n generadosexperimentalmente.Primerafiladistribuciónde intensidad
sin polarizador lineal frente a la CCD, segunda fila con polarizador lineal frente a la CCD.

La Figura 5.2muestra en la primera fila la distribución de intensidad de losMVHIG
para diferentes valores de n cuando estos no pasan a través del polarizador lineal fren-
te a la CCD, mientras que la segunda fila muestra la distribución de la intensidad de
los MVHIG cuando estos pasan a través del polarizador lineal antes de la CCD. Tales
imágenes son de gran utilidad a la hora de verificar si los modos son o no vectoriales.
Lo anterior, debido al patrón o la distribución de intensidad que se consigue cuando
el haz pasa a través de un polarizador lineal, pues la simetría de las zonas iluminadas
es un indicativo experimental de carácter cualitativo de la distribución de la polariza-
ción en el modos según los demás parámetros configurados en el holograma digital.
Por ejemplo, en la primera imagen en la segunda fila, se evidencia un patrón de «péta-
los o lóbulos» característico de losMV�!� , en el que las zonas no iluminadas podrían
ser cualquier tipo de PL que es bloqueada por el polarizador lineal; lo relevante acá, es
que la proporción de la zonas iluminadas es la misma en todo el modo, por lo que se
podría pensar quehayunabuena alineacióndel arreglo experimental y que losmodos
se superponen de tal manera que se genera un haz vectorial. Esto, como semencionó
con anterioridad, es solo un indicativo, o guía, pues la únicamanera de saber si el haz
es ono vectorial es realizando la reconstrucciónde la polarizacióndelmismo, proceso
que se detallará brevemente a continuación.

Para analizar la configuración de polarización del haz resultante, fue necesario rea-
lizar cuatromedidas de intensidad del haz, correspondientes a los parámetros de Sto-
kes según la polarimetría de Stokes [45]. Este proceso exige hacer uso de un elemento
óptico adicional, el cual es una placa retardadora de fase_/2 o_/4 según se requiera, y
quedebe ir entre P(_/4) y el PL enel arreglo experimental. Para la tomadedatos se rea-
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lizaron cuatro medidas de intensidad con PLH, PLD, PCD y PCI. Lo anterior, cuando
el haz vectorial pasaba a través del elemento adicional (_/2, polarización horizontal y
diagonal) y (_/4, polarización circular derecha e izquierda). Formalmente, las medi-
ciones de intensidad se relacionan con lo parámetros de Stokes a partir de,

(0 = �� + �� , (5.1a)
(1 = 2�� − (�� + �� ), (5.1b)
(2 = 2�!� − (�� + �� ), (5.1c)
(3 = �� − �� , (5.1d)

donde �� , �� , �� e �!� son las intensidades del haz con PCD, PCI, PLH y PLD respectiva-
mente. El proceso llevado a cabo para realizar las medidas es el mismo para cada uno
de los parámetros de Stokes, por lo que se detallará para unaúnicamedida sin pérdida
de generalidad. Dado lo anterior, cuando el haz vectorial sale de la P(_/4) después del
interferómetro, se coloca la placa, por ejemplo P(_/2), a 0◦ para cambiar la polariza-
ción circular (PC) del haz resultante en PLH que finalmente pasa por un polarizador
lineal a 0◦ y permite realizar la medida de intensidad tomando una foto de lo que se
muestra en la pantalla del software de la CCD. En el caso de la medida de intensidad
con PLD, se hace lo mismo, pero esta vez la P(_/2) se coloca a 22, 5◦; lo mismo para
las otras dos medidas con la P(_/4) a 45◦ para luz con PCD y P(_/4) a −45◦ para luz
con PCI. Una comparación entre las medidas de intensidad esperadas (simuladas) y
las reales puede ser apreciada en la Figura 5.3.

ID

IR IL

IH ID

IR IL

IH

−1

−0.5

0

0.5

1

Figura 5.3: Comparación demedidas de intensidad reales (a) con las simuladas (b) de unmo-
do vectorialHIG1,5;12. IH: intensidad con PLH; ID: intensidad con PLD; IR: intensidad con PCD;
II: intensidad con PCI.

El siguiente paso, es procesar las imágenes por medio de un código especial gene-
rado en MatLab, el cual se encarga de «reconstruir» la polarización del haz para lue-
gomostrarla superpuesta a la imagen de intensidad correspondiente al haz generado.
Grossomodo, elmétodousadopara la reconstrucciónesel llamadométodo tradicional
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[90], el cual consiste en que las cuatromedidas de intensidad que se toman se relacio-
nan con los parámetros de Stokes 5.1.
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0
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1
S1

S2 S3
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Figura 5.4:Comparación demedidas de los parámetros de Stokes reales (a) con los simulados
(b) de unmodo vectorialHIG1,5;12.

Dado lo anterior, se calcula la elipse de polarización en cada punto sobre el plano
de intensidad del haz a partir de las relaciones,

�0F =

√
1
2 ((0 +

√
(21 + (

2
2),

�0G =

√
1
2 ((0 −

√
(21 + (

2
2),

Ψ =
1
2 arctan

(
(2
(1

)
,

donde �0F y �0G son el semi-ejemayor ymenor de la elipse respectivamente, mientras
queΨ es el ángulo de orientación de la misma (ver Figura 2.7).

Algunos resultados experimentales obtenidos de los MV HIG5,3;n con la respectiva
reconstrucción de la polarización se pueden apreciar a continuación:
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2𝜒 = 0 2𝜒 = 𝜋/8 2𝜒 = 𝜋/4 2𝜒 = 3𝜋/4 2𝜒 = 𝜋/2

𝜖 = 0

𝜖 = 6

𝜖 = ∞

1 21 3 4 5

Figura 5.5: Resultados experimentales de MVHIG5,3;n . En este caso cambiaron los valores de
n y \ , mientras que siempre X = 0.

La Figura 5.5 muestra los resultados experimentales de la reconstrucción de la po-
larización de losMVHIGℎ+5,3;n . En este caso, se consideraron tres valores de n = 0, 6,∞ y
cinco valores de 2\ = 0, c/8, c/4, 3c/8, c/2, con 2X = 0. Cabe recordar, que el paráme-
tro 2\ está asociado al factor de peso en el haz vectorial,mientras que 2X está asociado
a la orientación de los estados de polarización en el haz. Ahora bien, la primera fila de
la Figura, deja ver los MV con n = 0, esto es, modos �!� , en el que los modos 1 y 5
son escalares, siendo PCD la polarización presentes en 1 y PCI la polarización presen-
te en 5; por otro lado, aunque se evidencien otros estados de polarización diferentes a
PC, la generación de dichos modos, hace referencia a modos escalares. Los haces 2 y
4, son haces vectoriales que presentan estados de polarización elípticos orientados en
diferentes direcciones, siendo PED la polarización presente en 2 y PEI la polarización
presente en 4. Finalmente, el modo 3 es una haz vectorial puro y presenta estados de
polarización lineal con distribución radial. Un aspecto importante a tener en cuenta
relativo al proceso de generación de los haces vectoriales, es la inestabilidad del arre-
glo, lo que puede ser traducido en variaciones de la fase intramodal, pues ya que los
haces no recorren el mismo camino realmente al atravesar el interferómetro, se gene-
ran diferencias de fase, también variaciones en aspectos ambientales, flujos de aire,
mala colocación de los elementos ópticos, mal filtrado de los haces, etc., que afectan
las mediciones intensidad, lo que da cabida a que aparezcan estados de polarización
«intrusos» o no deseados.

LaFigura5.6muestra losMVHIGℎ+5,3;6 etiquetadosde1a7en lascoordenadas (\ , X ) =
(0, 0), (c/8, 0), (c/4, 0), (3c/8, 0), (c/2, 0), (c/4, c/4) y (c/4, c/2), respectivamente, re-
presentados sobre una superficie elipsoidal.
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Figura 5.6: (a) Representación geométrica de los MV sobre el elipsoide de orden superior. (b)
MVHIGℎ+5,3;6 generador experimentalmente.

De lo anterior, se puede apreciar que la representación geométrica de los MV HIG
sobreunasuperficie elipsoidal se sobreponea la tradicionalHOPS,pues comosemen-
cionó con anterioridad, esta nueva representación acopla al parámetro n característi-
co de losmodos �� a la geometría del elipsoide con losmismos beneficios de la�$%(
además de la visualización del cambio de elipticidad de los modos sobre el elipsoide,
cosa que no se tiene con la HOPS, de tal manera que se consigue una representación
transitiva en términos geométricos dependiente del parámetro n similar a la que se
consigue entre los modos !� , �� y�� mencionada en la sección 2.3.6.
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Capítulo 6

Conclusiones

Eneste trabajode grado sehandiscutido los aspectos generales de la luz estructura-
da, prestando importante atención a los grados de libertad espacial y de polarización
que al ser combinados formanmodos vectoriales.

Por otro lado, se discutieron las diferentes formas de representar dichos grados de
libertad, desde las formasmásbásicas y primitivas, hasta las representaciones geomé-
tricas menos conocidas que intentan mostrar la mayoría de los grados de libertad de
los que goza la luz.

En cuanto al objetivo planeado en este trabajo de grado, se dio a conocer una nue-
va propuesta que permite representarmodos vectoriales con geometría elíptica sobre
una superficie no-esférica, la cual, a su vez conserva la información de los grados de
libertad que caracterizan a losmodos vectoriales, esto es, el grado de libertad espacial
y de polarización. Dicha nueva representación, muestra que a medida que cambia el
parámetro de elipticidad n característico de losmodos �� , la superficie elipsoidal que
representa los modos vectoriales también cambia, esto es, se achata en los polos ca-
da vez que n crece, acoplándose a la geometría del modo resultante, lo que supone un
vínculodirectoentre la geometríade losmodosy la superficie en laque se representan.

Aunque los ejes coordenados de la nueva representación geométrica de los modos
vectorialesHIG no hacen referencia a los parámetros de Stokes de orden superior, se
cumple la funciónde esta a la hora de representar demanera completa losmodos vec-
toriales en su modo espacial y de polarización, por lo tanto puede ser acogida como
una forma de representar geométricamente dichos modos vectoriales, además de las
otras representaciones aún vigentes. En este sentido, la relevancia de esta nueva re-
presentación se deja ver en varios contextos, a saber:

I. La nueva representación permite acceder de manera precisa al modo espacial
(junto con su distribución de polarización) en cuestión en función de la excen-
tricidad de la representación, lo que agiliza el proceso de identificación y carac-
terización de los modos vectoriales con geometría elíptica.

II. Funciona como herramienta didáctica en la enseñanza y aprendizaje de losmo-
dos vectoriales para estudiantes e investigadores que apenas se estén familiari-
zando con este tema, ya que a través de esta representación se puede compren-
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der de manera más precisa la relación entre los modos vectorialesHLG −HIG −
HHG, pues la deformación del elipsoide se puede interpretar demanera análoga
a la de los modos.

III. Dejade lado la representación tradicional demodosvectoriales sobre superficies
esféricas, para dar paso a una representación sobre una superficie más general,
permitiendo acceder a información de los modos por medio de la forma de la
superficie.

Además de la nueva propuesta presentada, se construyó un arreglo experimental que
implementóunSLMde transmisiónyun interferómetrodeSagnac.Dichoarreglo,per-
mitió generar eficazmente, los modos vectoriales Ince-Gauss helicoidales, cuya cali-
dad estuvo limitada por la naturaleza intrínseca de los elementos ópticos y de la técni-
ca de modulación empleada, además de las perturbaciones externas inducidas en el
medio de propagación del haz. Finalmente losmodos generados experimentalmente,
fueron representarlos sobre el elipsoide de orden superior (Figura 5.6) propuesto en
este trabajo de grado.

Cabe recalcar la posibilidad de modificar o crear y diseñar, con el fin de hacer más
generales, nuevas formas geométricas de representar los grados de libertad de la luz,
lo anterior prestando atención a la importancia de mantener el significado físico de
lo que se quiere representar sobre dicha superficie aprovechando los beneficios de las
herramientas geométricas de las que se dispone, lo que sugiere que se puede seguir
trabajando a futuro en lograr una representación de losmodos vectoriales �� más ge-
neral aún, que en este caso, permita coexistir a todos los modos vectoriales con dife-
rentes valores de elipticidad en una única superficie.
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