5 94 ad

CENTRO DE INVESTIGACIONES
EN OPTICA, A.C.

“DESARROLLO DE PRUEBAS OPTICAS PARA LA CARACTERIZACION
DIMENSIONAL DE LA CORNEA”

= : ot

Tesis para obtener el grado de Doctor en Ciencias (Optica)

Version Definitiva. Incluye cambios sugeridos por revisores.

Presenta: Daniel Alexis Gomez Tejada

Director de Tesis: Dr. Daniel Malacara Hernandez

Leon - Guanajuato - México

Julio de 2022




Por el amor de mi padre...



Agradecimientos

Deseo agradecer el apoyo y amor de mi esposa Natalith, sin la cual nada de esto hubiese sido
posible. Ella ha sido la razon principal que me ha impulsado a querer ser mejor esposo, amigo
y profesional.

Agradezco a toda mi familia, a quienes adn estan, a quienes se nos adelantaron, por su apoyo
y sacrificio, quienes desde la distancia han sido vitales para encontrar las fuerzas y la
motivacion necesaria para lograr esta investigacion.

A mis amigos del CIO que con su amistad hicieron que todo lo vivido hasta ahora en México
haya sido tan especial. Le brindaron un bello color a la experiencia de hacer un doctorado.

Al Centro de Investigaciones en Optica, sus profesores y administrativos, por siempre estar
ahi para apoyarme en lo académico y en lo personal. Al Dr. Daniel Malacara Hernandez, por
su calidez, por ensefiarme a disfrutar el hacer ciencia entre amigos, por brindarme un ejemplo
de sencillez, humildad y disciplina.

A los Dres. Alejandro Cornejo, Rufino Diaz y Gonzalo Paez, por su guia y consejo generoso
desde el primer periodo académico hasta la evaluacion de esta tesis.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia de México (CONACYT) por el apoyo
brindado a través del programa de Becas Nacionales para extranjeros (636622), sin el cual
no habria sido posible el presente trabajo de investigacion.

En general, al pueblo mexicano, que gracias a sus impuestos hacen posible la financiacion
de la investigacion y el avance de la ciencia en México.



Tabla de contenido

RESUMEBIN ...tttk ekt h et b e e bt e s bt e sb e e sh e s h bt e a bt et e e be e beenbeeabeeenneenneeneens 5
e =] =T o S 6
LOF: o 11 (11 [ T S PSRSPRSN 8
El Ojo Y 12 COrNEA HUMANA ......ccviivieiiiiecie ettt sttt st st e te et s beenaesbesneenre e 8
1.1, ELOJO HUMANO ..ottt ene s 9
1.2, LA COrNEaY SU ESIIUCIUIA ....c.eveiiieiiieiiieieisie ettt 10
1.3.  Superficie ANterior de 18 COMNBA.........cvcii e i 11
0 S O o (o] 1] o] SR 14
BIDIIOGIATIA ....ecveveeee bt 14
LOF: o 11 (11 0102 SRR 16
TOPOGrafia COMMEAL .......ccviiiiiie e sttt s be b et st e et e s be et esbeereenresteenee e 16
2.1.  Técnicas para la Medicion de Topografia Corneal ...........cccooevviiiinniinnineceeene 17
2.1.1.  Lampara de HeNIOUIA ........ccceiiiiiiiieiieee e 18
2.1.2. Iméagenes de SCheimpPlUug ..o 19

2.2.  Topografia Corneal Basada en Anillos de PIACIO............ccovreviiiiiiniincceeeee 19
2.3, Error del RAY0 ODIICUO .....c.vovieieiiiicise et 25
2.4, CONCIUSIONES ...ttt ettt sttt sttt sttt b et et sttt et e s ne e 26
271 o] [ToTo] =1 1T PSRRI 27
(0= o1 111 [o 0 F TP P PRSP 31
Procesamiento de ANilloS de PIACIAOD ..........ccovviiiirieiiieereee s 31
3.1.  Patrones de Hartmann con Simetria CirCUIAr ............cooviiiineiiiieicice e 32
3.2.  Recuperacion del Frente de Onda con Integracion Trapezoidal Newtoniana.................... 38
3.3.  Integracion de Anillos de Placido y Solucion al Error del Rayo Oblicuo............c.cce.e.e. 44
34, CONCIUSIONES ...ttt sttt sttt sttt et e st e bt et e sbe st st e nbe e e e eneenenreas 52
271 o] [ToTo] =1 1T PSRRI 53
(0= o1 1 11 [o R OO PSR SPPPTRO 55
Representacion de SUPErfiCIES OPLICAS ..........coovervieerieiireerreesetesessesesse s ees s sesees s ssssese s sesessnsnens 55
4.1,  RepresentaCion de SUPEITICIES ......ccviiiiierieieieiee e eneenens 56
4.2, POlNOMIOS A& ZEIMIKE ....c.veiieeeiiie st sttt te e sreena et 58
4.3.  Representaciones Alternativas de SUPErfICIES........cccuiirirereiiiieisise e 61
4.4.  Propuesta de Representacion con FUNCIONES GaUSSIANAS.......c..evereererrerereereereesiereeseaennens 63
T o4 Tod 111 o] 1= LSO RPRSS 77
CONCIUSTONES GENEIAIES .....c.viivieiiiiece ettt ettt e ta e e st e teesbesbeess e teeneesaesteeeeneas 79

271 o] [0 o] = T AP SO O RURR PSR 81



Resumen

La superficie anterior de la cdrnea aporta la mayor parte de la potencia dptica del ojo humano,
en corneas normales es la responsable de aproximadamente la mitad de las aberraciones
totales del ojo. Por esta importancia, es indispensable conocer las caracteristicas
dimensionales de su topografia, las cuales afectan directamente el diagnostico de ciertas
enfermedades corneales y los tratamientos clinicos consecuentes. En esta tesis se abordan
dos aspectos que afectan directamente la calidad de la medicion de una topografia corneal:
la capacidad de la técnica para medir efectivamente los distintos cambios de altura en la
topografia y la fidelidad de la representacion matematica usada para reproducir la superficie
medida.

La técnica de topografia corneal basada en anillos de Placido es una de las técnicas mas
usadas en oftalmologia, esta técnica emplea una serie de anillos concéntricos que son
proyectados sobre la cornea codificando la topografia corneal en una imagen de anillos
deformados. Por la continuidad de los anillos se ha considerado que esta técnica no logra
medir correctamente las deformaciones que estan en la direccion tangencial a los anillos.
Esto conlleva a un error llamado error del rayo oblicuo. En esta tesis se presenta una solucion
basada en los fundamentos de la prueba de Hartmann. La solucion es intuitiva, simple y
directa, mostrando que la técnica no esta limitada, la informacion de la topografia corneal
solo se encuentra oculta en los anillos continuos deformados.

En cuanto a la representacion matemética de una superficie, el estandar actual en
oftalmologia son los polinomios de Zernike. Sin embargo, estos fallan al tratar de representar
superficies altamente aberradas o con cambios abruptos de topografia. Para solucionarlo se
propone una representacion matematica alternativa que combina polinomios de Zernike de
bajo orden con funciones gaussianas cuyo fuerte caréacter local es aprovechado para
representar las variaciones rapidas de la topografia.



Prefacio

En la oftalmologia se valoran diversos aspectos de la salud de la visién humana. Para ello se
emplean evaluaciones clinicas que generalmente se respaldan en examenes donde se miden
distintos parametros de los constituyentes del ojo, entregando informacion de su estado y
desempefio particular. Uno de estos parametros es la topografia corneal, que no es otra cosa
que la forma de la primera superficie de la cornea. Al ser esta la primera interfaz que se
encuentra la luz al ingresar al 0jo, ella tiene mucha responsabilidad en la calidad de la imagen
que finalmente se forma en la retina.

Existen distintas evaluaciones clinicas y procedimientos que dependen del conocimiento de
la topografia corneal, por nombrar algunos de ellos, se tiene la deteccion prematura de
enfermedades corneales como el queratocono, la correccion de defectos refractivos con el
uso de lentes de contacto personalizados, o bien, a través del moldeamiento de la forma de la
superficie de la cdrnea empleando ablacion laser. Es evidente considerar que la eficacia de
estos procedimientos dependera en que tanto la topografia corneal medida coincide con la
forma real de la cornea.

Se puede asumir que la calidad de una topografia corneal depende de la combinacion de dos
aspectos que se encuentran fuertemente interrelacionados entre si, uno es la capacidad de la
técnica para detectar de manera efectiva las pequefias variaciones de altura en la superficie
corneal, y el otro es su posterior representacion matematica que debe acercarse lo mas posible
a la forma medida de la cornea, sin importar la particularidad de esta topografia.

Justamente en esta tesis se trabaja sobre estos dos problemas. Para el primero de ellos, el de
la medicidn de la topografia corneal, hay que tener en cuenta que entre las diversas técnicas
que existen para medirla esta la topografia corneal basada en los anillos de Placido. Esta
técnica es una de las mas establecidas por su sencillez e historia. Sin embargo, en la
actualidad su implementacion en dispositivos comerciales carece de precision cuando se
emplea en la medicion de corneas con formas que distan mucho de una superficie esférica
ideal. El origen de este inconveniente radica en un error conocido como el error del rayo
oblicuo, el cual, como se vera méas adelante, se ha tratado de corregir de diversas maneras
muy sofisticadas, aunque sin ninguna aplicacion comercial conocida hasta el momento. Uno
de los aportes de esta tesis es enriquecer esta técnica de topografia corneal al brindar una
solucidn alternativa al error del rayo oblicuo. Esta solucion es intuitiva, simple y rapida, sin
requerir cambios en el hardware del topografo, ni realizar algan tipo de filtrado digital de
datos. La modificacion esté en la forma misma en la que se procesa la informacion existente
en la imagen de los anillos de Placido deformados capturada por el topdgrafo corneal.

El segundo problema abordado en esta tesis es la representacion matematica de la superficie,
la cual se realiza posterior a la medicion de la topografia corneal. Su relevancia radica en que
de poco sirve tener la mejor técnica para medir la topografia si la representacion matematica
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no tiene la capacidad suficiente de representar todos los detalles topograficos de la superficie
medida. En oftalmologia, la representacion matematica estandar son los polinomios de
Zernike [1], sin embargo, el uso de estos polinomios ha empezado a generar preocupaciones
ya que han mostrado fallas en ciertas condiciones, por ejemplo, en la imposibilidad de
representar corneas altamente aberradas con combinaciones de polinomios de alto orden [2],
[3]. Para solucionar este problema, en esta tesis se propone una representacion alternativa
que tiene la intencidn de quitarle parcialmente a los polinomios de Zernike la responsabilidad
que tienen de representar aberraciones de alto orden y también variaciones locales de
topografia, en su lugar se propone usar funciones de bajo orden combinadas con distintas
funciones gaussianas superpuestas.

La efectividad de ambas propuestas sera evaluada por medio de simulaciones, donde los
métodos formulados acttan sobre superficies con distintos tipos de aberraciones sin simetria
de rotacién y en superficies con deformaciones locales de topografia.

Todo lo mencionado anteriormente se describe a lo largo de cuatro capitulos. En el Capitulo
1 se realiza una introduccion breve de la descripcion del ojo humano, con particular interés
en la coérnea cuya primera superficie, también Ilamada superficie anterior, es el objeto de
estudio de esta tesis. En el Capitulo 2 se revisa la topografia corneal, los principales métodos
empleados para medirla, entre ellos el topdgrafo basado en anillos de Placido. En este
capitulo es en donde se introduce formalmente el concepto del error de rayo oblicuo, para
que posteriormente, en el Capitulo 3, se presente la propuesta de solucién a este error, su
implementacién y los resultados obtenidos. En el Capitulo 4 se introduce el tema de la
representacion de superficies, mencionando algunas representaciones existentes, entre ellas
los ya mencionados polinomios de Zernike. Finalmente, se presenta una propuesta de
representacion de superficies que usa funciones de bajo orden que son combinadas con series
de funciones gaussianas de distintos tipos.



Capitulo 1

El Ojoy la Cérnea Humana

La visién es uno de los sentidos mas importantes para los seres vivos debido a que con ella
es posible obtener informacion abundante del entorno, permitiendo actividades
fundamentales como la caza y las interacciones en comunidad. Para los humanos, este
panorama es similar, la vision es primordial para cualquier tipo de actividad, bien sea de
interaccion social, laboral, de estudio, de recreacion, entre otras.

Ignorando por el momento es aspecto neuroldgico de la vision humana, esta es posible gracias
al 0jo, el cual se puede considerar como un sistema optico formador de imagenes que esta
compuesto fundamentalmente por un sistema de dos lentes positivas separadas por una
distancia fija. El sistema de lentes forma una imagen real invertida sobre el sensor del
sistema, la retina. Desde esta perspectiva meramente Optica y excluyendo los posibles
deterioros de la retina, la calidad de la imagen formada se vera principalmente afectada por
las propiedades dpticas de las dos lentes, la cornea y el cristalino. En estas lentes es de interés
la calidad Optica de sus superficies, sin embargo, la primera superficie de la cornea es la que
mas influye en la calidad de la imagen retinal. Esto se debe a que en la interfaz aire-cornea
es donde hay una mayor diferencia de indice de refraccion, por lo que en esta interfaz es
donde la luz surte una mayor refraccion.

En este Capitulo se presentan algunos fundamentos respecto al ojo humano y su cornea, con
interés especial en la primera superficie de la cornea, que como se mencion0 previamente, es
el objeto de estudio de esta tesis.



1.1. El Ojo Humano

La estructura bésica del ojo humano se presenta en la Figura 1.1. El interior del ojo se divide
en tres cAmaras, la cdmara anterior, la posterior y la vitrea. La camara anterior contiene el
humor acuoso que es rodeado por la cdrneay el iris. La cdmara posterior se encuentra entre
el iris y el cuerpo ciliar, conteniendo también humor acuoso. La camara vitrea contiene el
humor vitreo limitado por la cara posterior del cristalino y la retina. La estructura interna del
0jo esté& contenida por un tejido protector denso y opaco llamado esclera, y por la superficie
anterior de la cornea. Entre la retina y la esclera existen dos capas intermedias llamadas
esclerotica y coroides, las cuales también pueden ser vistas en la Figura 1.1. [4].

Desde una perspectiva dptica, el ojo humano funciona como un sistema de formacion de
imagenes compuesto por dos lentes, la luz ingresa por la cdrnea (primera lente), pasa a través
del iris (pupila real), para ser luego refractada por segunda vez en el cristalino (segunda
lente), formando una imagen real invertida sobre la retina (elemento sensible a la luz: sensor
del sistema). Del sistema de lentes, la cornea tiene mayor potencia que el cristalino, sin
embargo, este Ultimo posee una potencia variable permitiendo el proceso Ilamado
acomodacion [5], que consiste en poder enfocar objetos a distintas distancias pese a tener una
distancia imagen o distancia a la retina, fija. La potencia variable del cristalino se debe a que
este puede modificar su forma (o curvatura) gracias a la contraccion o relajacién de los
masculos ciliares que hacen parte del cuerpo ciliar que también se presenta en la Figura 1.1.

Esclera Coroides
- %

P Esclerotica
__— Retina

Cornea __ Humor vitreo

P Fovea

Eje optico

Cristalino - Nervio 6ptico

- Cuerpo ciliar

Figura 1.1. Esquema del ojo humano.

Por su parte, la retina es el elemento sensible del ojo, transformando la luz que recibe en
estimulos nerviosos. Su superficie externa esta compuesta por dos tipos de células, los conos
y los bastones. Los conos son células sensibles a la luz con preferencia a ciertos colores,
mientras que los bastones son celulas que solo son sensibles a la intensidad de la luz,
indiferentemente del color que tenga. Los bastones son capaces de percibir luz de baja
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intensidad, estan distribuidos en casi toda la superficie de la retina a excepcion del area
central de una zona de la retina llamada fovea [5]; por ello se dice que esta zona no posee
“vision nocturna”. En la fovea, la densidad de conos es mas grande que en cualquier otra
parte de la retina, lo que permite percibir con mayor resolucion los detalles finos de la imagen
que se proyecta en la fovea [4], [5]. Por ello, cuando el ojo observa un objeto de interés, el
centro de la imagen se ubica sobre la fovea, a 5° del eje 6ptico mostrado en la Figura 1.1 [4].

Como se habra notado, hasta el momento se ha hecho poca mencion de la cérnea, a pesar de
que su topografia es el objeto de estudio de esta tesis. La siguiente seccidn esta dedicada por
completo a esta componente del ojo humano, se revisaran los detalles de su estructura, sus
caracteristicas fisicas, y opticas, con una descripcion basica de la forma de su superficie
anterior.

1.2. La Codrneay su Estructura

En la formacién de la imagen retinal participan los dos elementos refractores del ojo, la
corneay el cristalino. La luz se refracta principalmente en cuatro superficies, las superficies
anterior y posterior de cada una de las lentes; aunque en el cristalino la luz se refracta
progresivamente a medida que lo atraviesa. Esto sucede porque el cristalino es un tejido
celular no homogéneo que puede modelarse como una estructura de gradiente de indice de
refraccion, siendo mayor en el ndcleo del cristalino donde es més densa la estructura en
comparacion con las capas exteriores [4], [5]. La calidad de la imagen retinal dependera de
las propiedades opticas de las lentes, particularmente, sus indices de refraccion, sus
transparencias, las curvaturas y la calidad de las superficies. Respecto a esta Ultima, se conoce
que en ojos normales aproximadamente la mitad de las aberraciones del ojo se les atribuyen
a las aberraciones existentes en la primer superficie de la cornea, la superficie anterior;
aungue esta contribucion depende de la edad, y de la existencia o0 no de enfermedades
corneales y cirugias [3].

La estructura anatomica de la cérnea se puede visualizar en la Figura 1.2, de afuera hacia
dentro se tiene una capa de lagrima, el epitelio, la membrana de Bowman, el estroma, la
membrana de Descemet y el endotelio corneal. La lagrima no afecta la refraccion, su funcion
es de mantener la humedad y suavizar las células epiteliales, ademas de brindar una superficie
de indice de refraccion suave permitiendo la reflexion especular de la luz. El epitelio protege
las capas internas de la cornea del ambiente externo del ojo. La membrana de Bowman esta
compuesta de colageno y su funcion es ayudar a mantener la forma de la cornea. El estroma
es el 90% de la cdrnea, esta formado de laminas de coldgeno que permiten su transparencia
a la vez que mantiene su estructura mecéanica. El endotelio contiene células hexagonales
acopladas unas con otras y su funcién es de mantener un balance en los fluidos de la cérnea
para que el estroma mantenga su transparencia. El endotelio y el estroma estan separados por
la membrana de Descemet [4].
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Figura 1.2. Estructura anatomica de la cornea. Figura adaptada de D. Atchisony G.
Smith[4].

El ojo humano tiene aproximadamente 58 dioptrias de potencia, de ellas la cornea contribuye
con 43 dioptrias, un poco mas de dos tercios de la potencia total del ojo. Esta potencia es
gracias a la curvatura de la cornea y a la diferencia entre el indice de refraccion de la cornea
y el del aire. Los radios de curvatura de la cdrnea varian segun la persona, las mujeres tienen
una superficie anterior ligeramente mas pronunciada que los hombres. Sin embargo, existe
una relacion estable entre los radios de curvatura de ambas superficies dada por la expresion
R2 =0.81Ry, donde R2 y Ry, son los radios de curvatura de las superficies posterior y anterior,
respectivamente [4]. En promedio, una cérnea humana tiene radios de curvatura Ry = 7.8 mm
y R2 = 6.5 mm, espesor de 3.05 mm, e indice de refraccion de 1.3771 [5].

1.3. Superficie Anterior de la Cérnea

Como se menciono en la seccidn previa, la superficie anterior de la cérnea es la responsable
de gran parte de las aberraciones totales del ojo, esto por su forma y por la diferencia de
indice de refraccion con respecto al aire. Por lo anterior, en la oftalmologia es de suma
importancia realizar una correcta medicion y una adecuada caracterizacion de la superficie
anterior de la cornea.

Al usar el concepto de radio de curvatura, se puede generar la idea de que las superficies
corneales tienen una forma perfectamente esférica, lo cual no es asi. Como veremos a
continuacion, en general estas superficies pueden tener una forma toroidal, o asférica.
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La superficie anterior de la cornea tiene un didmetro aproximado de 12 mm, de esta area es
de interés su zona central que mide 8 mm de diametro, ya que es la responsable de formar la
imagen sobre la fovea [4]. Esta zona de interés puede variar por el tamarfio de la apertura del
iris segun si es vision fotopica (diurna) o escotdpica (nocturna). La superficie anterior puede
tener una forma toroidal o astigmatica, es decir que los rayos de luz que ingresan por el eje
del toroide tienen un foco distinto a los rayos que ingresan por un eje perpendicular al eje del
toroide. En jovenes, la curvatura es menor en la direccion horizontal de la cornea que en el
meridiano vertical. Este es el astigmatismo mas probable y se conoce como “astigmatismo
con la regla”. El caso contrario se llama “astigmatismo contra la regla”. Si el eje de mayor
curvatura se encuentra inclinado se le designa como astigmatismo oblicuo. Un astigmatismo
con la regla tiende a revertirse con el paso de los afios.

La superficie anterior de la cornea puede tener formas distintas a las del toroide, por ello esta
superficie también ha sido caracterizada como una asfera con simetria de rotacién, también
Ilamada conica de revolucion [6]:

cS?

2 y)=1+\/1—(|< +1)¢?S?

1)

aqui c es la curvatura definida como ¢ = 1/R, R es el radio de curvatura, S es el semididmetro
s =x2+y? , Y Keslaconstante de conicidad. Dependiendo del valor de K la superficie puede

tomar cualquiera de las formas que se presentan en la Tabla 1.1.

Tipo de conica Valor de la constante de conicidad
Hiperboloide K<-1
Paraboloide K=-1

Esferoide prolato (elipsoide o elipse que

. -1<K<0
rota sobre su eje mayor)
Esfera K=0
Esferoide oblato (elipse que rota sobre su K>0
eje menor)

Tabla 1.1. Valores de la constante de conicidad para superficies conicas®.

Existen diversos estudios que han medido la constante de conicidad en ojos humanos, en la
mayoria de ellos el valor de K est4 entre —0.01 y —0.28 [7]-[9], siendo el valor de —0.23 +
0.008 el valor mas aceptado para adultos jovenes [9], [10]. Segun la Tabla 1.1 este valor
corresponde a la forma de un esferoide prolato. Con ello, la superficie anterior se hace menos
curva a medida que se aleja de su centro. Fisiologicamente existen algunas explicaciones
para que la cornea tenga esta forma; una de ellas es que esto es debido a la basqueda evolutiva

! Tabla adaptada de[6].
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de disminuir la aberracion de esfericidad de la cdrnea, otra explicacion quizas mas simple,
es que la superficie anterior se hace mas plana con el fin de hacer una transicion suave a la
forma del globo ocular [4]. Por otra parte, es probable encontrar cérneas con formas de
esferoide oblato (K > 0) en los casos de cérneas que han sufrido cirugias de ablacion laser
para la correccion de defectos refractivos de la cornea (queratomileusis in situ asistida con
laser: LASIK), o en corneas con tratamiento de ortoqueratologia [11]; que es el uso de lentes
de contacto especiales para realizar moldeamiento de la forma de la primera superficie
corneal [12].

Para ser objetivos, las formas mencionadas hasta ahora realmente revelan la forma global de
la cérnea y sus propiedades, sin embargo, estas no permiten representar las variaciones
irregulares en altura que también pueden existir en la superficie corneal, particularmente en
los casos de corneas que han sufrido intervenciones quirdrgicas [13]. Para esta situacion es
necesario que la descripcion matematica de la superficie incluya métodos mas sofisticados
como lo son, por ejemplo, los polinomios de Zernike [14] que permiten descomponer la
superficie corneal en componentes de aberraciones épticas [15].

La introduccion de los polinomios de Zernike en la dptica visual ha permitido conocer las
contribuciones relativas de los constituyentes del ojo en la calidad de la imagen retinal [16],
la correlacion entre las aberraciones de la superficie anterior de la cérnea y el desempefio
visual [17], la deteccion y clasificacion de grado de corneas con queratocono [11], [18], [19],
la realizacién de diferentes estudios clinicos, por ejemplo, la presencia de aberraciones de
alto orden en las superficies corneales [20] y los cambios de las aberraciones de la superficie
anterior de la cornea por la edad [21], [22], entre otros [15].

Los polinomios de Zernike seran presentados formalmente en el Capitulo 4, el cual es un
capitulo dedicado exclusivamente a la representacion de superficies Opticas. Ademas de las
bondades de los polinomios de Zernike, en ese capitulo se exploraran sus limitantes, lo que
ha llevado a que se propongan otros tipos de funciones como, por ejemplo, los polinomios
de Bathia-Wolf, las funciones de Bessel, gaussianas, etcétera.

Ahora bien, tras ser analizado el objeto de estudio de esta tesis y haber sentado las bases de
lo que seran los capitulos posteriores, a continuacion, se realizard una recapitulacion sobre
las técnicas de topografia corneal, entre ellas la topografia corneal basada en anillos de
Placido. De interés especial es la descripcion de un algoritmo basico de arc-step iterativo en
aproximacion meridional, cuyos fundamentos estan incluidos en la mayoria de los softwares
existentes en los topografos comerciales que emplean anillos de Placido. Asi mismo, se
encuentra la definicion formal del error del rayo oblicuo, error que se solucionara mas
adelante en el Capitulo 3.
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1.4. Conclusiones

En este Capitulo se ha realizado una breve descripcion de la estructura del ojo humano,
permitiendo explorar algunos conceptos basicos sobre el funcionamiento de este como un
sistema Optico formador de imégenes, con la capacidad de observar objetos a diferentes
distancias.

Del ojo humano se presto interés especial en la cdrnea, en conocer su estructura y reconocer
su importancia en la potencia éptica del ojo y en la calidad de la imagen retinal obtenida.
Como gran parte de la responsabilidad de las aberraciones del ojo recae en la superficie
anterior de la cornea, se realizd una revision de la forma de esta superficie, la cual puede ser
caracterizada como una superficie toroidal (astigmatica), o una asfera con simetria de
rotacion (superficie conica), reconociendo que en adultos jovenes la superficie corneal tiene
forma de un esferoide prolato. Finalmente, se realiz6 una introduccion de los polinomios de
Zernike, los cuales, en principio, tienen la capacidad de representar defectos de la superficie
corneal que no puede ser representada como un toroide o una superficie conica.
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Capitulo 2

Topografia Corneal

Se refiere como topografia corneal a la informacion de altura que tiene cada punto de la
superficie anterior de la cornea. Las medidas de altura pueden ser medidas absolutas respecto
a un plano, o respecto a una superficie de referencia, generalmente una esfera. Es natural
pensar que tener la informacion de altura de la superficie corneal es ideal en cualquier
diagnostico clinico en oftalmologia, sin embargo, es usual encontrar que los mapas de
curvatura, gue no representan la forma real de la cornea, sean los descriptores mas usados en
cualquier entorno clinico para evaluar el estado de la topografia corneal del ojo y sus
aberraciones [1], ademas de ser Utiles para la prescripcion de lentes y lentes de contacto [2].
Esto Gltimo porque la curvatura es directamente proporcional a la potencia dptica, o lo que
es lo mismo, poder de convergencia o divergencia. En general, cualquier topografo comercial
realiza el calculo de los mapas de elevacién y de curvaturas.

Por lo anterior, no se debe pensar que la topografia corneal y los respectivos mapas de
elevacion no son relevantes, ellos son particularmente indispensables en la planeacion de
cirugias refractivas. En estas cirugias se remueve material de la cdrnea, dandole una nueva
forma a la superficie anterior. Conocer la topografia antes de la cirugia permite cuantificar
qué tanto material debe ser removido para obtener la correccion refractiva deseada. Asi
mismo, una evaluacion posterior de la topografia hace posible evaluar el procedimiento
quirdrgico en busca de errores de ablacion de tejido corneal [1].

Para la medicion de la topografia corneal se han desarrollado distintas técnicas, de las cuales,
en el presente Capitulo se van a describir de forma general aquellas que son mas comunes y
con amplia aplicacion clinica; entre las técnicas revisadas se encuentra la topografia corneal
basada en la proyeccion de anillos de Placido. La revision de esta técnica llevara a la
definicion del error del rayo oblicuo, lo cual seré introductorio a la propuesta de solucién que
se presentara en el Capitulo 3.
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2.1. Tecnicas para la Medicion de Topografia Corneal

Segln Mejia-Barbosa Y., et al, [3], las técnicas con las que generalmente se realiza la
medicién de la topografia de la superficie anterior de la crnea pueden ser clasificadas segin
el principio optico empleado para la medida: reflexion especular, reflexion difusa y luz
esparcida. Para la reflexion especular se tienen los sistemas basados en anillos de Placido [4],
en la deflectometria Moiré [5], [6], en el uso de la prueba de Hartmann [7], [8], en la prueba
de Shack-Hartmann [9], en la prueba de pantallas nulas [10]-[12] y en interferometria; un
ejemplo de este ultimo es el uso de un interferometro de Twyman-Green para la medicion de
la topografia corneal [13]. En estas técnicas la superficie anterior de la crnea es considerada
como una superficie reflectora de un espejo o de una lente que genera una imagen virtual que
debe ser capturada y posteriormente procesada.

Para la reflexion difusa, las propiedades reflectoras de la cornea deben ser modificadas de
manera invasiva colocando fluoresceina de sodio sobre la superficie de la cornea, con ello la
luz incidente se reflejara en todas las direcciones permitiendo que se puedan emplear técnicas
basadas en proyeccion de franjas, por ejemplo, la perfilometria de transformada de Fourier
[14], [15], la rasterestereografia [16] y franjas de Moire [17].

El esparcimiento de la luz es empleado en sistemas basados en la ldmpara de hendidura,
donde se emplea la luz esparcida a medida que esta atraviesa la superficie corneal. Este tipo
de sistemas tiene la ventaja de poder evaluar no solo la superficie anterior, sino también la
superficie posterior de la cornea [3]. Adicionalmente, existen otros sistemas que también
permiten obtener informacién tridimensional de la cornea, desde la paquimetria ultrasénica
gue es una técnica que requiere del contacto con la cdrnea para medir Gnicamente su espesor
en un punto especifico [18], hasta los métodos méas avanzados como lo son la aquellos
basados en las imagenes de Scheimpflug [19], y la tomografia de coherencia dptica (OCT).
Esta Gltima técnica no solo examina la cornea sino también permite determinar la estructura
del segmento posterior del ojo, la posicion [20] y estructura de la parte central del iris [21],
la biometria de la camara, opacidades del humor vitreo [19], [22], y la estructura de la retina
[23], [24].

De las técnicas basadas en esparcimiento de la luz, la lampara de hendidura y las imagenes
de Scheimpflug son técnicas consideradas ineludibles al momento de evaluar cirugias
corneales, o al diagnosticar y monitorear patologias corneales [25]. Por ello, con la intencién
de ampliar el marco teorico de esta tesis, este par de técnicas seran presentadas a continuacion
con un poco de mas detalle. Posteriormente, en la siguiente seccion sera introducida
formalmente la técnica de topografia corneal basada en anillos de Placido, que a pesar de ser
una técnica muy antigua continda siendo ampliamente usada en diversas aplicaciones
clinicas. Justamente, uno de los aportes de esta tesis es una propuesta de mejora a esta técnica
de topografia corneal y sera presentada en el Capitulo 3.
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2.1.1. Lampara de Hendidura

La lampara de hendidura es un instrumento creado por Allvard Gullstrand en 1911 que
permite la examinacion microscopica de la camara anterior de la cdrnea, el cristalino y la
porcion anterior de la cdAmara vitrea. ES un instrumento con distancia de trabajo grande lo
que facilita su uso en la inspeccion clinica del ojo en un consultorio oftalmoldgico. La
lampara de hendidura consiste basicamente de dos sistemas Opticos, el sistema de
iluminacién y el sistema de observacion. El sistema de iluminacion proyecta una rendija
angosta sobre la cdrnea, la luz es reflejada por la superficie anterior de la cornea, y luego es
esparcida por las estructuras internas del o0jo. Tanto la luz reflejada como la luz esparcida son
capturadas por el sistema de observacion que consta de un microscopio binocular
estereoscopico que permite tener distintas magnificaciones, entre 6 y 40 veces el tamafio real,
proporcionando siempre una imagen erecta [26]. Los sistemas de iluminacion y observacion
estan montados en un mecanismo giratorio cuyo eje coincide con el lugar en donde se forma
la imagen de la rendija y se encuentra en el foco del microscopio binocular. EI mecanismo
giratorio permite modificar los angulos de iluminacion y observacion para asi inspeccionar
las distintas estructuras del ojo. Con la ld&mpara de hendidura se observan principalmente
cuatro imagenes deformadas de la rendija, cada una formada por las superficies anterior y
posterior de la cornea y el cristalino [26]. La deflexion de la luz de la rendija por cada
superficie hace posible que, con los principios de la triangulacién, se pueda realizar una
medicion absoluta de la elevacion de cada punto de las superficies que conforman la camara
anterior y posterior del ojo [27].

Si los principios de la lampara de hendidura son usados de forma secuencial es posible
obtener la topografia de toda la superficie corneal. Esto lo realiza un instrumento llamado
Orbscan 11/11z [28], que con un proyector muestrea dos veces la cérnea del paciente,
proyectando secuencialmente 20 rendijas por muestreo, de cada rendija se analizan 240
puntos para al tener un total de 9600 puntos de medida sobre el ojo [27]. De forma
complementaria, el instrumento posee un sistema de anillos de Placido? que mide
simultaneamente la curvatura de la superficie anterior de la cornea. Con el Orbscan 11/11z es
posible medir la altura de las superficies anterior y posterior de la cornea, el iris, y la
superficie anterior del cristalino. A partir de estas mediciones se realizan calculos como las
topografias de ambas superficies de la cornea, el espesor corneal (paguimetria corneal), la
potencia de la cdrnea y demas mapas de curvaturas tipicos en un topégrafo corneal [27].

La desventaja de esta técnicaradica en la dificultad para detectar detalles topograficos cuando
se examinan corneas opacas U operadas; en estas situaciones la medicion es afectada por el
alto esparcimiento de la luz por la superficie anterior de la cornea [25]. Adicionalmente
existen controversias respecto al desempefio del equipo y su limitada repetitividad en las
mediciones realizadas sobre la superficie posterior de la cdrnea [29].

2 El proceso de medicion con los anillos de Placido sera explicado en la Seccién 2.2
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2.1.2. Imégenes de Scheimpflug

Como en una ldmpara de hendidura el sistema de observacidn es un microscopio, su poca
profundidad de campo hace muy dificil obtener en una misma captura la forma de la cornea
y del cristalino [19]. Para mejorarlo se puede emplear el principio de Scheimpflug que
permite obtener la imagen de un objeto inclinado, maximizando la profundidad de foco y
minimizando la distorsion [30]. Para ello se puede seguir cualquiera de las siguientes dos
estrategias: inclinar la lente o inclinar el plano del sensor. La magnitud de la inclinacion
dependera de la pendiente del objeto oblicuo a ser observado, en tanto la prolongacion del
plano imagen, el plano objeto y el plano de la lente se intercepten en la “linea de
Scheimpflug”, posicion en donde debe ser ubicada la lampara de hendidura [19] que ilumina
la seccién de interés del ojo, que viene desde la cornea hasta la superficie posterior del
cristalino.

Desde los afios 1990 las imagenes de Scheimpflug han sido usadas en el desarrollo de equipos
comerciales para la evaluacion del ojo humano, los principales equipos son el Galilei de
Ziemer, el Sirius de CSO y el Pentacam de Oculus, siendo este Gltimo uno de los mas
conocidos. En un Pentacam se emplea un sistema de escaneo del ojo que toma hasta 100
imagenes de Scheimpflug en 2 segundos, el cual incluye un sistema de vision que monitorea
y compensa los movimientos involuntarios del ojo [19]. El sistema de escaneo gira en
trayectorias circulares alrededor de un eje fijo tomando iméagenes solo cuando se alcanza una
velocidad constante de rotacion, la trayectoria circular genera una mayor densidad de puntos
de muestreo en el area central del ojo [31]. La informacién adquirida permite la
reconstruccion tridimensional de la céamara anterior del ojo generando imégenes
tomogréaficas que permiten extraer la paquimetria de la cdrnea, mapas topogréaficos y de
curvatura de las superficies de la cornea y el cristalino. Adicionalmente, de las caracteristicas
de la luz esparcida el Pentacam extrae informacion de la opacidad del cristalino que es dtil
para la deteccion de cataratas [19].

2.2. Topografia Corneal Basada en Anillos de Placido

A pesar de las evidentes ventajas que se obtendrian al emplear equipos sofisticados como el
Orbscan o el Pentacam, los topdgrafos corneales basados en anillos de Placido contintdan
siendo la técnica mas comun para la evaluacion clinica de la topografia corneal. Con sus mas
de 140 afos de uso, esta técnica sigue siendo vigente por su simplicidad, comoda
interpretacion de resultados y bajo costo del equipo; por lo que es muy comUn encontrar un
topografo de este tipo en casi cualquier consultorio oftalmologico. Su uso se remonta al afio
1880 cuando el oftalmodlogo Portugués Antonio Placido inspeccionaba la forma de la cornea
de sus pacientes viendo a traves de un pequefio agujero central de una paleta que tenia
circulos claros y oscuros [4].
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Un topografo basado en anillos de Placido emplea una serie de anillos concéntricos que
iluminan la superficie anterior de la cornea. La luz reflejada por la cdrnea forma una imagen
de anillos perfectamente concéntricos si la superficie anterior tiene forma esférica, en caso
contrario la imagen tendra anillos deformados que codifican las aberraciones de la superficie.
En el topdgrafo, los anillos de Pl&cido se ubican en una pantalla que en la literatura se conoce
como “target” o “pantalla de Placido”. En sus inicios, esta pantalla tenia una forma plana lo
que permitia inspeccionar solamente la parte central de la cérnea [32]. En 1957, Knoll H. A,
et al., [33], propusieron una pantalla de Placido hemisférica para lograr medir zonas mas
amplias de la cérnea aunque esto traia la dificultad de sombras por la nariz y cejas del
paciente [3]. En los topdgrafos actuales, como el del esquema de la Figura 2.1, la pantalla de
Plécido tiene forma de cono para tener una distancia de trabajo corta y un cubrimiento amplio
de la cdrnea [3]. En este sistema se colectan los rayos que pasan a través del punto nodal
equivalente de la lente y la imagen de los anillos es capturada por una cdmara para luego ser
procesada por la computadora del topografo. También existe otra configuracion que solo
colecta los rayos paralelos al eje optico, para ello la pupila real del sistema esta ubicada en el
punto focal de la lente, ver Figura 2.2. En la Figura 2.3 se presenta una imagen tipica de
anillos capturada con un topografo corneal de anillos de Placido [34].
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Figura 2.1. Esquema de un topografo corneal basado en anillos de Placido con un sistema
optico que colecta los rayos que pasan a través del punto nodal equivalente N.
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Figura 2.2. Esquema de un topdgrafo corneal basado en anillos de Placido con un sistema
dptico que solo colecta los rayos reflejados por la cornea que son paralelos al eje optico.

Figura 2.3. Imagen de anillos de Placido sobre una cornea [34].

Mientras que en la ldmpara de hendidura y en las iméagenes de Scheimpflug se mide
directamente la elevacion absoluta de las superficies, en un registro de anillos de Placido se
puede inferir las pendientes del frente de onda que llega al detector desde la reflexion de la
luz sobre la superficie de la cornea. Estas pendientes también pueden expresarse en términos
de aberraciones transversales (TA) cuando estas son medidas sobre un plano de observacion
ubicado a una distancia r. El hecho de emplear aberraciones transversales del frente de onda
en lugar de medidas absolutas de elevacién de la cérnea hace que los célculos de los mapas
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de elevacion requieran procesos de integracion, y los mapas de curvatura requieran
diferenciacion de la informacion extraida de los anillos de Placido. Proceso diferente sucede
en la ldmpara de hendidura donde la pendiente del frente de onda y los mapas de curvatura
requieren una y dos diferenciaciones, respectivamente. Segin Karpecki P. M. [27], aunque
sea mayor el ruido de alta frecuencia generado al diferenciar, este podria ser preferible al
ruido de baja frecuencia que se obtiene al integrar, ya que este representa aberraciones de
bajo orden que en algunas ocasiones puede ser dificil de eliminar.

Para entender la forma en la que se puede extraer la topografia corneal en los topografos de
anillos de Placido, es necesario revisar la geometria del topografo presentado en la Figura
2.4. Ahi, un punto sobre el anillo luminoso del topdgrafo actia como fuente puntual que
ilumina la superficie de la cornea, la luz reflejada por la cdrnea es capturada por la lente para
formar un punto en el plano imagen. En los topografos convencionales la reconstruccién de
la cérnea se realiza un meridiano a la vez, empleando el plano meridional que se presenta en
la Figura 2.4, este plano contiene el eje dptico del equipo, los puntos objeto e imagen vy el
punto reflejante de la cornea. La anterior aproximacion asume que el rayo principal del cono
de luz que forma un punto de la imagen siempre esta contenido dentro dicho plano, lo cual
excluye los rayos oblicuos [35], que pueden ser posibles y generan un error conocido como
el error del rayo oblicuo [36]. Esta aproximacion meridional se emplea en la mayoria de
topografos comerciales [37]-[39], funcionando bien siempre que el mayor componente de la
topografia corneal tenga simetria de rotacion y que las aberraciones corneales no sean tan
grandes como para ser consideradas patolégicas [3], [39].

Anillo de Placido

ComMerldlano

E}e O’pu'u) )
Punto de reﬂexmn == —F Y ' n Punto imagen
Lente ‘
P
Fuente puntual P

Plano meridional

Figura 2.4. Esquema detallado de un topografo de anillos de Placido.

La reconstruccion del meridiano tipicamente se realiza a través de un algoritmo de arc-step
iterativo que emplea un valor conocido de la superficie corneal; generalmente el apice de la
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cornea que se logra a partir de la geometria del instrumento y la alineacion de la cornea del
paciente. Para explicar el algoritmo se hara referencia al esquema de la Figura 2.5 (a-b),
donde se trata de encontrar las coordenadas del punto P, a partir del punto cercano P:
conocido con anticipacion. Las coordenadas del sistema son p y z’, siendo z quien representa
la altura de la superficie corneal. El origen del sistema de coordenadas se ubica en el pice
de la cérnea y las coordenadas de P1 son (p1, z1).

La primera etapa del algoritmo es aproximar el segmento del meridiano entre P1 y P> a una
seccién de un circulo A. Con la inclinacidn conocida del rayo principal para el punto P2, y la
altura z3, se logra una primera aproximacion de la posicion real desconocida del punto P,
etiquetada como P," en la Figura 2.5 (a), con ello, las coordenadas de P, son (p2’, z1). Como
la luz que forma el punto imagen contenido en el plano meridional bajo estudio proviene del
punto Sz sobre el anillo, con la ley de la reflexion se calcula la normal N2" al punto P,".
Extendiendo las normales N1 y N2" se puede hacer una primera estimacion del centro de
curvatura C” para una siguiente seccion circular que representaria de mejor manera la seccién
del circulo que une P1y P2. Ahora bien, con C" y Py se traza el circulo B, y con la interseccion
de la coordenada p2” con este circulo se encuentra una segunda aproximacion llamada P>"",
ver Figura 2.5 (b). Este punto P2"" con coordenadas (p2’, z2"") seré el punto inicial para la
siguiente iteracion. El proceso se repite iterativamente hasta que se alcance el minimo umbral
de error definido entre iteraciones. Progresivamente, de anillo a anillo, se reconstruye todo
el meridiano, y el mismo proceso se repite en todos los meridianos hasta cubrir la superficie
corneal. Para més detalles de un algoritmo de arc-step se recomienda consultar el trabajo de
Campbell C. [39].

Punto Nodal
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Figura 2.5. Construccion geometria que muestra el funcionamiento del algoritmo de arc-
step para aproximar una seccién de un circulo al segmento del meridiano entre P1 y P>.

Como se menciond previamente, la condicion para que sea valida la aproximacion meridional
empleada en la reconstruccion es que la superficie posea simetria de rotacion, la cual
facilmente se rompe en una cérnea con cualquier astigmatismo patoldgico. En este caso, la
influencia del error del rayo oblicuo es considerable y debe ser tenido en cuenta a la hora de
implementar un algoritmo de reconstruccion en un topdgrafo de anillos de Placido.

Antes de continuar, es pertinente aclarar que en esta seccion se ha empezado a emplear
indistintamente los conceptos de frente de onda y de superficie para referirse a la superficie
bajo prueba, muy a pesar de la naturaleza distinta de ambos conceptos. Es importante notar
que, en la situacion bajo estudio, el frente de onda representa una superficie imaginaria donde
las normales de los rayos de la luz proveniente de las fuentes luminosas del topdgrafo son
perpendiculares. El frente de onda incide sobre la superficie corneal para luego ser reflejado
por la misma. En este proceso el frente de onda recorre aproximadamente dos veces (ida y
vuelta al reflejarse por la superficie) cada uno de los defectos de la superficie, bien sean
depresiones o abultamientos. En otras palabras, en este contexto la magnitud del frente de
onda y la superficie estan relacionadas por un factor aproximado de 2.
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2.3. Error del Rayo Oblicuo

El error del rayo oblicuo es la consecuencia de una “incapacidad aparente” que tienen los
anillos de Placido para procesar informacion cuando se involucran rayos oblicuos en la
reconstruccion de la topografia corneal. Esta incapacidad aparente viene del hecho de usar
una fuente de luz continua como un anillo luminoso de Pléacido, lo que hace aparentemente
imposible relacionar un punto particular de la imagen de anillos con la fuente puntual que lo
genero. Por esta aparente falta de relacion, incluso se ha aseverado que la informacion
perdida por el error del rayo oblicuo no puede ser recuperada [40].

En la aproximacion meridional mencionada en la seccion anterior, se considera que la fuente
puntual, el eje optico y el punto imagen estan contenidos en el plano meridional, sin embargo,
cualquier otra inclinacion que tuviera el punto de reflexion en la cornea generaria cualquier
otro punto imagen gque no necesariamente estaria contenido en el plano meridional, en otras
palabras, la luz que forma el punto imagen podria provenir de infinitas fuentes puntuales del
anillo luminoso de Placido, por ejemplo del punto P’ mostrado en la Figura 2.4. Esta falta de
claridad entre qué puntos objeto e imagen existe correspondencia, en definitiva, es el origen
del error del rayo oblicuo. En el Capitulo 3 se presentara una propuesta de solucién
fundamentada en los principios de las pruebas opticas.

Antes de eso, es pertinente mencionar que en la literatura ya existen algunas soluciones a este
error. La solucion mas simple es cambiar el sistema de anillos luminosos continuos por
patrones bidimensionales, por ejemplo, incluir lineas radiales perpendiculares a los anillos
de Placido [41], [42], o un patrén con areas blancas y negras con geometria similar a la de
un tablero de dardos [43], [44]; en ambas propuestas los puntos imagenes que corresponden
a los puntos objeto en el target del topdgrafo son facilmente reconocibles, eliminando asi el
error del rayo oblicuo.

A pesar de la existencia de esta dificultad inherente a los anillos de Placido, esta técnica sigue
siendo bastante empleada en la topografia corneal, por ello se han desarrollado soluciones
sofisticadas al error del rayo oblicuo [44]-[47]. Halstead M.A., et al., en sus trabajos[44]-
[46] emplean una imagen de anillos de Placido como entrada del sistema, realizan un trazado
inverso de rayos que sigue la ley de reflexion desde cada punto de la imagen de anillos hasta
el target, utilizando un modelo preestablecido de la superficie corneal. Este modelo de la
clrnea se va ajustando iterativamente hasta que genere una imagen de anillos igual que la
entrada del sistema. Cuando esto sucede el modelo de la cornea corresponde con la superficie
corneal que se esta midiendo. No obstante, por los métodos matematicos empleados, existia
la posibilidad de que se entregaran multiples soluciones, lo cual representaba la posibilidad
de que una Unica imagen de anillos de Placido podria ser generada por distintas topografias
corneales; esto era también soportado por la hipotesis de que los patrones circulares no
podrian detectar una inclinacion sagital de la superficie corneal. Lo anterior es algo que Klein
S. A., parte del mismo equipo de trabajo de Halstead M. A., en su trabajo [47] desmintio al
demostrar que sin importar la forma de la superficie corneal su algoritmo siempre entregaba
una Unicay correcta solucion. Adicionalmente, Klein S. A. propone un método arc-step como
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el que se menciono en la Seccion 2.2, con la gran diferencia de que se permiten las normales
a la cornea que no estan contenidas en el plano meridional, es decir, el error del rayo oblicuo
no es ignorado.

Otras soluciones del tipo arc-step son las propuestas por Turuwhenua J., et al. [48] y
Turuwhenua J. [49], que solucionan el error del rayo oblicuo en una etapa de pos-
procesamiento o de forma directa, respectivamente. Estos algoritmos corrigen el error del
rayo oblicuo realizando una implementacion directa del método Halstead M. A., et al. [44]-
[46] en un algoritmo de arc-step. Este tiene un desempefio superior, incluso al mismo
algoritmo de Klein S. A. [47].

Finalmente, es importante aclarar que, aunque los métodos mencionados anteriormente
solucionan el efecto del error del rayo oblicuo en la topografia corneal recuperada con anillos
de Placido, parece ser que aun no existe una implementacion comercial [50], [51]. En este
punto se desconoce si esta falta de implementacién obedece a una motivacion de indole
comercial 0 es debido a la complejidad de los métodos expuestos.

Tras haber estudiado las técnicas de topografia corneal y en mas detalle la topografia corneal
basada en anillos de Placido, en el siguiente Capitulo sera presentada una nueva propuesta
de solucidn al error del rayo oblicuo que es sencilla, intuitiva y directa, cuya implementacion
comercial podria ser factible, aunque esta posibilidad va mas alla del alcance de la presente
tesis.

2.4. Conclusiones

Tras conocer algunos aspectos anatomicos del ojo en el Capitulo anterior, aqui se dieron a
conocer algunas de las técnicas que permiten extraer la topografia de la superficie anterior
de la cornea humana, clasificandolas segun el principio optico empleado para hacer la
medicion: reflexion difusa, especular y esparcimiento. Entre estas técnicas se destacaron la
lampara de hendidura, las iméagenes de Scheimpflug y los anillos de Placido. Las primeras
dos técnicas se destacan por ser los fundamentos de los instrumentos Opticos que son
referencia en la topografia corneal, mientras que los anillos de Placido son destacados por
ser la técnica de mas amplio uso y versatilidad dentro de un consultorio clinico.

Por ser la topografia corneal basada en anillos de Placido el objeto de estudio de esta tesis,
se realiz6 una descripcion detallada de la técnica, su evolucion, su arreglo experimental actual
y uno de los algoritmos de arc-step tipicos empleados para la recuperacion de la superficie
corneal a través de una imagen de anillos de Placido distorsionados; aqui cualquier distorsién
de unos anillos perfectamente concéntricos representa una desviacion de la cornea de una
forma esférica. El algoritmo de arc-step reconstruye la superficie corneal un meridano a la
vez, asumiendo gue tanto la luz que ilumina la cornea como la que es reflejada para formar
la imagen de anillos, esta contenida en un plano meridional. Esta aproximacion restringe la
efectividad de la técnica a que la cdrnea sea rotacionalmente simétrica, cualquier desviacién
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significativa de esta forma geométrica genera el error del rayo oblicuo, el cual debe ser tenido
en cuenta para una correcta medicion de la topografia corneal.

Para solucionar el error del rayo oblicuo existen distintas soluciones, algunas de ellas
proponen cambiar los anillos de Placido por un patron bidimensional para tener una relacion
conocida entre puntos objeto e imagen, o bien emplear métodos sofisticados iterativos como
trazado de rayos inverso, o algoritmos modificados de arc-step que compensan el error del
rayo oblicuo. Ninguno de ellos con aplicacion comercial conocida.
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Capitulo 3

Procesamiento de Anillos de Placido

Respecto al error del rayo oblicuo presentado en la Seccion 2.3 del Capitulo 2, el lector podra
recordar las frases: “aparentemente imposible”, “incapacidad aparente”, “informacion
perdida por el error del rayo oblicuo no puede ser recuperada”. Estas frases hacen referencia
a que con este error se puede considerar que los anillos de Placido no son capaces de medir
la topografia real de la superficie anterior de la cdrnea, lo cual no es cierto, la informacion
esta ahi, solo que esta oculta en la continuidad del anillo. El error del rayo oblicuo es un error
que al presentarse se propaga a lo largo de toda la reconstruccién de la cérnea, que en caso
de no solucionarse genera un efecto adverso significativo, especialmente en corneas
distorsionadas [1].

Justamente, el objetivo de este Capitulo es mostrar que es posible encontrar una solucién
simple iterativa al error del rayo oblicuo partiendo de los principios basicos de las pruebas
Opticas. Para ello hay que recordar que los anillos de Placido miden aberraciones
transversales del frente de onda y que, asi como esta técnica, existen muchas otras que han
mostrado ser eficientes para medir las aberraciones transversales en superficies reflectantes,
una de ellas es la prueba de Hartmann.

Partiendo de la prueba de Hartmann se va a mostrar que siguiendo sus principios es posible
analizar también los anillos de Placido, lo que trae consigo retos como la definicion de la
pantalla, la integracion de las aberraciones transversales y finalmente la propuesta e
implementacion de la solucion al error del rayo oblicuo.
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3.1. Patrones de Hartmann con Simetria Circular

Entre 1900 y 1904 Hartmann J. [2]-[5] ided una prueba para medir la lente objetivo de 80
cm de diametro del telescopio refractivo “Gran Refractor” localizado en la ciudad de
Potsdam, Alemania. En la prueba se emplea una pantalla con un arreglo de agujeros
comunmente llamada “Pantalla de Hartmann”, la cual es ubicada en la pupila de entrada o de
salida del sistema bajo prueba [6]. En la Figura 3.1. se presenta un esquema experimental
tipico para una prueba de Hartmann que emplea una pantalla con un arreglo rectangular de
agujeros, los cuales definen los puntos de muestreo de la superficie bajo prueba.

Superficie
Bajo Prueba

Eueiﬁe Puntual

Hartmanngrama

Figura 3.1. Esquema experimental de una prueba de Hartmann.

En el sistema Optico de la Figura 3.1, una fuente puntual ilumina la superficie solo en los
lugares en donde estan los agujeros de la pantalla, la luz reflejada forma un patrén de puntos
sobre el plano de observacién del sistema que es llamado Hartmanngrama o simplemente
patrén de Hartmann. El plano de observacion debe estar desplazado del foco de la superficie
bajo prueba, generalmente adentro del foco para evitar el cruce de los rayos que provienen
de la pantalla y asi identificar correctamente los puntos en el patrén de Hartmann [6].

Con una pantalla rectangular si el espejo tiene una forma perfectamente esférica, el patron de
puntos tendra también una forma rectangular perfecta; cualquier desviacion de dicha forma
sera una medicion de las aberraciones transversales presentes en la superficie bajo prueba,
ver Figura 3.2.
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Figura 3.2. Aberracion transversal como una representacion del error del frente de ondas.

La relacion existente entre el frente de onda W(X, y) y las aberraciones transversales TAx y
TAy a lo largo de las coordenadas rectangulares x, y, estan dadas, respectivamente, de forma
aproxima por [6]:

W (xy) _TA(xY) Wixy)__TA k) (1)
X ro 2 '

donde r es la distancia entre la pupila del frente de onda y el plano de observacion.

Hay que mencionar que la Ecuacion (1) es una aproximacion a la relacion entre las
variaciones del frente de onda y las respectivas aberraciones transversales. La forma exacta
de esta relacion se puede encontrar en el trabajo de Rayces J. L. [7]. La diferencia con la
Ecuacidn (1) es que en el punto especifico de la superficie bajo prueba, la distancia al plano
de observacién es r menos el valor del frente de onda W. Omitir el frente de onda en los
denominadores de los lados derechos de la Ecuacion (1) significa que la magnitud del frente
de onda podria ser despreciable en comparacion al radio de la esfera de referencia [7]. Esta
ultima consideracion debe ser valorada en trabajos futuros que involucren experimentacion,
ya que en el contexto de la topografia corneal la aproximacion podria no ser vélida.

Asi que teniendo en cuenta la Ecuacion (1), si una técnica mide aberraciones transversales
estas deben integrarse para obtener la forma del frente de onda:

W(x,y)=—%J:TMx,y)dX: W(X,Y)=—%IOVTA\(X,y)dy )

3 Figura adaptada de Malacara-Doblado D. y Ghozeil 1.[6]
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La integracion del frente de onda se puede realizar de distintas maneras, uno de los métodos
zonales mas usados es la integracion trapezoidal Newtoniana; una modificacion a este
método sera presentada en la siguiente seccion.

En las pruebas de Hartmann la pantalla rectangular es el arreglo mas popular, sin embargo,
también existen otras pantallas formadas por poligonos regulares como tridngulos
equilateros, cuadrados y hexagonos. Siendo los hexagonos el arreglo que logra muestrear de
mejor manera una superficie con forma circular [8], [9]. Una pantalla compuesta de
hexagonos regulares es mostrada en la Figura 3.3.

“-"h :l' (’ (f—":_:f—'\:\—*‘_\) (\’
XX )*_}{:
<”}-{><‘-—-"‘» Y
'S M M ">{
LSS

L

Figura 3.3. Pantalla de Hartmann con hexagonos regulares idénticos*.

Larazén por la cual se reviso la prueba de Hartmann es que sus fundamentos pueden aplicarse
al procesamiento de anillos de Placido deformados en lugar de usar los algoritmos tipicos
arc-step como el explicado en la Seccion 2.2. La similitud que hay entre la topografia corneal
de anillos de Placido y la prueba de Hartmann es que ambas, al probar una superficie esférica
generan un patron con la misma forma del target de los anillos o de la pantalla de Hartmann,
segun sea el caso. En ambas situaciones si la superficie se aleja de la forma esférica, los
patrones empiezan a deformarse y las distancias de deformacidn con respecto a los patrones
de referencia, son las aberraciones transversales del frente de onda asociado a la forma de la
superficie bajo prueba, esto con respecto a una superficie esférica de referencia.

A pesar de sus coincidencias, hay que considerar que existen diferencias entre ambas pruebas.
Una de ellas es que en la prueba de Hartmann el frente de onda que incide sobre el espejo
proviene de una fuente puntual, esto hace que el frente de onda que se refleja para luego
formar el Hartmanngrama sea el frente de onda original pero deformado por la forma de la
superficie. En los anillos de Placido la luz que ilumina la cérnea proviene de distintas fuentes
de iluminacion ubicadas sobre los anillos. En este caso el frente de onda se debe interpretar
como una superficie imaginaria que es perpendicular a la direccion de los rayos reflejados
por la cornea.

Otra diferencia entre las pruebas es que en la prueba de Hartmann se esta midiendo una
superficie convergente, mientras que, en los anillos de Placido, y en general en los topdgrafos
corneales, se mide una superficie divergente. Es importante mencionar que en la literatura

*Imagen tomada de Gdmez-Tejada D., et al. [13].
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existe una prueba de Hartmann modificada para medir superficies divergentes, esta es
conocida como la prueba inversa de Hartmann. En esta prueba fuentes individuales son
ubicadas sobre un target, iluminando la superficie de tal manera que la luz reflejada por ella
forma una imagen del respectivo Hartmanngrama, esto Ultimo gracias a una lente
convergente ubicada en el eje Optico del dispositivo [10]. Aqui, nuevamente, el patrén
generado tiene la forma de la pantalla y cualquier desviacion es una medida de las
aberraciones transversales del frente de onda asociado a la superficie bajo prueba.

A pesar de estas salvedades, los principios mencionados sobre la prueba de Hartmann pueden
ser aplicados a la topografia corneal basada en anillos de Placido. El primer paso es tener en
cuenta que las aberraciones transversales en los anillos deformados se deben medir respecto
a un conjunto perfecto de anillos concéntricos asociados a una esfera de referencia. Con ello,
como en la prueba de Hartmann, se debe caracterizar la pantalla, en este caso definir los
puntos de muestreo sobre los anillos de referencia desde donde se van a medir las
aberraciones transversales en la imagen de los anillos:

En la Figura 3.3, los puntos de referencia en un arreglo con hexagonos regulares no
forman anillos circulares. Sin embargo, es posible tener un arreglo similar, si los puntos son
ubicados uniformemente sobre una serie de anillos concéntricos, con un nimero de puntos
igual a seis veces el nimero del anillo. Esta pantalla se presenta en la Figura 3.4 y esta
formada nuevamente por hexagonos, aunque en este caso el hexagono central es el Unico
hexagono regular. Cualitativamente se puede apreciar que en la pantalla la densidad de
puntos es cercana a ser isotropica, es decir que la densidad de puntos es similar en todas las
direcciones.

Figura 3.4. Pantalla con puntos de muestreo sobre circulos concéntricos formando
hexagonos deformados®.

Para desempefiar los distintos procesos envueltos en la reconstruccién de una superficie
empleando anillos de Placido, es necesario definir algunas variables que permitiran acceder

5> Imagen tomada de Gdmez-Tejada D., et al. [13].
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analiticamente a cada uno de los puntos de referencia de la pantalla de Hartmann con circulos
concéntricos.

Con referencia a la Figura 3.5, la pantalla tiene M anillos con una separacion a entre anillos.
El radio del anillo més externo es d/2 = Ma, siendo d el diametro de la pantalla. Los anillos
son identificados con el indice m = 1, 2, 3, ..., M. Cada anillo m tiene N puntos
uniformemente separados, los cuales estan etiquetados comon=1,2, 3, ..., N, con N = 6m.

Puntos consecutivos en un mismo anillo estan separados por un angulo ym = 60°/m.

ﬁ4= 2= 300°

Figura 3.5. Variables empleadas para identificar analiticamente cada punto de muestreo en
la pantalla de Hartmann con circulos concéntricos®.

Con los puntos que forman el hexagono central partiendo del centro de la pantalla, se pueden
trazar seis lineas radiales con M puntos de muestreo, cada linea forma un angulo gi = 0°, 60°,
120°,180°, 240° y 300°, parai =0, 1, 2, 3, 4y 5, respectivamente. Las lineas radiales dividen
la pantalla en seis sectores. El &ngulo g esta definido por:

B =iy,m @)
Cada punto de muestreo en el anillo m forma un angulo amik con el eje x, igual a:
Anik = i + Pk (4)

donde el angulo ¢mk es positivo en el sentido contrario a las manecillas del reloj y negativo
en el sentido de las manecillas del reloj. EI nimero k es un entero positivo o0 negativo de la
misma manera, e identifica al punto de muestreo partiendo desde cualquier punto de la recta
radial i. Los valores de k estan en el rango:

6 Imagen tomada de Gdmez-Tejada D., et al. [13].
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—(m-1)<k<(m-1) (5)
y permiten definir el angulo ¢mk como:
P = Wk (6)
Con ello, el angulo ami €s:

A = (iM+K) 7, :(i+%)60° ()

La distancia radial a un punto de referencia cualquiera sobre la pantalla se puede escribir
como:

md
S=—— 8
con ello, la posicion de cada punto en coordenadas cartesianas es:
X =Scosa,,, y y=Ssina,,, €)]

Para calcular las coordenadas cilindricas del punto a partir de las coordenadas rectangulares,
solo es necesario hacer:

S=(x"+y? )ll2 (10)

tan Xk = (11)

Con la Ecuacion (8) es posible encontrar el nimero del anillo m solo con conocer la distancia
radial a cualquier punto:

m :%s (12)

Ahora, escribiendo la Ecuacion (7) como:

Xk _ h
50° |+m (13)

donde k < |m-1|, se pueden calcular los indices i y k:

N
i= |nt[ T j (14)
K _amie -
= 00 i (15)
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3.2. Recuperacion del Frente de Onda con Integracion Trapezoidal
Newtoniana

Una imagen de anillos de Placido se puede considerar como un mapa de las aberraciones
transversales del frente de onda que provienen de la superficie bajo prueba. Su integracion,
que entrega la forma del frente de onda, se propone realizar con el método de integracion
trapezoidal Newtoniana, el cual para ser aplicado en este contexto debe ser modificado de tal
forma que las aberraciones transversales obtenidas con una pantalla de Hartmann circular se
logren integrar correctamente.

En la recuperacion del frente de onda con una pantalla de Hartmann circular, para medir las
aberraciones transversales se emplean dos patrones de puntos, uno para un frente de onda
ideal y otro para un frente de onda aberrado. Un ejemplo de estos patrones para diez anillos
puede ser visto en la Figura 3.6. Los puntos para el frente de onda ideal, que actian como
puntos de referencia, se obtienen al escalar la pantalla de Hartmann circular como la
presentada en las Figuras 3.4 y 3.5, con un factor tal que tanto el patrén de referencia como
el del frente de onda aberrado, tengan un diametro similar. El escalamiento se puede realizar
a la zona paraxial, ajuste a la esfera osculadora, o también a una esfera de mejor ajuste, en
Cuyo caso se genera una pantalla escalada de tal forma que tanto los puntos de referencia
cercanos al eje optico como los de la periferia estén a una distancia razonable. En trabajos
futuros experimentales con corneas reales este escalamiento también debe reevaluarse, dado
que la cérnea es una superficie rapida con amplificacion diferente entre la zona paraxial y
fuera de ella. En la Figura 3.6, los puntos rojos son los puntos de referencia y los puntos
azules son los puntos correspondientes a un frente de onda aberrado.

Si las aberraciones transversales se miden con respecto al patron de puntos de referencia, las
deformaciones del frente de onda se obtienen con respecto a una esfera de referencia, la cual,
dependiendo del factor, puede ser una esfera de mejor ajuste o una esfera osculadora. La
magnitud del factor que determina el diametro d maximo que tenga el patron de referencia
dependera del cambio de foco introducido. En el caso de que las aberraciones se llegaran a
medir con respecto al eje Optico (centro del patron), el frente de onda se estaria obteniendo
respecto a un frente de onda plano.
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Figura 3.6. Patron de Hartmann para una pantalla con diez anillos concéntricos. Se ilustran
los puntos aberrados (azules) y los de referencia (rojos)’.

La integracion trapezoidal entrega una solucion exacta si el frente de onda es esférico, pero
si este tiene distintas aberraciones que lo alejan de su forma esférica, el método de integracién
trapezoidal entrega un valor ligeramente diferente cuando se recorren los puntos de medida
a través de distintas trayectorias de integracién [11]. Para evitar esta dificultad e incrementar
la exactitud del método, se propone que cada punto de muestreo de la pantalla sea recorrido
tres veces por distintos caminos de integracion, tomando como el valor del frente de onda en
ese punto el promedio de las tres mediciones. Tras integrar dos veces por un punto se obtienen
los valores del frente de onda W1 y W2, el valor promedio serd Wiz = (W1 + W2)/2,
Posteriormente, tras la tercera integracion el punto tendra un valor del frente de onda, W23,
dado por:

(16)

7 Imagen tomada de Gdmez-Tejada D., et al. [13].
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Figura 3.7. Caminos de integracion para la pantalla de Hartmann circular dividida en seis
sectores. Cada punto de la pantalla es recorrido tres veces®.

Los tres caminos de integracion usados se pueden observar en la Figura 3.7. Cada punto de
la pantalla puede identificarse como P(fi, m, k) o P(n, m), donde los indices gi, m, k y n,
fueron definidos en la seccidn anterior. Los pasos propuestos para recorrer los puntos de la
pantalla y obtener el frente de onda son descritos a continuacion:

¢ Paso 1: Partiendo desde el centro del patron, la primera integracién se realiza a lo
largo de las seis lineas radiales con &ngulo fi, con puntos de muestreo que
incrementen el nimero de anillo m. La integracion de cada linea radial se realiza
siguiendo los puntos etiquetados con los indices i, m y k, como se muestra en el
siguiente seudocddigo:

8 Imagen tomada de Gdmez-Tejada D., et al. [13].
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desde i =0 hasta 5 yﬁ
v i<5
desde m = 1 hasta Af—1

¢ m < M-1

Integrar desde: P (8, m, 0)
hasta P (f:;, m + 1, 0)

-

Figura 3.8. Seudocdodigo para la integracion de las seis lineas radiales con angulo i °.

m=M-1

+ Paso 2: La integracién comienza en cada uno de los puntos a lo largo de las lineas
radiales integradas en el Paso 1, incrementando los nimeros m y k. Primero en la
direccidon contraria a las manecillas del reloj, Figura 3.9 (a), y luego en la direccion
de las manecillas, Figura 3.9 (b).

in - m > (M= 1
—»<__ desde ;= 1 hasta (M~ 1) %> (M=1) »< desde 1y = 1 hasta (M— 1) ﬂ -1

¢ My < (M—1) i My < (M—1)

desde k=0 hasta (M — ) — 1 k=) (M= min) - 1 desde k = 0 hasta (M—m;,) — 1 k(M=) ~ 1
L k< (M—my) -1 lk< (M=) — 1

Integrar desde: P (S, mi + &, k) Integrar desde: P (£, i + k, =)

hasta P (f;, mm + k+ 1, k+ 1) hasta P (£, mwm + £+ 1, -k —1)
() (b)

Figura 3.9. Seudocodigo con la secuencia de integracion partiendo desde una linea radial
cualquiera Si, en (a) las trayectorias son curvas en direccion contraria a las manecillas del
reloj, y en (b) la direccion es la de las manecillas del reloj®.

% Figuras adaptadas de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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% Paso 3: La Ultima integracion se realiza a lo largo del anillo, uno a la vez,
incrementando los valores del indicen=1, 2, 3, ..., N-1. Ver Figura 3.10.

—>< desde m = 1 hasta M m =M

¢ m<M

desde 7 = 1 hasta N—1 n>N-1

v 7<N-1

Integrar desde: P (n, m)
hasta P (n + 1, m)

-
-

<>

Figura 3.10. Seudocddigo para la integracion realizada a lo largo de cada anillom =1, 2, 3,
U\

Teniendo claras las trayectorias de integracion, ahora hay que recordar que la forma del frente
de onda se obtiene por las integrales de la Ecuacion (2):

W(xy)= —%LXTA& (x,y)dx; W(xy)= —%IOYTAy (x,y)dy

Cuya aproximacién trapezoidal generalmente se realiza a lo largo de la coordenada x o'y
segun sea el caso. Para el caso de los caminos de integracion descritos en los seudocddigos
anteriores, la aproximacion trapezoidal se debe realizar especificamente sobre las
trayectorias inclinadas. Aqui no cabe la posibilidad de recorrer estas curvas con
superposicién de desplazamientos rectangulares ya que se estarian involucrando posiciones
ficticias donde no existen puntos de muestreo reales. Para superar esta dificultad es necesario
modificar la integracién trapezoidal convencional como sigue:

Para integrar frentes de onda con trayectorias inclinadas es necesario conocer la
aberracion transversal TAy a lo largo de esta direccion de integracion, la cual esta definida
por la trayectoria al siguiente punto de muestreo a ser integrado, ver Figura 3.11. La
aberracion transversal TAg corresponde al gradiente del frente de onda, cuya direccion o
medida desde el eje x es determinada por las aberraciones transversales medidas TAxy TAy:

TA =TAjcosa, y TA =TA sina a7

10 Figura adaptada de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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La aberracion transversal en la direccidn de integracion 6 sera dada por:
TA, =TA, cos(a —0) =(cosacos O +sinasin §) TA, (18)
Que al usar la Ecuacion (17) se encuentra una expresion final para la aberracion transversal

TAu:

[ TA cos4 P g
TA, _(TAQ C059+TA9 sin 6’]TAg
=TA cos&+TA, sin6d

(19)

Punto aberrado

Al siguiente punto
de referencia

T4,

TA,

Punto de referencia

Figura 3.11. Aberraciones transversales para la integracion siguiendo trayectorias
inclinadas®*.

La separacion Au entre dos puntos de referencia consecutivos depende de las diferencias de
coordenadas rectangulares AX y Ay, asi:

Au = (Ax2 +Ay? )l/2 (20)

Entonces, la integracion en aproximacion trapezoidal Newtoniana da como resultado que el
frente de onda en cualquier punto de muestreo j tenga un valor W; dado por:

1
W =W, , +E(TAJJ__1 +TA, JAu

1 . , e (1)
W, :Wj_1+z[(TA&j1+TAKj)cose+(Tijl+Tij)sm 9}(Ax +Ay?)

donde j-1 es justo el punto de muestreo anterior a j, con valor de frente de onda conocido Wij.
1, Y r es el radio de una esfera cercana al frente de onda bajo prueba. La Ecuacion (21) debe
ser aplicada sobre todos los puntos de muestreo de la pantalla de Hartmann para asi obtener
el frente de onda completo. Es facilmente demostrable que ante desplazamientos horizontales

1 Figura adaptada de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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o verticales, la Ecuacion (21) se convierte en las expresiones conocidas de integracion
trapezoidal para pantallas de Hartmann rectangulares [6]:

1 1
Wj :Wj—l +E(TA(jl +TA<] )AX y WJ :Wi—l +E(TA/J'1 +T'%i )Ay 22)

3.3. Integracion de Anillos de Placido y Solucién al Error del Rayo
Oblicuo

En la topografia corneal basada en anillos de Placido, el patrén de Hartmann tiene la forma
de anillos continuos en lugar de tener puntos de muestreo discretos como en la prueba de
Hartmann. Estos anillos continuos poseen toda la informacion acerca de las aberraciones
transversales de la superficie bajo prueba. En la Figura 3.12 es presentada una imagen de
anillos de Placido aberrados con sus correspondientes anillos de referencia.

Imagen de anillos de Placido aberrados

Figura 3.12. Anillos de Pléacido distorsionados que poseen toda la informacion de las
aberraciones de la superficie bajo prueba. Los anillos azules son anillos de referencia
escalados apropiadamente al tamafio de la imagen de anillos de Placido??.

Como se ha mencionado anteriormente, por la continuidad de los anillos de Placido, y ahora
también la de los anillos de referencia, pareciera imposible tener informacion de las
aberraciones transversales en la direccion sagital o angular (direccion del anillo). Con ello,
cualquier punto en los anillos distorsionados podrian corresponder con infinitos puntos en
los anillos de referencia. Una vez mas, el error del rayo oblicuo aparenta una pérdida de
informacién que debe ser recuperada. En este trabajo se presenta un método zonal de

12 Figura adaptada de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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integracion que recupera la informacion aparentemente perdida por el error del rayo oblicuo.
Del método que serd descrito a continuacion, las ideas y resultados preliminares fueron
publicados en "A proposal to eliminate the skew ray error in corneal topography using
Placido disks images", Proceedings of SPIE (2019), Vol. 11102,[12], y posteriormente, de
una forma completa en el articulo "Zonal integration of circular Hartmann and Placido
patterns with non-rotationally symmetric aberrations,” J. Opt. Soc. Am. A 37, 1381
(2020),[13], siendo este ultimo el articulo de donde se extraen la mayoria de las figuras
presentadas en este Capitulo.

Para visualizar el error del rayo oblicuo en los anillos de Placido se pueden ubicar algunos
puntos de referencia como se muestra en la Figura 3.13. Las imagenes de estos “puntos de
referencia” estan sobre el anillo deformado en unas posiciones desconocidas etiquetadas
como “puntos reales desconocidos”. Si se aplica aproximacion meridional equivalente a la
usada en el algoritmo de arc-step explicado en la Seccion 2.2, las aberraciones transversales
se miden entre los “puntos de referencia” y unos puntos llamados “puntos iniciales de
Hartmann”, que fueron encontrados al extender lineas radiales desde las posiciones de los
“puntos de referencia” al centro del patron de anillos. Las diferencias de las posiciones entre
los “puntos iniciales de Hartmann” y los “puntos reales desconocidos” son efecto del error
del rayo oblicuo. Este error se puede representar como la ausencia de ciertas aberraciones
transversales sagitales desconocidas que deben ser encontradas para solucionarlo. Asi que
una implementacion de una solucién al error del rayo oblicuo haré que estos dos patrones de
puntos se acerquen entre si.

”r/rv:{ﬁ +1)
H';nqi

H"m(ﬁ -1)

@ Puntos de referencia
A Puntos iniciales de Hartmann
® Puntos reales desconocidos

Figura 3.13. Anillos de Placido con los puntos de referencia y sus respectivas imagenes
cuya localizacion es desconocida. Los puntos iniciales de Hartmann son los lugares desde
donde se medirian las aberraciones transversales en una aproximacion meridional®.

13 Figura adaptada de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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El método zonal de integracion para la solucién del error del rayo oblicuo es un método
iterativo que consta de dos pasos:

1. El primer paso es justamente calcular las aberraciones transversales a los “puntos
iniciales de Hartmann”, que luego son integradas siguiendo la aproximacion
trapezoidal Newtoniana explicada en la seccion anterior, para asi obtener un frente de
onda preliminar que contiene el efecto del error del rayo oblicuo.

2. EIl segundo paso consiste en calcular un valor aproximado de la pendiente en la
direccidn sagital del frente de onda preliminar encontrado en el primer paso. Esto se
realiza de la siguiente forma:

Sea Wy el valor calculado del frente de onda en un punto de muestreo cualquiera sobre el
anillo m formando un angulo ¢ con el centro del patron de anillos. Sobre el mismo anillo, a
cada lado hay dos puntos vecinos con valores del frente de onda Wm-1) Y Wm+1). Con ello,
el valor aproximado de la pendiente del frente de onda en la direccidn sagital es:

an«ﬁ _ _ﬂ ~ Wm(¢+1) _Wm(¢—1>

05 r 2AS (23)

donde TAs es la aberracion transversal sagital desconocida, r es nuevamente el radio de
curvatura de la esfera mas cercana al frente de onda bajo prueba, y As es la longitud del
segmento de curva definido como:

md

ASZSl//mZW

Wi (24)

y asi, la aberracion transversal sagital TAs tendré un valor aproximado de:

W,

M (W m(+1) ) r

m(g-1)
mdy/,,

TA = (25)

Este calculo se realiza para todos los puntos de muestreo, obteniéndose asi un nuevo conjunto
de aberraciones transversales, que, junto a las calculadas en el primer paso, hace posible que
los puntos de integracion se acerquen cada vez mas a los puntos reales desconocidos de la
Figura 3.13. En otras palabras, esto significa que la informacidn oculta por el error del rayo
oblicuo esta siendo revelada. El frente de onda que se obtiene al integrar este nuevo conjunto
de aberraciones transversales describira de una mejor manera la superficie bajo prueba de los
anillos de Placido.

Estos dos pasos que conforman el método propuesto se repiten iterativamente hasta que el
error en el frente de onda alcance un umbral minimo y se estabilice.

Este metodo iterativo de solucion al error del rayo oblicuo fue implementado
satisfactoriamente con MATLAB. Basicamente, el software permite simular distintos frentes
de ondas definidos con polinomios de Zernike [14], genera los anillos de Placido deformados
por las aberraciones de la superficie, para luego integrarlos con el método zonal descrito,
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solucionando asi el error del rayo oblicuo. Para mostrar el desempefio del método, a
continuacion, se probard un frente de onda con aberracion de astigmatismo con un coeficiente
de 1 x 108, Este frente de onda se presenta en la Figura 3.14.

Figura 3.14. Frente de onda con aberracion de astigmatismo, que sera probado con el
método zonal de integracidn.

Luego de generar los correspondientes anillos de Placido para el frente de onda bajo prueba,
se aplica el primer paso del método zonal, inicialmente generando los patrones de puntos de
integracién que se muestran en la Figura 3.15 (a), donde es evidente el error en las posiciones
de integracion (distancia entre los puntos iniciales de Hartmann y los puntos reales
desconocidos). Al integrar las aberraciones transversales que hay entre los puntos iniciales
de Hartmann y los puntos de referencia, se obtiene el frente de onda recuperado de la Figura
3.15 (b), el cual, claramente posee el error del rayo oblicuo. Comparando el frente de onda
original con el recuperado, cualitativamente, es evidente el error en este Ultimo frente de
onda; cuantitativamente, el error promedio correspondiente es del 65%. Este error es
clinicamente significativo ya que excede por mucho el umbral de relevancia clinica, que,
segun Sicam V. A. et al. [15], esta en un valor porcentual del 6.3%.

14 Figura tomada de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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0.12 +Puntos iniciales de Hartmann
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Figura 3.15. Efecto del error del rayo oblicuo en los puntos de integracion (a), y en el frente
de onda recuperado (b)™.

Ahora, en el segundo paso del método se emplea el frente de onda recuperado de la Figura
3.15 (b) para calcular las aberraciones transversales sagitales TAs siguiendo la Ecuacién (25).
Con estas nuevas aberraciones transversales y con las encontradas en el primer paso, se
integran nuevamente para obtener un nuevo frente de onda. Si el proceso se realiza
iterativamente, tras dos iteraciones se obtienen los patrones de puntos de integracion que son
mostrados en la Figura 3.16 (), tras ocho iteraciones se logran los presentados en la Figura
3.16 (b).

15 Figuras tomadas de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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Figura 3.16. Posiciones de los puntos de integracion tras aplicar el método de solucién del
rayo oblicuo con dos (a) y ocho (b) iteraciones®.

Como se puede apreciar de la figura anterior, es notorio como los “puntos iniciales de
Hartmann” se acercan a los “puntos reales desconocidos” a medida que se ejecutan mas
iteraciones, lo que significa que la informacién oculta por el error del rayo oblicuo empieza
a ser revelada. La correccion progresiva de las posiciones de integracién evidentemente
generara un frente de onda que se ira acercando mas a la forma original del frente de onda
bajo prueba. Los frentes de onda mostrados en las Figuras 3.17 (a) y (b), corresponden,
respectivamente, a la integracion de los puntos de las Figuras 3.16 (a) y (b). Con dos
iteraciones el error promedio decrece hasta un 17%, y con ocho iteraciones se logra un 3.3%
de error.

16 Figuras adaptadas de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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() (b)

Figura 3.17. Frentes de onda obtenidos tras integrar las aberraciones transversales de la
Figura 3.16, en (a) tras dos iteraciones y en (b) tras ocho iteraciones®’.

Una prueba adicional del método es presentada en la Figura 3.18, donde es probado un frente
de onda con una aberracion de orden superior tipo quadrafoil también conocida como
aberracion tipo cenicero, con un coeficiente de 5 x 104, En (a) se muestra el frente de onda
con el error del rayo oblicuo y en (b) después de solucionarlo con el método propuesto.

() (b)

Figura 3.18. Frente de onda recuperado sin solucionar el error del oblicuo (a), y luego de

solucionarlo (b)Y’

17 Figuras tomadas de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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Finalmente, la Figura 3.19 presenta el comportamiento del error promedio del frente de onda
en funcién de las iteraciones del algoritmo. El error promedio decrece rapidamente en las
primeras iteraciones y se estabiliza después de ocho a diez iteraciones. Durante todas las
pruebas realizadas, el error promedio mantuvo el comportamiento de la figura. Aunque,
dependiendo de las aberraciones el valor minimo se consiguié con distinto nimero de
iteraciones. En todos los casos, tras diez iteraciones el método siempre alcanz6 el minimo
error que fue cercano al 3%. Error que no es clinicamente significante frente al umbral de
6.3% aceptado de tolerancia en la préctica clinica [15].

60

301

301

% de Error

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
# de Iteracion

Figura 3.19. Error promedio del frente de onda recuperado tras cada iteracion del
algoritmo?.

En la introduccién del Capitulo 2 se menciond que en un &mbito clinico son los mapas de
curvatura los elementos de diagndéstico de preferencia para optémetras y oftalmélogos. Por
ello es importante mencionar que partiendo de los resultados expuestos en este Capitulo es
posible construir mapas de curvaturas y de potencia dioptrica, todo esto a partir de la
informacion del frente de onda recuperada con el método propuesto. También es viable la
construccion de mapas de elevacion, el andlisis numerico tradicional con polinomios de
Zernike para el célculo de aberraciones, y asi cualquier otro calculo consecuente a la
medicion topografica.

Como se pudo ver, en este Capitulo se han presentado aportes significativos a la solucién del
error del rayo oblicuo, estos aportes no solo solucionan el error, sino que aportan un punto
de vista distinto sobre los anillos de Placido, haciendo al método propuesto ain mas
Ilamativo. Para el siguiente Capitulo se presentara el segundo problema analizado en esta
tesis, que es acerca de la representacion de superficies. Alli se hara una revision de los
métodos matematicos existentes, lo que llevara a la definicién del problema y de ahi a la
estructuracion de la propuesta presentada que incluye el uso de funciones gaussianas. Al

18 Figura adaptada de Gémez-Tejada D., et al. [13].
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respecto, se presentaran los resultados preliminares de la aplicacion del método, sus posibles
alcances y futuras expectativas.

3.4. Conclusiones

Se desarrollé una solucidn alternativa al error del rayo oblicuo en topografia corneal basada
en anillos de Placido. Esta solucion fue implementada en un método zonal de integracion
inspirado en la prueba clasica de Hartmann. Al ser un método zonal no tiene riesgos de
generar filtrado espacial de altas frecuencias como si sucede con los métodos modales. La
solucidn al error del rayo oblicuo es un método iterativo que rapidamente converge a una
solucién en donde el error inducido por la continuidad de los anillos es reducido a un valor
minimo.

Para lograr una implementacion satisfactoria de la solucién al error del rayo oblicuo fue
necesario considerar algunos elementos de la prueba de Hartmann que pueden ser Utiles en
la prueba con los anillos de Placido, lo que llevd a la definicion de aspectos esenciales como
el buen muestreo espacial a través del uso de patrones hexagonales sobre anillos concéntricos
y la integracion de aberraciones transversales con diferentes trayectorias. Esto Gltimo requirié
de la modificacién del método tradicional de integracion trapezoidal Newtoniana para
permitirle seguir caminos de integracion en cualquier direccién. Esta mejora podria ser
implementada en el procesamiento de patrones de Hartmann que usen pantallas hexagonales.

Para mostrar la efectividad del método de integracion zonal, este fue probado a través de
distintas simulaciones de frentes de ondas con diferentes aberraciones sin simetrias de
rotacion, asegurando asi la presencia del error del rayo oblicuo. Sin considerar la solucion
del rayo oblicuo el frente de onda obtenido alcanz6 un error promedio del 65%. Usando la
solucién propuesta el error decrecié rapidamente, con dos iteraciones el error promedio
disminuy6 al 17% y en ocho iteraciones a tan solo un 3%, lo cual puede considerarse
despreciable en comparacién con el umbral de significancia clinica del 6.3%.

La solucidn al error del rayo oblicuo propuesta es una alternativa interesante que podria ser
implementada en cualquier topografo corneal basado en anillos de Placido. Por su sencillez,
tiene el potencial de ser implementado sin generar un gran costo computacional, aunado al
hecho de que no requiere un cambio en el hardware del topdgrafo. El afan de brindar esta
solucion radica en la vulnerabilidad existente en los casos en las que personas con corneas
muy aberradas son examinadas con anillos de Placido. Un error en la topografia corneal
obtenida puede generar un diagnostico erroneo, tratamientos consecuentes desacertados, e
intervenciones clinicas mal dirigidas por la falta de conocimiento de la forma real de la
clrnea.

El contenido de este capitulo se basa en el articulo “Zonal integration of circular Hartmann
and Placido patterns with non-rotationally symmetric aberrations” publicado en la revista
arbitrada Journal of the Optical Society of America A, el 31 de julio de 2020 [13], cuyo autor
principal es el mismo autor de esta tesis doctoral.
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Capitulo 4

Representacion de Superficies Opticas

Como se menciond al inicio de esta tesis, una medicion de topografia corneal de buena
calidad es lograda con la combinacion de una buena técnica de medida y una adecuada
representacion matematica de la superficie. Hasta este momento, en esta tesis se han realizado
aportes sobre una de las técnicas mas usadas en la medicion de topografia corneal, los anillos
de Placido. Ahora es el momento de ampliar los conceptos acerca de las superficies dpticas
y de presentar algunas ideas que podrian encontrarse Utiles en la representacion de
superficies, lo que se sumaria a la breve introduccién sobre la forma de la superficie anterior
de la cornea realizada en el Capitulo 1.

Inicialmente en este Capitulo se presentara la forma mas comdn de representar superficies
Opticas que es a través de polinomios, lo cual incluye a los polinomios de Zernike que son el
estandar en las aplicaciones oftalmolégicas. Esto serd introductorio para exponer la
problematica, que incluso puede ser clinica, que se ha evidenciado al representar una
superficie corneal como una superposicion de este tipo de polinomios. Seguidamente se
mencionaran algunas representaciones alternativas que se pueden encontrar en la literatura,
entre las cuales se encuentran propuestas que involucran funciones gaussianas. Justamente
basdndose en estas funciones, se realiza una propuesta preliminar para representar la
superficie corneal como una superposicién de funciones gaussianas de distintos tipos.
Aunque los resultados que seran presentados en este Capitulo no son definitivos, se considera
que las ideas propuestas podrian marcar el camino hacia lo que seria una representacion de
superficies corneales que subsanaria las dificultades encontradas en el estandar actual de la
oftalmologia y la 6ptica visual.
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4.1. Representacion de Superficies

Reconociendo la relacion entre superficie y deformacion del frente de onda, se podria
considerar histéricamente que, asi como las deformaciones del frente de onda han sido
representadas por polinomios, también podria haber sido el caso de las superficies Opticas.
La representacion mas simple que se puede tener para las deformaciones del frente de onda
es a través de una serie de potencias de la forma [1]:

W (x,y)= axy"
=8y +aiox+a11y+a20X2 +a21Xy+a22y2 +"'+akkyk

Otra forma de expresar las deformaciones del frente de onda es la realizada por Kingslake R.
[2], donde se propone la siguiente representacion que contiene las aberraciones primarias de
Seidel:

W (x,y)=A+Bx+Cy+D(x*+y*)+ E(xz—y2)+F(x2+y2)y+G(x2+y2)2 2

donde los coeficientes de aberracidn representan las siguientes aberraciones dpticas:

A: Término constante o de piston E: Astigmatismo

B: Tilt o inclinacién en el eje y F: Coma

C: Tilt o inclinacion en el eje x G: Aberracion esférica
D: Defoco.

El frente de onda representado por la Ecuacion (2) tiene simetria de rotacion alrededor del
eje z, por lo que estaria limitado a sistemas dpticos axialmente simétricos [1].

Dado que en Gptica es comun tener una pupila circular, es conveniente escribir los términos
de aberracién en coordenadas polares. Empleando las relaciones conocidas x=pcosé,

y = psin@ con el angulo # medido desde el eje x en direccion contraria a las manecillas del
reloj, se tiene que:

W (X, y):zk:ian,p” cos' 6 3

donde solo los términos cosenos fueron empleados para mantener la simetria de rotacion. En
esta expresion los indices n'y | deben ser ambos pares o ambos impares, y ademas cumplir la
desigualdad / <= [3].

Teniendo en cuenta lo revisado en el Capitulo 2, es evidente que la simetria de rotacion no
es comun tanto en las pruebas dpticas como en las pruebas actuales de topografia corneal.
Para eliminar esta restriccion, el frente de onda debe incluir los términos sin 6.
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Adicionalmente, por comodidad las potencias de las funciones trigonométricas son
reemplazadas por funciones armonicas dependientes de la variable angular I. Con ello:

k

W(p,a)znz_;ga,p“(?;jm

(4)

=a,+a,psinf+a,pcos0+a,p* +a,p’ sin20+a,p° c0S 20 +...

Los coeficientes a son Ilamados coeficientes de aberracion y representan la magnitud de la

aberracion respectiva en el frente de onda. Con ello el polinomio que representa al frente de
onda queda expresado en términos de los coeficientes de aberracion. Por otra parte, para
garantizar que la funcion sea univaluada, los indices n, m, | definidos por Malacara-
Hernandez y Malacara-Doblado en [1] deben cumplir las condiciones dadas por Hopkins H.
H. [4],estoesquel =0, ...,n,quem=0, 1, ..., n, y que n+l sea par. La seleccion entre las
funciones trigonométricas cos @'y sin 6, dependera si n+m es par, 0 impar, respectivamente?®.

Con todo esto en consideracion, la Ecuacion (4) llevada hasta la cuarta potencia crea los
siguientes términos de aberracion:

Tabla 4.1. Términos de Aberracién hasta el cuarto grado®

Indices Coordenadas Cartesianas Coordenadas Polares Nombre de la
nim/il aberracion
0{0]|0 1 1 Piston
11011 y psing Inclinacion en la

direccion x
11 X COS O Inclinacién en la
direccion y
21010 X%+ y? P’ Defoco
112 2xy p?sin20 Astigmatismo con ejes
a +45°
212 X2 —y? p’ cos20 Astigmatismo con ejes
a0°y90°
3(ol1 (Xz N yz)y p’sing Coma a lo largo del eje
y
1)1 (Xz n yZ)X p°coso Coma a lo largo del eje
X
2|3 (3X2 _ y2) y p°sin30 Astigmatismo
triangular con semiejes
a 30°, 150°y 270°.
3|3 (XZ _3y2) X p°cos30 Astigmatismo
triangular con semiejes
a 0° 120°y 240°.

19 La definicién de los indices y sus relaciones puede ser ampliada en[1], pp. 75-77.
20 Tabla adaptada de [1]
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41010 (Xz N yz)z P’ Aberracion esférica
112 2(x2 +y2)xy p*sin20 Astigmatismo de
quinto orden a £45°
212 Xt —y* p*cos20 Astigmatismo de
quinto ordena 0°y
90°
34 4(x -y )y p’sin4g Quadrafoil o cenicero
a225°067.5°
4|4 (Xz B y2)2 _ax2y? p* cos46 Quadrafoil o cenicero
a0°045°

4.2. Polinomios de Zernike

Propuestos por Fritz Zernike [5], [6], estos polinomios que en su honor llevan su apellido,
estan definidos en un circulo de radio unitario, con infinitos puntos de muestreo espaciados
uniformemente. Son descritos de tal manera que el eje Optico es el eje z y el plano x-y contiene
el circulo unitario. Es comun encontrarlos definidos en coordenadas polares, como una
funcion de variables separables con un término que depende del radio p y otro que depende
del angulo 6, frecuentemente medido con respecto al eje x [1], aunque también existen
definiciones de los polinomios de Zernike con el &ngulo medido respecto al eje y [3].

Sea z!(p,0) un polinomio de Zernike de grado n con argumento angular determinado por el
armonico |, definido como:

z! =R!(p)e" ®)

=R () o |10 (6)
que es ortogonal en el circulo unitario:
[ | zizipdpd6 = 5,6, @)

donde el radio p ha sido normalizado.

Los indices de los polinomios (n, I) son nuevamente ambos pares o ambos impares, con n—/
siempre par. Para cierto grado n, existen (n+1)(n+2)/2 polinomios de Zernike linealmente
independientes. Por ejemplo, para el cuarto grado, n = 4, existen 15 polinomios
independientes, los cuales son justamente presentados en la Tabla 4.2.

La ventaja de tener un frente de onda ajustado a una sumatoria de polinomios ortogonales
radica en que cada término de la sumatoria logra por si mismo el mejor ajuste posible, el cual
no cambia si se sustraen o se adhieren términos a la sumatoria de polinomios, asi, cualquier
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combinacion también termina siendo el mejor ajuste posible del frente de onda [1]. En otras
palabras, los valores obtenidos para los coeficientes de aberracién son independientes del
namero y del tipo de términos considerados en el proceso de mejor ajuste. Tipicamente el
mejor ajuste se realiza con el método de minimos cuadrados.

Antes de entrar a las aplicaciones de los polinomios de Zernike en oéptica visual y
oftalmologia, vale la pena mencionar que estos polinomios también se emplean en otros
campos de estudio: En la propagacion atmosférica, en donde polinomios de Zernike se usan
para describir las fluctuaciones del indice de refraccion que se asocian con turbulencia
atmosférica [7]. En la conduccion auténoma los Zernikes son usados en el desarrollo de
algoritmos de reconocimiento de patrones, estos algoritmos son inmunes a la rotacion,
traslacion y escalamiento [8]. En fisica médica, los polinomios de Zernike son usados en el
desarrollo de herramientas computacionales de diagnostico que permiten la clasificacion de
masas mamarias como benignas y malignas [9]; en esta aplicacion las imagenes de
mamografias son procesadas empleando momentos de Zernike, los cuales, basandose en
polinomios de Zernike, permiten representar las propiedades de la imagen bajo estudio sin
redundancia.

Tabla 4.2. Polinomios ortogonales de Zernike hasta el grado cuarto®

Indices Coordenadas Cartesianas Coordenadas Polares Nombre de la
nim/il aberracion
0{0]|0 1 1 Piston
11011 y psing Inclinacion en la

direccion x
11 X pcose Inclinacioén en la
direccion y
21010 2x*+2y° -1 2p* -1 Defoco
112 2xy p?sin260 Astigmatismo con ejes
a +45°
212 Xt -y p?c0s20 Astigmatismo con ejes
a0°y90°
3101 (3X2+3y2_2)y (3p3_2p)sin9 Coma a lo largo del eje
y
11 (3X2 +3y? _z)x (3p3 _gp)cosg Coma a lo largo del eje
X
213 (3X2 - yZ) y p*sin36 Astigmatismo
triangular con semiejes
a 30°, 150° y 270°.
313 ( X2 3y ) X p°cos30 Astigmatismo
triangular con semiejes
a0°, 120°y 240°.

21 Tabla adaptada de [1]
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41010 | g(x+y?) —6(x+y*)+1 6p° —6r” +1 Aberracién esférica
112 —4x* +4y* +3x% —3y? (4p4 —3p2)sin 20 Astigmatismo de
quinto orden a +45°
2|2 (8x* +8y* —6)xy (40" ~3p?)c0s26 Astigmatismo de
quinto ordena 0°y
90°
314 4(x* -y )xy p*sin46 Quadrafoil o cenicero
a22.5°067.5°
4|4 (Xz B y2)2 _ax2y? p* cos46 Quadrafoil o cenicero
a0°o045°

Desde el afio 2002 los polinomios de Zernike se han considerado un estandar para expresar
las aberraciones oculares [10], la mayoria de los aberrémetros modernos emplean polinomios
hasta de orden seis para representar corneas normales [11]. Los polinomios de Zernike son
utilizados directamente en aplicaciones clinicas, por ejemplo, en la cirugia refractiva
personalizada, la ablacion laser que se realiza sobre la superficie anterior de la cornea es
guiada por los coeficientes de Zernike [12]. Otro ejemplo es el diagnostico de queratocono y
su clasificacion segun la severidad de afectacion de la cdrnea, aqui los coeficientes de
aberracion son empleados como variables de entrada en algoritmos de redes neuronales
encargados de la clasificacion [13].

Los polinomios de Zernike se ajustan adecuadamente a la topografia de corneas normales,
pero en el caso de examinar corneas con topografias complejas e irregulares, el uso de estos
polinomios ha empezado a generar ciertas preocupaciones [12], [14], [15]. Por ejemplo,
Smolek M. K., et al., en su trabajo [12], realizan mediciones topograficas sobre corneas con
gueratocono, y corneas que han sufrido intervenciones quirargicas de queratoplastia corneal
penetrante (trasplante total de la cornea) y conductiva (moldeamiento corneal por
radiofrecuencia o luz laser), para luego realizar el ajuste a polinomios de Zernike hasta cuarto
y décimo orden. De sus deliberaciones concluyen que los polinomios de Zernike fallan al no
lograr representar ciertas caracteristicas de la superficie corneal que influyen en la calidad
visual de corneas patoldgicas como las que evaltan. Error que aumenta a medida que las
cdrneas se hacen mas irregulares. Ademas, contrario a lo esperado, ampliar el orden de los
polinomios no siempre logra una mejor representacion, incluso en la inspeccion de cérneas
medianamente aberradas. Este aspecto impredecible en el ajuste con polinomios de Zernike
podrian ser responsables del resultado, también impredecible, que se ha encontrado
ocasionalmente en los procedimientos de ablacion laser, aunado al hecho de que para este
procedimiento solo se emplean polinomios hasta de cuarto orden. Los autores [12] enfatizan
que, si este problema es inherente a los polinomios de Zernike, este “método podria ser no
fiable e inaceptable para uso clinico”.

La dificultad para reconocer cuantos polinomios de Zernike son suficientes para realizar una
buena reconstruccion de una superficie corneal ha sido también advertido por otros autores
[16]. Adicionalmente, los polinomios de Zernike también han presentado dificultades en
detectar y evaluar la severidad en casos de queratocono severo [17], han mostrado su
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incapacidad para representar cambios locales de topografia [18], y finalmente, aunque los
polinomios de Zernike logran capturar muy bien las aberraciones de bajo orden, fallan por
completo al tratar de medir aberraciones de alto orden con importancia clinica en ojos
patoldgicos, creando una subestimacion de su cantidad clinica significativa que afectarian los
resultados posoperatorios de cirugias refractivas [15].

4.3. Representaciones Alternativas de Superficies

En la literatura existen distintas propuestas de representaciones alternativas a los polinomios
de Zernike. Entre ellas se encuentran los polinomios propuestos por Forbes G. W. [19], [20],
la representacion con funciones circulares de Bessel [21], los polinomios ortogonales de
Bhatia-Wolf [22], y la representacion con componentes de Fourier [23]; aungue estos ultimos
se les ha cuestionado su eficacia [24]. Cabe mencionar que respecto a los polinomios de
Bhatia-Wolf, estos han mostrado tener mayor precision que los polinomios de Zernike [25],
no obstante, también fallan para describir deformaciones locales [18]. La capacidad de
reproducir cambios abruptos de topografia podria ser considerado como factor clave para
lograr reproducir detalles de alta frecuencia, como los que existen en cOrneas con
aberraciones de alto orden.

En busqueda de funciones que, quizas, puedan ser buenas candidatas para representar
deformaciones locales de topografia, las funciones gaussianas tienen ciertas caracteristicas
que las hacen interesantes. Una de ellas, y quizas la mas importante, es que la funcién
gaussiana actla solamente en un ambito local, en la zona cercana a su centro. Otra
caracteristica es que pueden ser formuladas dentro de un método modal, y también pueden
ser superpuestas sin afectar su efecto local.

En la literatura, no fue hasta el afio 1997 cuando Jim Schwiegerling en su trabajo [17] propuso
la idea de usar una funcion Gaussiana para detectar y caracterizar el cono presente en
superficies corneales afectadas con queratocono. En este trabajo, a la superficie corneal
recuperada por un topdgrafo se le realiza un ajuste con polinomios de Zernike de bajo orden,
luego, a la superficie resultante de la resta entre la topografia original y la superficie generada
por los polinomios, se ajusta manualmente una gaussiana simple con anchos distintos en x y
eny de la forma:

Z_Zoexp[_li(x_xo)z_'_(y_yo)z}] (8)

257 20
La funcidn gaussiana anterior es una expresion que simplifica bastante la forma de los conos
que pueden existir en una cornea afectada por queratocono, ya que estos conos podrian tener
formas méas complejas como torceduras alrededor de su centro, tener maltiples picos, o0 que
los ejes de la gaussiana no coincidan con los ejes coordenados [17].
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Adicionalmente, se encuentran tres trabajos que incluyen funciones gaussianas en el contexto
de las superficies y de los frentes de onda. Uno de ellos es el propuesto por Montoya-
Hernadndez M., et al. [26], quienes ajustan el frente de onda a un conjunto de gaussianas
uniformemente distribuidas en la pupila. Los otros dos trabajos, son los realizados por
Martinez-Finkelshtein A., et al. [14], [18], quienes logran resultados interesantes
proponiendo que la superficie corneal sea la combinacion de una forma global esférica con
una sumatoria de funciones gaussianas que tiene la forma:

ic,-b; (xy) 9)
con
b, (x,y) :exp[ozx(x—xo)2 +2a,, (X=X, ) (Y- yo)+ay(y—y0)1 (10)

siendo una funcidn gaussiana con centro en las coordenadas (Xo, Yo), y con factores de forma
ax, ay, Y oxy. LOS autores ajustan los factores de forma de las gaussianas dispuestas
uniformemente [18], o solo en los lugares de mayor error [14], de tal manera que en cada
iteracion del algoritmo el error de la superficie recuperada disminuya. Un ejemplo de los
resultados que logran es presentado en la Figura 4.1, donde la superficie a representar es la
de la simulacion de una cornea con una cicatriz radial (a), con sus respectivas curvas de
contorno (b), y la superficie recuperada (c) con las funciones gaussianas de las Ecuaciones
(9-10).

()
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Figura 4.1. Representacion de una superficie corneal con una cicatriz radial (a). En (b) las
curvas de contorno para la superficie original, y en (c) para la superficie recuperada.
Figuras tomadas de Martinez-Finkelshtein A., et al. [14], [18].

4.4. Propuesta de Representacion con Funciones Gaussianas

En esta tesis se realiza una propuesta de representacion de superficies corneales que involucra
el uso de tres tipos de funciones mencionadas previamente: las funciones gaussianas, los
polinomios de Zernike y las asferas con simetria de rotacion. La intencion de esta propuesta
es subsanar la deficiencia que en ocasiones han mostrado los polinomios de Zernike para
representar por si solos todas las variaciones locales que pueda tener la topografia corneal,
involucrando también los detalles de alta frecuencia espacial. La forma de hacerlo es
justamente quitandoles esta responsabilidad a los polinomios de Zernike, y entregarsela en
su lugar a las funciones gaussianas, que, por su fuerte caracter zonal localizado se considera
podria realizar un mejor trabajo.

Efectivamente, la propuesta no excluye del todo a los polinomios de Zernike, ellos se
seguiran usando, solo que limitados a polinomios de bajo orden. En esta propuesta, la forma
global de la superficie corneal sera representada por una asfera con simetria de rotacion; que
como se recordara del primer Capitulo 1 esta representacion matematica permite una
caracterizacion clinica de cdrneas normales y anormales, [27]-[31], donde segin Gonzalez-
Méijome et al., [27], [32], las cdrneas de jovenes adultos tipicamente pueden representarse
con un elipsoide prolato con constante de conicidad de K =—0.23.

Por lo anterior, la superficie z propuesta tendra la forma:

2
z=R(x,y)+>.D,Z, +G (11)
n=1
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donde R (x, y) es la asfera con simetria de rotacion:

cS?
1+ J1- (K +1)c?S?

R(X,y)= (12)

la sumatoria en Z son los polinomios de Zernike de bajo orden con n =0, 1, 2; es decir, los
primeros 6 términos de la Tabla 4.2 que coinciden con los propuestos por Jim Schwiegerling
en su trabajo [17]. El término G en la Ecuacion 11 es también una sumatoria que agrupa
distintos tipos de funciones gaussianas, y se define como:

- X=X ¢n+ “In in¢n 2/ Xner “In ¢n7 X=Xn in¢n 2/ n2
G Z Bne [(( )c0s gy +(Y=Yn )singy )1 A%,% +((y—Ya ) cOS dy —( )sing, ) 1Ay } N
n=1

S 2 2
S Ee P (A coslO+ A, sinlo) + (13)

Las gaussianas de la primera sumatoria son similares a las usadas en [14], [18], ver Ecuacion
(10), aunque aqui se definen de forma diferente. Estas gaussianas tienen sus ejes rotados un
angulo ¢ con respecto al eje X, con anchos dados por Ax y Ay. Aqui se les denomina como
gaussianas anisotrépicas porque partiendo del centro de la gaussiana en direccién radial, el
perfil encontrado siempre es distinto (con AX # Ay). Un ejemplo de una gaussiana
anisotrépica se muestra en la Figura 4.2, mientras que en la Figura 4.3 se presentan otras
superficies con el fin de mostrar las capacidades que tiene este primer término de la Ecuacion
(13). Un defecto como el que se presenta en la Figura 4.3 (a), que bien podria representar un
espejo con una orilla caida, es un defecto muy comun en la construccion de espejos, dado
que el abrasivo o el pulidor generalmente se acumula en la orilla; una superficie como esta
seria muy dificil de recobrar Unicamente con polinomios de Zernike. Por las formas de las
otras superficies de la misma Figura 4.3, en el contexto de la Optica visual se podria
considerar que estas representaciones matematicas con gaussianas podrian ser usadas en la
representacion de superficies corneales con queratocono, en donde, como se menciond
anteriormente, podrian existir conos con formas complejas: multiples conos, conos con ejes
inclinados o con torceduras alrededor de su eje [17].
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Figura 4.2. Gaussiana anisotropica genérica.
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Figura 4.3. Gaussianas anisotropicas construidas con el primer término de la Ecuacion 13.
En (a) representando un defecto aislado en el borde, en (b) una Unica gaussiana rotada un
angulo ¢n, desplazada del centro, con anchos Ax y Ay. En (c), una combinacion de 3
gaussianas de distintas alturas y anchos, una de ellas desplazada con respecto a las otras. En
(d), 3 gaussianas centradas con distintas alturas y anchos para hacer mas prominente el
centro de la superficie.

El segundo término de la Ecuacion (13),

G=..+>.) Ee (A coslo+ A, sinlo) +...

1=1 s=1

permite representar surcos de radio ps y ancho Aps, modulados armonicamente por la variable
I, y con una amplitud y desfase controlados por las constantes As1 y Asz. En la Figura 4.4 (a)
se presenta un surco modulado tipico que puede generar esta expresion, en (b-c) se presentan
otras superficies interesantes que se logran formar cuando | < |1|, aunque en (c) ps = 0. Un
surco como el de la Figura 4.4 (a), o incluso sin la modulacion angular, podrian suceder
también en el pulido de superficies Opticas como consecuencia de un defecto de la
herramienta de pulido.
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Figura 4.4. Superficies generadas por el segundo término de la Ecuacion (13). En (b) y (c) |
<[1].

Continuando con la revision de la Ecuacion (13), el dltimo término expresa:

el cual combina dos tipos de funciones, la primera genera una ranura angular que puede ser
vista en la Figura 4.5 (a), mientras que la segunda es una gaussiana que modula la ranura,
ver Figura 4.5 (b). La combinacion de estas dos funciones puede crear superficies como la

de la Figura 4.5 (c).

67



(©

Figura 4.5. Ranura angular (a) que es modulada por la gaussiana (b) para formar la
superficie presentada en (c).

Ahora bien, con la representacion propuesta es esperable que una superficie como la de la
cdrnea con una cicatriz radial presentada en la Figura 4.1 (a), se ajuste mas rapidamente que
cuando se usan solamente funciones gaussianas como las de las Ecuaciones (9-10) [14]. Para
ello es solo mostrar que es posible generar una superficie parecida empleando
exclusivamente algunos términos de la Ecuacion (11):
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Figura 4.6. Representacion de una superficie corneal con una cicatriz radial empleando la
representacion propuesta.

donde la forma de la superficie presentada se ha reducido a un circulo para mostrar mas
claramente los detalles de la superficie simulada.

Metodoldgicamente, el siguiente paso es plantear un método de ajuste que sea especifico a
la representacion matematica propuesta, el cual se efectia sobre una nube de puntos de
informacidn topogréafica, que bien puede ser simulada o puede provenir de un topdgrafo
corneal. EI método de ajuste, o de regresion, se propone de la siguiente manera:

Recordando que la representacion matematica propuesta tiene la forma:

2
z=R(x,y)+>.D,Z, +G

n=1
el método de ajuste puede plantearse por etapas como puede verse en el esquema de la Figura
4.7. El método parte de un primer ajuste sobre la asfera R (X, y), luego la superficie de error
resultante se ajusta a los polinomios de Zernike, y posteriormente al término G. En este
ultimo ajuste el valor rms podria ser la variable de control para incluir o descartar funciones
gaussianas en la descripcidn final de la superficie; en otras palabras, el valor rms podria servir
como indicativo de que el modelo escogido aplica, 0 no, segun sea la superficie bajo estudio.
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Asfera con Polinomios de
simetria de N Zernike, hasta
rotacion R(x,y) grado n = 2.

Cada una de las
Gaussianas en G.

Figura 4.7. Ajuste por etapas: Tras la primera regresion, la nueva superficie a ser ajustada
se obtiene de la resta entre la nube de puntos y la superficie obtenida para R (x, y). En las
siguientes regresiones la superficie de ajuste se actualiza substrayéndole la nueva superficie
obtenida en la regresion correspondiente.

El primer ajuste se realiza sobre la asfera con simetria de rotacion, que, recordando la
Ecuacidn (1) del Capitulo 1, esta tiene la forma:

cS®

R y):1+\/1—(K +1)c?s?

(14)

la cual no se resuelve de forma directa como un ajuste cualquiera de minimos cuadrados, sino
que requiere de un método similar al empleado por Sun W, et al.[33]. Reescribiendo la
Ecuacion (14) se tiene que:

Z=p,2°+ p,S (15)
donde por simplicidad la superficie se le ha llamado z, y las constantes p1 y p2 se definen

como: Py =1/2, p,=¢/2, conl=mc, m=K+1.

Con la definicion de la Ecuacion (15), ahora si es posible aplicar una regresion de minimos
cuadrados convencional, en la que se realiza una optimizacién del error cuadratico definido
como:

: =Zl(z—z’)2 (16)

donde z es la funcién dada por la Ecuacion (15)y Z" son los valores de la superficie en los
puntos de muestreoi=1, 2, ..., N.
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La optimizacion se da cuando el error cuadratico definido se minimiza respecto a las
constantes p1 y p2, asi:

o _os 17)
op,  op,

lo que genera un sistema de ecuaciones que escrito de forma matricial es:

N N N
>zt Y st > 27
i=1 i

! |:1N _ i;l (18)
Zzzsz 254 D, ZZ'SZ

La solucidn del sistema matricial permite encontrar la curvatura ¢ y la constante de conicidad
K haciendo C=2p,y K= pl/pz -1,

En el caso de los polinomios de Zernike hasta orden 2, la minimizacion del error cuadratico

¢ permite encontrar los coeficientes de aberracion para cada uno de los primeros seis
polinomios de la Tabla 4.2:

0 0 _0s 0 _0s_ 05 _g (19)
OA, OA OA, OA, OA, OA

minimizacion que genera un sistema matricial cuya matriz se expresa como:

N N N N N
N > pising, > picosé, > pt > pZsin26, > p?cos26, ]
i1 =1 i-1 = =
N N N N N N
> picosd, > plsing, coso > picos’o Y. picosd > p’sin2d,cosf, > p’cos26,cos6,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N N N
> pising, > pisin?o > pisingcosd, D p’sing D pisin2gsing, Y picos26sin6,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N N N
D0 2. pising, . P cos6, 2o D psin26, . P, cos26,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N N N
> picos26, Y pisingcos2d, Y plcosd cos26, Y plcos26, D pisin26,cos26, Y. pfcos’ 26,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N N N
> pisin26, > plsingsin26, Y’ p’cosésin26 plsin26, > pisin?26, > pi cos26,sin 26
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

con un vector de terminos independientes dado por:

/

N N N N
Zipcosh, Y Zipsing Y zip? Y Ziptcos2 ZZZ'piZSiHZQi} (20)
i=1 i=1 i=1 i=1

N

N
2.2
i=1

i=1
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La solucién del sistema matricial entrega los coeficientes Ao, A1, A2, As, A4, As que
corresponden a la superficie de mejor ajuste posible usando los polinomios de Zernike
definidos.

Por ultimo, para el término G el ajuste se debe realizar sobre cada una de las funciones
gaussianas de la Ecuacion (13), las cuales deben ser linealizadas antes de aplicar minimos
cuadrados. Por ejemplo, en el término que representa la ranura angular:

7= Fe(0-0)adl (21)
que linealizado tiene la forma:

Inz=InF, —(6-6,)" /1 A§;? (22)
haciendo a=InF. -7 /A7, b=20,1A6%, c=-1/A§?, se puede escribir como:

Inz=a+b6+cs? (23)

por lo que el error cuadréatico es dado por:

g:Z(Inz—Inz')z:Z(a+b9+092—lnz') (24)

N N 2
i=1 i=1

y su minimizacion genera:

N Yo >o|a >Inz
Yo Y6 Y& b|=| > (6InZ) (25)
Yo 3o Yo'l |y(enz)

Solucionando el sistema matricial, se encuentran las incégnitas de la funcion gaussiana:
AG, =-1c, 6,=-05b/c, InF, =a—0.250%/c (26)

Este proceso se repite en cada una de las funciones gaussianas de la Ecuacion (13), creando
sistemas matriciales similares al de la Ecuacion (25).

Cada una de las regresiones propuestas hasta aqui fueron probadas con una variedad de
frentes de ondas simulados que contenian distintos tipos de aberraciones. Todas las pruebas
funcionaron segun lo esperado a excepcion de aquellas que contenian funciones gaussianas,
las cuales se ajustaron muy bien solo en los casos en donde la nube de puntos tenia una forma
muy cercana a la de la gaussiana, cualquier desviacion de esta forma generaba un error
considerable en el céalculo de los parametros de la funcién. Se considera que esto es debido
al fuerte caracter local que tiene las funciones gaussianas, lo que hace inconveniente realizar
un ajuste modal (es decir usando toda la nube de puntos a la vez) con las Ecuaciones (21-25).
En lugar de eso, se propone que con el mismo tipo de ecuaciones se realice el ajuste ahora de
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forma zonal (empleando solo un area reducida de puntos), lo cual no deberia afectar el
caracter modal de la representacion matematica propuesta.

Tomando en cuenta algunas consideraciones para el manejo de funciones gaussianas que se
encuentran en [14], se propone un método de ajuste zonal para este tipo de funciones que
consta de los siguientes tres pasos:

¢+ Paso 1: Seleccion del centro de la gaussiana

En lugar de hacer que la regresion misma encuentre el centro de la gaussiana, se
propone que este centro se ubique en el lugar de maximo error entre la nube de puntos
y la superficie de error, que se logra con la resta entre la nube de puntos y la superficie
conseguida en una regresion previa a este paso, la cual bien podria ser la ajustada por
la asfera y los polinomios de Zernike, o cualquier otra funcion gaussiana.

Figura 4.8. Seleccion del centro de la gaussiana de la Ecuacion (21) “ranura angular”. En
este caso, la busqueda del centro se realiza siguiendo trayectorias circulares de distinto
radio.

+«+ Paso 2: Seleccion de los puntos de influencia de la gaussiana

Alrededor del centro de la gaussiana encontrado en el Paso 1, se seleccionan solo los
puntos donde la superficie de error tenga el mismo signo, para asi emplear en la
regresion solo los datos que realmente pueden hacer parte de la campana de la
gaussiana. Si la gaussiana es una gaussiana simétrica, el area tendra la forma de un
disco, si no, como en el caso de la ranura angular, el area a usar tendria una forma
similar a la de la figura:
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Figura 4.9. Area de influencia de la gaussiana donde la superficie de error tiene el mismo
signo.

¢+ Paso 3: Ajuste de minimos cuadrados ponderados (WLS):

Conociendo el centro de la gaussiana (Paso 1) y su area de influencia (Paso 2), se
puede realizar un ajuste de minimos cuadrados ponderado (WLS) [34], con la
intencion de darle mas importancia (mas peso) a los datos cercanos al centro de la
gaussiana y no tanto a los datos alejados de su centro. Sea P un punto cualquiera
dentro de la region definida en el Paso 2 y Q el centro de la funcion gaussiana, los

pesos se incluyen multiplicando el factor (1+||p_Q||2)’1a cada una de ecuaciones

resultantes de la optimizacion de minimos cuadrados [14]. En el caso de la ranura
angular, este factor tiene la forma: (1+(¢0-¢, )2)’1 :

Este método de ajuste para las funciones gaussianas fue ensayado a través de una prueba de
concepto, donde se aplico el ajuste propuesto a una superficie que asemeja la forma de una
cérnea con una cicatriz radial que fue presentada anteriormente en la Figura 4.6. Esta
superficie se logra al simular la superposicion de una superficie esférica (K = 0, R = —-600
mm) con una rendija angular (Fs = —15 mm, 6s = 30°, A6 = 10°), ambas superficies
constituyentes se pueden apreciar en la Figura 4.10. Es importante mencionar que la
superficie se emplea a manera de ejemplo, a pesar de no contar con las dimensiones reales
de una superficie corneal.
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Figura 4.10. Superficies simuladas para una esfera (a) y una rendija angular (b), cuya
superposicién genera una posible representacion de una superficie corneal con una cicatriz
radial (c).

Tras realizar el ajuste de la superficie conica y luego el ajuste de la gaussiana empleando los
Pasos 1 (Seleccion del centro de la gaussiana), 2 (Seleccién de los puntos de influencia de la
gaussiana) y 3 (Ajuste de minimos cuadrados ponderados), se obtienen los coeficientes
presentados en la Tabla 4.3, con los cuales se crea la superficie de la Figura 4.11. Esta
superficie recuperada, cualitativamente se asemeja mucho a la superficie original de la Figura
4.6 o la Figura 4.10 (c). Cuantitativamente, el porcentaje de error medio absoluto es de solo
el 1.04%, un error rms de 0.80 mm que porcentualmente equivale al 0.65%. La superficie de
error porcentual correspondiente se presenta en la Figura 4.12.
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Tabla 4.3. Parametros recuperados tras el ajuste propuesto.

Conica Gaussiana
R (mm) K Fs (mm) Abk
Original -600 0 -15 10°
Recuperado —601.25 0.28 -14.41 9.05°

-300 -200 -100
mm

Figura 4.11. Superficie creada con los coeficientes recuperados tras aplicar el método de
ajuste propuesto.

100 300
o 200 300

Figura 4.12. Error porcentual obtenido después de aplicar el ajuste propuesto a la superficie
de la Figura 4.6 o la Figura 4.10 (c).

Se puede esperar que el error obtenido disminuya en la medida de que otras funciones
gaussianas de distintos anchos se ajusten de forma iterativa a la superficie de error, lo cual
corresponderia a aplicar el método completo descrito inicialmente que emplea las sumatorias
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de la expresion G en la Ecuacion (13). Lamentablemente por falta de tiempo este ajuste
iterativo no logré ser implementado por completo, sin embargo, los resultados de esta prueba
de concepto son esperanzadores y servirdn como guia para trabajos futuros que se realicen
en esta direccion.

Para cerrar este capitulo se presenta un paralelismo entre el uso exclusivo de polinomios de
Zernike y el uso de funciones gaussianas. Los polinomios de Zernike tienen un desbalance
intrinseco, los érdenes bajos tienen un gran valor en la funcidn, tienen un gran peso, mientras
que los 6rdenes altos tienen un peso cada vez mas pequefio. Los Zernikes son sumamente
atractivos hasta que tienen que representar superficies con formas complejas, cuando son
muy aberradas o cuando tienen cambios abruptos de topografia; es ahi donde todo se
complica. La alternativa natural, antes mencionada, es subir el orden de los polinomios
empleados, lo cual afecta la complejidad del problema porque el nimero de coeficientes a
ajustar crece significativamente, alejandose del sentido practico. Ademas, que pequefias
variaciones en los coeficientes de alto orden generan cambios fuertes en la superficie
representada. Caso contrario sucede con las funciones gaussianas, el nimero de coeficientes
de ajuste se mantiene fijo por cada gaussiana introducida a la representacién, no crece de
forma significativa cuando se agrega complejidad a la representacion. Cada gaussiana tiene
una gran responsabilidad en la representacion final, es no mas ver como unas pocas
gaussianas se ajustan muy bien al ejemplo presentado en la Figura 4.10. El uso de gaussianas
independientes entre si le da a la propuesta una gran flexibilidad, un pequefio cambio en
algin(os) coeficiente(s) genera cambios suaves en la forma de la gaussiana, y lo mas
importante es que solo afectan el ajuste de la funcidn de forma local, no se propagan mas alla
del campo de accion de la funcién gaussiana, lo cual es muy contrario a lo que sucede con
los polinomios de Zernike, donde cada termino tiene una influencia sobre toda la pupila.

4.5. Conclusiones

En este Capitulo se estudiaron las representaciones matematicas de superficies Opticas mas
relevantes que se encuentran en la literatura, estas incluyen las representaciones polinémicas
clasicas y el estandar actual de la Optica visual: los polinomios de Zernike. Al respecto de
estos Ultimos se dio a conocer las preocupaciones y advertencias que existen sobre su uso
clinico, en especial cuando estos polinomios son usados en la deteccién y clasificacion de
afectaciones visuales y en la guia de intervenciones quirdrgicas. Se argumento que, aunque
los polinomios de Zernike logran representar muy bien la topografia de cérneas normales,
fallan al tratar de representar aberraciones de alto orden y cambios locales de topografia.

Por las inquietudes que generan los polinomios de Zernike, se presentaron representaciones
alternativas de superficies que involucran distintos tipos de funciones matematicas, entre
ellas se destacan el uso de las funciones gaussianas, que siendo una funcion de ambito modal
tiene un caracter local que ha mostrado ser til en la representacion de distintos tipos de
superficies con cambios abruptos de topografia.
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Se propuso una representacion alternativa de superficies donde las formas suaves, 0 mas bien,
las aberraciones de bajo orden son representadas por una asfera con simetria de rotacion y
por polinomios de Zernike de bajo orden. Mientras que los cambios abruptos de topografia
son representados por una combinacion de funciones gaussianas que no solo involucran
superficies con su forma tipica de campana, sino también representaciones mas complejas
como las ranuras angulares, los surcos modulados, entre otros. Se considera que esta
representacion matematica podria llegar a ser Util, e incluso esencial para representar distintos
tipos de superficies dpticas, que bien pueden ser pequefias, como es el caso de las topografias
corneales afectadas por aberraciones de alto orden o por enfermedades como el queratocono,
0 superficies grandes como las de espejos o lentes afectadas por defectos locales de
construccion.

A través de la generacion de distintos tipos de superficies, se mostraron las capacidades y
alcances que tiene cada uno de los términos que conforman la representacion matematica
propuesta. Se presentd un método de regresion que permitiria el ajuste de las funciones
propuestas a una nube de puntos cualquiera; advirtiendo las dificultades que existen al aplicar
un método de regresion convencional sobre las funciones gaussianas. Para el caso de las
funciones gaussianas se propuso un método de regresion especial que tiene en cuenta el
caracter local de este tipo de funciones. Se realizd una prueba de concepto sobre una
superficie simulada cuya forma es parecida al de una superficie corneal con una cicatriz
radial. La prueba arroj6 resultados prometedores, con un error medio absoluto del 1.04% en
la superficie recuperada.

El éxito de la prueba hace esperar que una futura implementacion de un método iterativo que
involucre el uso de todas las funciones gaussianas propuestas pueda solventar las dificultades
que hay actualmente para representar aberraciones de alto orden y defectos topograficos
locales. Hay que considerar que una implementacién de este tipo podria tener un impacto
significativo en las herramientas de diagnostico y en los tratamientos quirargicos que son
guiados Unicamente con la informacion de los polinomios de Zernike; recordando que, por
ejemplo, si los polinomios no capturan todas las caracteristicas de la superficie, las cirugias
refractivas podrian no corregir plenamente las aberraciones de alto orden que son
clinicamente significativas [15].
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Conclusiones Generales

Dado que el estudio de esta tesis se centra sobre la caracterizacion dimensional de la cdrnea
humana, se realiz6 una revision general sobre distintos aspectos que involucran la anatomia
del ojo y su funcionamiento como sistema Optico. Este estudio condujo naturalmente a la
cornea humana que es la componente Optica responsable de la mayor parte del poder 6ptico
y de las aberraciones del ojo, por lo que tiene un gran impacto en la calidad de la vision
humana. El estudio de la cornea no solo abarcé sus componentes, sino también la revision de
las distintas formas de medir su topografia anterior y de representar matematicamente su
superficie. Esta revision permitio preparar un marco de trabajo del cual se sustentaron los
distintos aportes presentados en esta tesis.

Justamente, los aportes de esta tesis se centran en dos aspectos que combinados podrian
generar impacto significativo en la caracterizacion dimensional de la cornea, estos son la
medicién y la representacion matematica de su superficie anterior. Respecto a la medicion,
se realizaron aportes que enriquecen la técnica de topografia corneal basada en anillos de
Placido, ya que brindan una solucion alternativa al error del rayo oblicuo que es inherente al
uso de anillos continuos proyectados sobre la cornea para obtener su topografia. La solucion
propuesta se fundamenta en las pruebas dpticas, esta es intuitiva, simple y rapida, no requiere
cambios en el hardware del topografo, ni realiza ningun tipo de filtrado digital de datos. El
algoritmo implementado es iterativo, requiriendo de pocas y rapidas iteraciones (tipicamente
10 iteraciones) para alcanzar un error promedio del 3% en la topografia corneal recuperada;
error que puede ser considerado despreciable en la mayoria de las aplicaciones précticas,
ademas de ser inferior al umbral de relevancia clinica en oftalmologia. Estos resultados,
aunque parecen prometedores tienen que ser confrontados en una instancia posterior con
experimentos en condiciones reales, inicialmente con superficies de calibracion y
posteriormente con corneas reales.

Como puede verse, la solucion implementada al error del rayo oblicuo es competitiva frente
a otras soluciones que se encuentran en la literatura. El colocar este error por la presencia de
rayos oblicuos en un valor inferior a la relevancia clinica aceptada, garantiza que cuando se
use este topdgrafo corneal se disminuye el riesgo de un mal diagndstico, asi como el de
realizar intervenciones clinicas basandose en una medicion errada de topografia.

Respecto a la representacion matematica de la superficie anterior de la cdrnea, se propuso
una representacion modal que tiene la capacidad de los métodos zonales para reproducir
cambios locales de topografia. Esto es posible gracias al uso de una combinacion de
funciones gaussianas de diferentes tipos, encargadas de representar las variaciones rapidas
de la superficie, mientras que para las variaciones lentas se empled una combinacion de
polinomios de Zernike de bajo orden con una asfera con simetria de rotacion. El ajuste de la
superficie corneal a las funciones de bajo orden se realiz6 empleando minimos cuadrados.
Para las funciones gaussianas se propuso un metodo de regresion que se ajusta a los defectos
topograficos locales. Este método involucra la optimizacion de la ubicacion del centro de la
gaussiana, la seleccion del area de influencia y un ajuste de minimos cuadrados ponderados.
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Se realizé una prueba de concepto sobre una superficie simulada con un defecto topografico
local, obteniéndose un error medio absoluto del 1.04%. Gracias a estos resultados
prometedores, se puede considerar que una implementacién futura de la representacion
matematica propuesta que incluya un método iterativo que agregue de manera dindmica
gaussianas de distintos tipos, se podria ajustar adecuadamente a la forma de cérneas humanas
altamente aberradas, o afectadas por enfermedades como el queratocono; ambas situaciones
que han sido tratadas de solventar con éxito limitado empleando polinomios de Zernike de
alto orden. En caso de éxito, la propuesta podria llegar a tener un efecto clinico significativo,
ya que intervenciones quirdrgicas como la cirugia refractiva por ablacion laser podrian
Ilevarse a cabo empleando las expresiones propuestas para representar la cornea del paciente,
sobrellevando asi los inconvenientes demostrados al usar Unicamente informacién de los
polinomios de Zernike. Adicionalmente, esta representacion matematica podria ser Util para
representar superficies dpticas con defectos topograficos locales que pueden aparecer en la
fabricacion de lentes y espejos.

Es de destacar que los aportes presentados en esta tesis tienen una sinergia interesante ya que
en conjunto tienen el potencial de aportar significativamente a la caracterizacion de la
topografia corneal. Una solucién individual de los problemas presentados crearia una
solucion incompleta a la problemética planteada. Una buena caracterizacion de una
topografia corneal se logra con la combinacion de una excelente técnica de medicion con una
apropiada representacion matematica. Combinando ambas soluciones esto se puede lograr,
generando como consecuencia que los diagnosticos y tratamientos clinicos subsecuentes
tengan un real impacto en la calidad visual de los pacientes.

Los trabajos originales desarrollados durante esta investigacion, plasmados en esta tesis
doctoral, han sido objeto de divulgacion y revisién de pares. Los resultados preliminares de
la solucidn al error del rayo oblicuo fueron presentadas en ponencia oral en el congreso
Optics+Photonics 2019 en la ciudad de San Diego, CA, cuyas memorias se encuentran
publicadas en los Proceedings of SPIE en el trabajo titulado “A proposal to eliminate the
skew ray error in corneal topography using Placido disks images” [35]. El trabajo completo
que explica el procedimiento desarrollado para solucionar el error del rayo oblicuo fue
plasmado en extenso en el articulo “Zonal integration of circular Hartmann and Placido
patterns with non-rotationally symmetric aberrations”, que tras ser revisado por pares fue
publicado sin modificaciones en la revista arbitrada Journal of the Optical Society of America
A [36].
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