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La presente tesis está dedicada a mi familia, a mis profesores y a todos mis compañeros
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Resumen

Mantener una piel saludable es esencial debido a que este órgano protege al cuerpo
humano de afecciones ocasionadas por bacterias, sustancias qúımicas, cambios de tem-
peratura y exposición a la radiación ultravioleta (UV). En el UV se distinguen varios
subtipos de radiación entre los cuales se encuentran el UVA, UVB y el UVC: la radiación
UVC es la más perjudicial para la vida. La radiación UV es un factor que ha demostrado
inducir tanto enfermedades como alteraciones considerablemente dañinas en la piel. Las
enfermedades de la piel suelen diagnosticarse cualitativamente con base en inspecciones
visuales y táctiles, lo que conlleva a un diagnóstico basado en la experiencia cĺınica y en
la información que proporciona el paciente. Por tal motivo, es siempre deseable el desa-
rrollo de nuevas técnicas que ayuden a diagnosticar las enfermedades de la piel mediante
el uso de parámetros cuantificables. En este trabajo de tesis se presenta una investigación
sobre los efectos de la irradiación ultravioleta sobre la piel. El trabajo está enfocado en
la medición de parámetros f́ısicos relacionados con la elasticidad o con los cambios de
elasticidad de muestras de piel animal. Para la medición de parámetros, se hizo uso de
técnicas holográficas como los son la holograf́ıa digital interferométrica y la holograf́ıa di-
gital interferométrica de promedio temporal, DHI (Digital Holographic Interferometry) y
TADHI (Time Average Digital Holographic Interferometry), respectivamente. Como fuen-
te de emisión de radiación UV se utilizaron dos fuentes distintas; un compartimiento de
radiación UV en donde se utilizaron los rangos del UVA, UVB y UVC, en conjunto. La
otra fuente utilizada fue un láser con una longitud de onda en el rango del ultravioleta
cercano. Los efectos de estas fuentes de radiación se manifestaron como un envejecimiento
en la piel y cada una de las fuentes fue usada en un experimento distinto. En uno de los
experimentos se usó piel de ratón y la técnica DHI mientras que en el otro se usó piel de
cerdo y la técnica TADHI. Se presentan los métodos de medición y los parámetros medidos
en cada uno de los experimentos. Los principales resultados encontrados se presentan como
una disminución de elasticidad o aumento de rigidez, un aumento de la tensión por unidad
de longitud y una disminución en la densidad de área. La tensión por unidad de longitud
puede entenderse como la tracción que ejerce la piel al intentar recuperar su forma original
mientras que la densidad de área se define como la masa total del objeto dividida por su
área total. Los efectos se presentan debido a la exposición de las muestras a la radiación
UV.
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Abstract

Skin health is essential since this organ protects the human body from affections cau-
sed by bacteria, chemicals substances, changes in temperature, and exposure to ultraviolet
radiation (UV). In UV, several subtypes of radiation are distinguished, among which are
UVA, UVB, and UVC: UVC radiation is the most harmful to life. The UV radiation is a
factor that has been shown to induce either deseases and considerably harmful alterations
in the skin. Skin diseases are often diagnosed qualitatively based on visual and tactile
inspections, leading to a diagnosis based on clinical experience of the physician and infor-
mation provided by the patient. Therefore, the development of new techniques that help
to diagnose skin diseases through the use of quantifiable parameters is always desirable.
This work presents an investigation of the effects of ultraviolet radiation on the skin. The
work is focused on the measurement of physical parameters related to the elasticity or
elasticity changes of animal skin samples. Parameters were measured using two separate
holographic techniques such as digital holographic interferometry and time-average digi-
tal holographic interferometry (DHI and TADHI, respectively). The UV skin aging was
performed with two different sources: a UV radiation chamber and a laser with a wave-
length in the near-ultraviolet range. The UV radiation chamber was used to induce aging
effects in pigskin, and the effects were analyzed by digital holographic interferometry. The
near-ultraviolet láser was used to induce aging effects in mouse skin, and the effects were
analyzed by time-average digital holographic interferometry. The measurement methods
and the measured parameters are presented. The results found are presented as a decrease
in elasticity or an increase in stiffness, an increase in tension per unit length, and a de-
crease in area density. Tension per unit length can be understood as the traction exerted
by the skin when trying to recover its original shape, while area density is defined as the
total mass of the object divided by its total area. The effects occur due to the exposure
of the samples to UV radiation.
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Caṕıtulo 4

4. Estudios sobre cambios de la rigidez de piel porcina al ser expuesta a
radiación UV 25

4.1. Procedimiento experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.1.1. Arreglo experimental y adquisición de hologramas . . . . . . . . . . 25

4.1.2. Preparación de las muestras de piel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2. Resultados experimentales y análisis de datos . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2.1. Resultados experimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2.2. Análisis de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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3.3. Representación: a) esquemática y real b) de la extracción y filtrado de la
función C. Lo que se observa en la imagen b) es el valor absoluto de la
ecuación (3.10). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.4. Iluminación en DHI: a) utilizando tres longitudes de onda distintas y b)
utilizando una sola longitud de onda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.1. Visualización esquematizada del arreglo experimental DHI. . . . . . . . . . 26

4.2. Holograma después a) y antes b) de la presión del sonido; c) Mapa de fase
obtenido mediante el procedimiento descrito en la sección 3.1. . . . . . . . 26

4.3. Campo de desplazamiento obtenido a: a) 0, b) 3, c) 6, d) 9 and e)12 minutos
de exposición a la irradiación UV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.4. Cambios en la rigidez de la piel de cerdo después de la irradiación UV. . . 29

5.1. Diagrama de anillos impresos en 3D, b) imagen del soporte circular y c)
imagen de una muestra de piel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.2. a) Imagen del arreglo experimental, b) Esquematización del arreglo experi-
mental. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.3. Evolución del patrón de franjas en una muestra de piel. Los números que
aparecen bajo cada patrón de franjas representan las dosis de irradiación
que recibieron (Una dosis = 5,865Wm−2s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

VIII



5.4. Variación de la amplitud normalizada en función del incremento en las
dosis de irradiación. Las diferencias de amplitud entre dosis de irradiación
consecutivas se deben al ruido de speckle y debido al hecho de que no se
trata de un movimiento sinusoidal puro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5.5. Simulación de los patrones de franjas de la Figura 5.3. Los números que
aparecen bajo cada patrón de franjas representan las dosis de irradiación
que recibieron (Una dosis = 5,865Wm−2s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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tensión comienza a incrementar significativamente después de la dosis 2000.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La piel es el órgano más grande y extenso del cuerpo humano. Supone hasta un sexto del
peso corporal total, y una de sus principales funciones es como regulador de la temperatura
corporal y del intercambio de humedad con el medio ambiente. Otra de sus funciones
principales es la de proteger al organismo de infecciones ocasionadas por las condiciones
del medio ambiente debido a la presencia de bacterias, sustancias qúımicas y exposición
a radiación electromagnética.* La piel secreta sustancias qúımicas para destruir bacterias,
contiene un pigmento qúımico llamado melanina que sirve de protección contra la radiación
de rayos ultravioleta (UV) provenientes del sol. Todas estas caracteŕısticas hacen que la
piel sea un órgano esencial que debe mantenerse saludable.

Actualmente, en la mayor parte del páıs, las enfermedades de la piel son diagnosticadas
cualitativamente por los dermatólogos con base en una inspección visual y palpando el
área afectada, lo que conlleva a un entrenamiento basado en la experiencia cĺınica del
médico tratante, que se apoya con la información que proporciona el paciente. Es por
este motivo, que es deseable que se desarrollen nuevas técnicas que ayuden a diagnosticar
las enfermedades de la piel, o que ayuden a comprender mejor los mecanismos de estas
enfermedades, mediante el uso de parámetros cuantificables. Por ejemplo, el diagnóstico de
cáncer de piel es comúnmente detectado por cambios en la rigidez de un tumor con respecto
al tejido que lo rodea y que puede ser identificado en una exploración cualitativa. Entonces,
el estudio de la rigidez o elasticidad puede ayudar al diagnóstico temprano y tratamiento de
enfermedades relacionadas con la aparición de cáncer de piel. Existen algunos trabajos que
han correlacionado los cambios en la elasticidad de la piel con exposición a la radiación UV,
por ejemplo, en la referencia [1], se reporta que después de largos peŕıodos de exposición
a los rayos ultravioleta (UVA, UVB) la piel sufre una microdestrucción en sus fibras
elásticas que podŕıa resultar en una estructura compacta con menos elasticidad. En la
referencia [2], se reporta una reducción de la elasticidad en la piel humana en función de
la edad, aparentemente causada por la exposición a la luz solar. En la referencia [3], se
reportan algunas alteraciones de fibras elásticas en ligamentos nucales de bovinos debido
a la continua exposición de rayos UV. Se supone que estas alteraciones juegan un rol
significante en la reducción de elasticidad observada en la piel expuesta al UV. México

*https://www.stanfordchildrens.org/es/topic/default?id=anatomadelapiel-85-P04436
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cuenta con una tasa alta de radiación solar y por ende un alto factor de UV, prácticamente
a lo largo de todo el año. Esto representa un grave problema de salud pública en México y
en muchos páıses con alta irradiación solar debido a que, además de reducir la elasticidad,
la exposición prolongada a la radiación UV induce daños severos que pueden ir desde
el daño interno y externo de las capas de la piel hasta enfermedades graves como el
cáncer de piel [4–8]. Por tal motivo, hay una necesidad de estudiar continuamente los
efectos inducidos por la radiación UV sobre la piel. En la literatura publicada se puede
encontrar una diversidad de metodoloǵıas para evaluar los efectos del envejecimiento de la
piel inducidos por la irradiación UV. Como ejemplo, en el trabajo realizado por Cheng-Che
E. Lan et al. [9] han utilizado varios métodos y dispositivos especializados para evaluar
las arrugas, la producción de especies reactivas al ox́ıgeno y otros parámetros para medir
los efectos del envejecimiento de la piel inducido por la radiación UVA. En otro trabajo
realizado por Hironobu Ikehata et al. [10] han evaluado la inducción de mutaciones en la
piel de ratones expuestos a radiación UVC y UVB mediante el uso de una metodoloǵıa
para determinar la presencia o ausencia de una protéına espećıfica. Por otra parte, en
el trabajo realizado por Kazuhisa Maeda [11] se ha utilizado una máquina de prueba de
propiedades f́ısicas (reómetro) y un cutómetro comercial para analizar el endurecimiento
y la reducción de la elasticidad de geles de colágeno in vitro. Estos geles de colágeno se
proponen como modelo de fotoenvejecimiento para analizar el daño de la piel por rayos UV
in vitro. Muchos otros autores han realizado biopsias y procesos de tinción para evaluar
los efectos de la irradiación, por ejemplo, léase la referencia [12].

A pesar de la variedad de métodos y parámetros propuestos para evaluar los efectos del en-
vejecimiento de la piel, es deseable proponer nuevas metodoloǵıas y parámetros alternativos
para realizar o complementar investigaciones futuras. En general, se buscan metodoloǵıas
en donde las técnicas son remotas y no invasivas al realizar un estudio. Un ejemplo de lo
anterior son las técnicas de holograf́ıa digital interferométrica y holograf́ıa digital interfe-
rométrica de tiempo promedio (DHI y TADHI por sus siglas en inglés, respectivamente)
que han sido empleadas por más de dos décadas para proporcionar información cualita-
tiva y cuantitativa acerca de diversas propiedades mecánicas en tejido suave y complejo
como es el caso de la piel [13]. La holograf́ıa digital interferométrica es una técnica óptica
no destructiva bien documentada que ofrece una inspección de objetos de campo visual
completo y se ha utilizado con éxito en una amplia variedad de aplicaciones [14–19]. Para
una descripción completa de la técnica, se remite al lector a [20–24]. Esta técnica es capaz
de medir desplazamientos con alta precisión en toda la superficie, lo que es una ventaja
clave en comparación con otros métodos como las pruebas mecánicas.

La holograf́ıa digital interferométrica de tiempo promedio es una técnica óptica no des-
tructiva que se ha utilizado con éxito en la determinación y análisis de objetos en estado
de vibración [25–28]. El análisis vibratorio de membranas se ha convertido en una herra-
mienta útil para medir propiedades que pueden ser dif́ıciles o imposibles de determinar
mediante otros procedimientos. En este tipo de análisis, la vibración generalmente se in-
duce con una fuente externa, por ejemplo, con un altavoz. Esta excitación se conoce como
vibración forzada [29, 30]: el objeto está originalmente en reposo y la vibración comienza
cuando se aplica una fuerza externa sobre el objeto. Este comportamiento contrasta con
su propia vibración libre que se refiere a cualquier objeto que vibre naturalmente sin la
necesidad de fuentes externas.
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En este trabajo de tesis se presentan dos estudios separados sobre los efectos inducidos
por la radiación UV sobre muestras de piel animal. Cada uno de estos estudios se realizó
mediante el uso de una técnica holográfica en condiciones controladas: un estudio con la
técnica DHI sobre piel de cerdo y el otro estudio con la técnica TADHI sobre piel de ratón.
En el primer estudio se analizaron las variaciones en la rigidez de la piel de cerdo causadas
por la exposición a la radiación UV utilizando la holograf́ıa digital interferométrica. Se
utilizó un compartimiento de radiación UV para exponer las muestras de piel a diferentes
dosis de radiación. La holograf́ıa digital interferométrica proporcionó de forma precisa y
fiable el desplazamiento de la superficie de la muestra de piel que fue directamente relacio-
nado con su rigidez. Se propone un esquema matemático para medir la rigidez de la piel,
donde se considera la naturaleza anisotrópica y heterogénea de la piel, siendo estos los
principales problemas en el momento de medir la elasticidad. El esquema se basa en leyes
generalizadas y ecuaciones elásticas para medios anisotrópicos y no lineales. Los cálculos
de rigidez se realizaron utilizando los datos experimentales obtenidos con DHI, y los resul-
tados muestran un aumento considerable de la rigidez tras la aplicación de altas dosis de
UV, hecho que se puede interpretar como una reducción de su elasticidad. En el segundo
estudio se presenta la investigación sobre del comportamiento mecánico de muestras de
piel de ratón expuestas continuamente a dosis controladas de radiación UV. La novedad
de este estudio radica en el análisis de dos parámetros principales, la densidad de área
y la tensión por unidad de longitud que se ven afectados por la irradiación UV; estos
parámetros se calculan mediante un modelo matemático. La densidad de área se define
como la masa total del objeto dividida por el área total del objeto o la densidad promedio
multiplicada por el espesor promedio del objeto. La tensión por unidad de longitud es una
cantidad de fuerza ejercida en la superficie, perpendicular a una ĺınea también de unidad
de longitud. Puede entenderse como la tracción que ejerce la piel al intentar recuperar su
forma original. Estos parámetros son valiosos para estudiar los efectos del envejecimiento
de la piel porque muestran cambios significativos debido a la continua irradiación de UV.
Para el modelo matemático presentado en este estudio, se consideró la vibración forzada
para la cual se obtuvo una nueva solución. El método se basa en la obtención de patrones
de vibración mediante la técnica TADHI y el uso del modelo matemático propuesto para
la vibración forzada, para simular los patrones de vibración. Los resultados de este estudio
indican que la densidad del área disminuye continuamente con las dosis de irradiación en
contraposición a la tensión por unidad de longitud que aumenta continuamente. Este com-
portamiento podŕıa ser relevante para comprender la formación de arrugas y otros procesos
de envejecimiento de la piel. Finalmente, como se mostrará más adelante, los resultados
presentados concuerdan de manera precisa entre la teoŕıa matemática, las simulaciones y
las mediciones experimentales.

Este trabajo de tesis está estructurado de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se presentan
los conceptos generales, teoŕıas y modelos matemáticos utilizados en los estudios; en el
caṕıtulo 3 se presentan los principios matemáticos y los métodos usados en el uso de las
técnicas DHI y TADHI. En el caṕıtulo 4 se presenta el estudio de la rigidez de la piel; en el
caṕıtulo 5 se presenta el estudio del comportamiento mecánico de la piel bajo irradiación
continua de UV; y en seguida se presentan la discusión de resultados y las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa y conceptos generales

2.1. Teoŕıa general de la elasticidad

La teoŕıa general de la elasticidad en materiales describe como un sólido se mueve y de-
forma como respuesta a fuerzas externas. De esta teoŕıa se han desarrollado ecuaciones
que han sido fundamentales para entender el comportamiento elástico de muchos materia-
les. A continuación se explicará, a manera de introducción, las ecuaciones utilizadas para
desarrollar parte de este proyecto de tesis.

2.1.1. Ecuaciones importantes en la teoŕıa general de la elasti-
cidad

Para un medio elástico, la relación entre esfuerzos y deformaciones puede representarse
mediante la ley de Hooke generalizada, que es válida cuando se trata con deformaciones
infinitesimales (deformaciones mucho menores a las dimensiones del medio) a una tempe-
ratura fija. Esta ley está definida por la ecuación (2.1) [31]

σij = cijklεkl (2.1)

en donde se usa la notación indicial y la convención de suma de Einstein por simplicidad.
Las componentes σij representan el tensor de esfuerzos, las componentes εkl representan
el tensor de deformaciones y los elementos cijkl representan los coeficientes de proporcio-
nalidad entre esfuerzos y deformaciones, los cuales están relacionados con los módulos de
Young y Poisson en cada dirección. Estos coeficientes definen la rigidez de un medio o
material.

La importancia de la ecuación (2.1) reside en que el tensor de deformaciones está fuerte-
mente relacionado con el campo de desplazamientos del medio. Esta relación viene dada
por la ecuación (2.2) [32]
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εkl =
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
(2.2)

en donde las componentes uk, ul representan el campo de desplazamientos ~U = (u1, u2, u3)

y las componentes xl, xk representan los ejes coordenados ~X = (x1, x2, x3). Debido a esta
relación, es posible determinar indirectamente esfuerzos o constantes elásticas partiendo
de la determinación del campo de desplazamientos.

Por otra parte, en la misma teoŕıa de la elasticidad, existe un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales que describe el movimiento de un medio continuo y que es deriva-
do de leyes de conservación de masa y de movimiento. Este sistema de ecuaciones está
representado por la ecuación (2.3) [33]

ρ
∂2ui
∂t2

=
∂σij
∂xj

+ fi (2.3)

en donde ρ es la densidad del medio, t es el tiempo y fi representa las fuerzas externas
que actúan sobre el medio.

2.1.2. Matriz de rigidez

En la ecuación (2.1), los coeficientes cijkl representan los elementos de un tensor simétrico.
Para materiales completamente anisótropos, se requieren 21 elementos independientes de
este tensor. Estos elementos son conocidos como constantes elásticas. Por otro lado, tanto
el tensor de deformaciones como el tensor de esfuerzos son también simétricos y debido a
esto, para representar la relación de la ecuación (2.1), se suele emplear la notación


σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

 =


c11 c12 c13 c14 c15 c16
c12 c22 c23 c24 c25 c26
c13 c23 c33 c34 c35 c36
c14 c24 c34 c44 c45 c46
c15 c25 c35 c45 c55 c56
c16 c26 c36 c46 c56 c66




εx
εy
εz

γyz/2
γxz/2
γxy/2

 (2.4)

en donde σx,σy, σz, τyz, τxz y τxy son elementos del tensor de tensiones y εx, εy, εz, γyz, γxz
y γxy son elementos del tensor de deformaciones y los elementos cij son una contracción
de los elementos cijkl. Por otro lado, también se suele emplear la relación inversa de la
ecuación (2.4) dada por
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
εx
εy
εz

γyz/2
γxz/2
γxy/2

 =


s11 s12 s13 s14 s15 s16
s12 s22 s23 s24 s25 s26
s13 s23 s33 s34 s35 s36
s14 s24 s34 s44 s45 s46
s15 s25 s35 s45 s55 s56
s16 s26 s36 s46 s56 s66




σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

 (2.5)

La matriz que aparece en la ecuación (2.4) se conoce como matriz de rigidez, mientras que
la que aparece en la ecuación (2.5) se conoce como matriz de flexibilidad. Los elementos sij
de esta última matriz son coeficientes de proporcionalidad entre deformaciones y esfuerzos
que también están relacionados con módulos conocidos como el módulo de elasticidad de
Young, el módulo de corte y el coeficiente de Poisson.

Cuando existe un plano de simetŕıa elástica, el comportamiento del material es el mismo
en las direcciones perpendiculares al plano y el número de elementos independientes se
reduce a 13. Por ejemplo, si se tiene un plano de simetŕıa en el plano xy, la representación
de la ecuación (2.1) vendŕıa dada por


σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

 =


c11 c12 c13 0 0 c16
c12 c22 c23 0 0 c26
c13 c23 c33 0 0 c36
0 0 0 c44 c45 0
0 0 0 c45 c55 0
c16 c26 c36 0 0 c66




εx
εy
εz

γyz/2
γxz/2
γxy/2

 (2.6)

Para materiales isótropos, se tienen solo dos constantes independientes y la representación
de la ecuación (2.1) estaŕıa dada por


σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

 =


c11 c12 c12 0 0 0
c12 c11 c22 0 0 0
c12 c12 c11 0 0 0
0 0 0 c11 − c12 0 0
0 0 0 0 c11 − c12 0
0 0 0 0 0 c11 − c12




εx
εy
εz

γyz/2
γxz/2
γxy/2

 (2.7)

2.1.3. Elasticidad en una membrana

Una membrana elástica es un elemento estructural que se caracteriza por poseer un espesor
muy pequeño. Usualmente se trabaja con la superficie media en caso de membranas. Si un
objeto elástico tiene un espesor muy pequeño en comparación con sus otras dimensiones,
se podŕıa hablar de una simetŕıa elástica en el plano perpendicular al espesor. En este
caso, su matriz de rigidez vendŕıa dada por la matriz de la ecuación (2.6).

6



Suponiendo que el objeto es una membrana y sólo tiene desplazamientos muy pequeños
en el eje z, entonces la relación de la ecuación (2.1) podŕıa representarse como


σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

 =


c11 c12 c13 0 0 c16
c12 c22 c23 0 0 c26
c13 c23 c33 0 0 c36
0 0 0 c44 c45 0
0 0 0 c45 c55 0
c16 c26 c36 0 0 c66




0
0
1

γyz/2
γxz/2

0

 (2.8)

De esta forma, desarrollando las relaciones en la última ecuación, se tendŕıa

σx = c13 , σy = c23 , σz = c33 , τxy = c36 (2.9)

τyz = c44
γyz
2

+ c45
γxz
2

(2.10)

τxz = c45
γyz
2

+ c55
γxz
2

(2.11)

Retomando la ecuación (2.3), al desarrollar el sistema de ecuaciones se tendŕıa

∂τxz
∂z

= fx (2.12)

∂τyz
∂z

= fy (2.13)

ρ
∂2uz

∂t2
=
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+ fz (2.14)

Si se aplica la fuerza externa solo por un instante y se deja al sistema vibrar hasta retomar
su punto de equilibrio, la ecuación que representará el movimiento estará dada por

ρ
∂2uz

∂t2
=
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

(2.15)

Sustituyendo las relaciones de las ecuaciones (2.10) y (2.11), se tiene

ρ
∂2uz

∂t2
=

∂

∂x

(
c45
γyz
2

+ c55
γxz
2

)
+

∂

∂y

(
c44
γyz
2

+ c45
γxz
2

)
(2.16)

Haciendo uso de la definición de la ecuación (2.2), la ecuación anterior se puede reescribir
como
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ρ
∂2uz

∂t2
=

∂

∂x

(
c45
4

∂uz
∂y

+
c55
4

∂uz
∂x

)
+

∂

∂y

(
c44
4

∂uz
∂y

+
c45
4

∂uz
∂x

)
(2.17)

Para un material ideal, los elementos cijkl son constantes en todo punto del material, sin
embargo, para algunos materiales estos coeficientes pueden variar de un punto a otro.
Tomando esto en consideración, la ecuación anterior tomaŕıa la forma

ρ
∂2uz
∂t2

= czxxz
∂2uz
∂x2

+ czyyz
∂2uz
∂y2

+ 2czxyz
∂2uz
∂y∂x

+ cx
∂uz
∂x

+ cy
∂uz
∂y

(2.18)

en donde czxxz = c55/4, czyyz = c44/4 y czxyz = c45/4 son los respectivos módulos de
rigidez que proveen una medida de la rigidez local en la dirección z. Los coeficientes
cx = ∂czxxz

∂x
+ ∂czxyz

∂y
y cy = ∂czxyz

∂x
+ ∂czyyz

∂y
representan las variaciones de los módulos de

rigidez con respecto a su posición. En la ecuación (2.18), el campo de desplazamientos
define a una superficie cuyas amplitudes en cada punto son dependientes del tiempo.
Sin embargo, los coeficientes no dependen del tiempo, éstos deben permanecer constantes
mientras no cambien las propiedades elásticas del material. Bajo esta situación, es posible
construir el sistema de ecuaciones dada por

ρ∂
2
ttu

(1)
z

...

ρ∂2ttu
(5)
z

 =

∂
2
xxu

(1)
z ∂2yyu

(1)
z . . . ∂yu

(1)
z

...
...

. . .
...

∂2xxu
(5)
z ∂2yyu

(5)
z . . . ∂yu

(5)
z



czxxz
czyyz

...
cy

 (2.19)

en donde los números sobrescritos en paréntesis representan un campo de desplazamientos
a un tiempo t1, t2, etc.; ∂i significa derivada parcial con respecto a la variable i y ∂2ij
representa la segunda derivada parcial con respecto a las variables i,j. De esta forma, los
módulos de rigidez pueden obtenerse resolviendo el sistema de ecuaciones. La solución se
encuentra para campos de desplazamiento independientes que a su vez requieren una gran
cantidad de campos de desplazamiento, para los cuales se puede llevar a cabo un análisis
estad́ıstico con el objetivo de obtener mejores aproximaciones.

2.2. Vibración inducida en una membrana circular

La relación entre movimiento, oscilación y vibración podŕıa entenderse de la siguiente
manera: toda vibración es una oscilación y toda oscilación es un movimiento. Sin embargo,
no todo movimiento es una oscilación y no toda oscilación es una vibración. Por ejemplo,
podemos entender que un auto se mueve, pero no oscila y un péndulo oscila, pero no vibra.
Mientras es entendible que no todo movimiento es una oscilación, la diferencia entre los
conceptos de vibración y oscilación se encuentra en la enerǵıa. En las oscilaciones, en
general, hay conversión de enerǵıas cinética en potencial gravitatoria y viceversa, mientras
que en las vibraciones hay intercambio entre enerǵıa cinética y enerǵıa potencial elástica.
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Para hablar de vibración de un sistema mecánico es necesario que aparezca la enerǵıa
de deformación o la enerǵıa potencial elástica. La siguiente sección tiene como objetivo
establecer los fundamentos matemáticos que se usaron en este trabajo para determinar la
deformación de una membrana circular elástica bajo una vibración forzada.

2.2.1. Uso de la vibración forzada

Para llevar a cabo la holograf́ıa digital interferométrica de tiempo promedio, técnica de la
cual se habla en el caṕıtulo 3, se suele utilizar la vibración de objetos como placas, mem-
branas o cualquier otro material que tenga la capacidad de vibrar. La vibración usualmente
es inducida por medio de fuerzas externas como, por ejemplo, un altavoz. En este caso,
cuando la vibración se induce por medio de fuerzas externas, se dice que la vibración es
forzada [29,30], el objeto está originalmente en reposo y la vibración comienza cuando se
le aplica la fuerza externa. A diferencia con este tipo de vibración, en la vibración libre el
objeto vibra naturalmente sin la necesidad de una fuerza externa.

En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de soluciones exactas para la vibra-
ción libre de objetos con distintas geometŕıas y con distintas condiciones de amortigua-
miento, por ejemplo, léase la referencia [34]. Por el contrario, para la vibración forzada
es menos común encontrar soluciones exactas debido a la complejidad matemática que se
maneja en esos problemas. En las referencias [35, 36], se muestran un par de soluciones
que, aunque no son completamente adecuadas para el modelo utilizado en este trabajo,
sirvieron de ayuda para la resolución. A continuación, se desarrolla una solución para la
vibración forzada de una membrana circular.

2.2.2. Solución de la vibración forzada en una membrana circu-
lar

Considérese una membrana circular isotrópica sujeta por sus bordes a una tensión unifor-
me, β, cuya posición de equilibrio se encuentra en el plano z = 0, y que cuenta con un
factor de amortiguamiento γ. El radio y la densidad superficial de la membrana son R
y ρs, respectivamente. Supóngase que la membrana se somete a una presión dependiente
del tiempo que puede describirse matemáticamente como q0sin(ωt), en donde q0 es una
presión por unidad de área constante, ω es una frecuencia angular y t es el tiempo. En-
tonces, matemáticamente, el problema a resolver viene dado por la ecuación diferencial en
coordenadas polares

ρs
∂2uz
∂t2

= β

(
∂2uz
∂r2

+
1

r

∂uz
∂r

)
− γ ∂uz

∂t
+ q0sin (ωt) , 0 < r < R , t > 0 (2.20)

en donde r =
√
x2 + y2. Esta ecuación debe estar sujeta a las condiciones iniciales
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uz(r, 0) = 0 ,
∂uz
∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (2.21)

y el requerimiento

uz(R, t) = 0 , t > 0 (2.22)

El requerimiento de la ecuación (2.22) significa, f́ısicamente, que la membrana permanece
fija por su borde en todo instante. Si se aplica una transformada de Laplace sobre la
variable t, tomando en cuenta las propiedades de la transformada de Laplace, el problema
se transforma en

r2
dU(r, s)

dr
+ r

dU(r, s)

dr
−
(

(ξsr)2 +
γr2s

β

)
U(r, s) = −q0

β

ωr2

s2 + ω2
, 0 < r < R (2.23)

bajo las condiciones iniciales

U(R, 0) = 0 , U(r, s) finito cuando r → 0 (2.24)

y en donde ξ y s están definidos en las ecuaciones

ξ2 =
ρs
β

, U(r, s) =

∫ ∞
0

uz(r, t)e
−stdt (2.25)

La solución general para el problema de la ecuación (2.23) viene dada por

U(r, s) = AI0

(
r

√
ξ2s2 +

γs

β

)
+BK0

(
r

√
ξ2s2 +

γs

β

)
+

q0
(ρss2 + γs)

ω

(s2 + ω2)
(2.26)

en donde A,B son constantes arbitrarias y las funciones I0,K0 se conocen como funciones
modificadas de Bessel de primera y segunda especie, respectivamente. La función K0 tien-
de a infinito cuando r → 0 y por tanto B tiene que ser igual cero pues la solución está
restringida por las condiciones de la ecuación (2.24). La condición restante indica simple-
mente que la membrana está fija por su borde. Aplicando estas condiciones en la ecuación
(2.26), se obtuvieron los coeficientes indeterminados, A y B, dados por la ecuación (2.27)

A = − q0
(ρss2 + γs)

ω

(s2 + ω2)

1

I0

(
R
√
ξ2s2 + γs

β

) , B = 0 (2.27)
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Con esto, la solución se puede reescribir como

U(r, s) =
q0

(ρss2 + γs)

ω

(s2 + ω2)

1−
I0

(
r
√
ξ2s2 + γs

β

)
I0

(
R
√
ξ2s2 + γs

β

)
 (2.28)

El siguiente paso es aplicar la transformada inversa de Laplace en la ecuación (2.28) para
obtener la solución deseada, i.e.,

uz(r, t) =
1

2π

∫ ∞
0

U(r, s)estds

=
1

2π

∫ ∞
0

q0e
st

(ρss2 + γs)

ω

(s2 + ω2)

1−
I0

(
r
√
ξ2s2 + γs

β

)
I0

(
R
√
ξ2s2 + γs

β

)
 ds (2.29)

Pueden existir muchos métodos para resolver el problema de la ecuación (2.29), sin em-
bargo, en este trabajo se resolvió usando el teorema de los residuos. La obtención de la
solución, más que complicada, es muy laboriosa, por lo que se omitirán algunos pasos.

La ecuación (2.29) se compone de dos integrales, la primera es

1

2π

∫ ∞
0

[
q0e

st

(ρss2 + γs)

ω

(s2 + ω2)

]
ds (2.30)

que tiene como resultado

q0e
iωt

2i (iωγ − ω2ρs)
+

q0e
−iωt

2i (iωγ + ω2ρs)
(2.31)

La segunda integral está dada por

1

2π

∫ ∞
0

I0

(
r
√
ξ2s2 + γs

β

)
I0

(
R
√
ξ2s2 + γs

β

) q0e
st

(ρss2 + γs)

ω

(s2 + ω2)
ds (2.32)

y su solución está dada por
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q0e
iωt

2i (iωγ − ω2ρs)

J0

(
r
√
ξ2ω2 − i γ

β
ω
)

J0

(
R
√
ξ2ω2 − i γ

β
ω
) +

q0e
−iωt

2i (iωγ + ω2ρs)

J0

(
r
√
ξ2ω2 + i γ

β
ω
)

J0

(
R
√
ξ2ω2 + i γ

β
ω
)

− 2q0
ρsω2

∞∑
n=0

Kn
J0

(
µnr
R

)
J1(µn)

sin

√µn2 −
(
ξγR

2ρs

)2
t

ξR
+ ψ


(2.33)

en donde las funciones Kn y ψ vienen dadas por las siguientes ecuaciones

Kn =
2 (ξωR)3 e−

γt
2ρs

µn

√
µn2 −

(
ξγR
2ρs

)2√
((ξωR)2 − µn2) +

(
ξ2R2ωγ
ρs

)2 (2.34)

ψ = atan


ξγR
ρs

√
µn2 −

(
ξγR
2ρs

)2
((ξωR)2 − µn2) +

(
ξ2R2ωγ
ρs

)2
 (2.35)

Las funciones J0 y J1 representan las funciones de Bessel de orden cero y primer orden,
respectivamente. µn representa la n-ésima ráız positiva de J0, i.e., los valores para los
cuales se cumple que J0(µn) = 0. Entonces, la solución exacta de la ecuación diferencial
dada en la ecuación (2.20) bajo las condiciones de las ecuaciones (2.21) y (2.22), se puede
escribir como

uz (r, t) =
q0

2ρsω
2|z|

(
J0(ξωr|z|1/2e−iϕ/2)
J0(ξωR|z|1/2e−iϕ/2)

− 1

)
ei(ωt+ϕ−π/2)

+
q0

2ρsω
2|z|

(
J0(ξωr|z|1/2eiϕ/2)
J0(ξωR|z|1/2eiϕ/2)

− 1

)
e−i(ωt+ϕ−π/2)

− 2q0
ρsω2

∞∑
n=0

Kn
J0

(
µnr
R

)
J1(µn)

sin

√µn2 −
(
ξγR

2ρs

)2
t

ξR
+ ψ


(2.36)

en donde

|z| =

√
1 +

(
γ

ωρs

)2

, ξ2 =
ρs
β

y ϕ = atan

(
γ

ωρs

)
(2.37)

En esta ecuación, |z| representa la impedancia mecánica. La ecuación (2.36) fue utilizada
para simular algunos patrones de vibración que se obtuvieron por medio de holograf́ıa
digital interferométrica de tiempo promedio.
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2.2.3. Significado f́ısico de las variables en la vibración forzada

En la ecuación (2.36) intervienen una gran cantidad de variables de las cuales la mayoŕıa
pueden ser f́ısicamente medibles con relativa facilidad. En esta subsección, se le da una
interpretación f́ısica a cada variable y se exponen sus posibles formas de medición.

Tal vez las variables más fáciles de medir son el tiempo, t, y el radio de la membrana, R.
Mientras que t representa simplemente al tiempo, R representa al radio del soporte circular
que fija la membrana por sus bordes. De hecho, la membrana debe tener un radio mayor
a R para que pueda fijarse al soporte circular. Una posible forma para fijar la membrana
se explica en la sección 5.1.1. Las variables R y t son relativamente fáciles de medir con
instrumentos precisos como un cronómetro y un Vernier.

Las variables q0 y ω son los parámetros de la fuerza externa la cual fue establecida como
una onda acústica sinusoidal generada por un altavoz. q0 representa la presión por unidad
de área que ejerce la fuerza externa sobre la membrana. Esta variable se puede medir
con un sonómetro que mide la presión sonora, sobre una determinada posición, en dB.
El valor en dB puede ser convertido después a Pa, pues es la unidad utilizada en este
trabajo. La variable ω representa la frecuencia angular de la señal sinusoidal estimuladora.
Es importante mencionar aqúı que esta frecuencia angular no es la frecuencia exacta de
vibración de la membrana, solo representa la frecuencia angular de la señal estimuladora.
Esta variable, más que medida, debe ser establecida desde un generador de funciones el
cual env́ıa la señal al altavoz. También es importante mencionar que es posible que desde
el generador de funciones solo se pueda establecer una frecuencia espacial, ν, sin embargo,
se puede hacer uso de la relación ω = 2πν.

La variable ρs representa la densidad de área de la membrana. Esta variable puede definirse
de dos maneras: ρs = m

A
y ρs = ρ · l, donde m es la masa total de la membrana, A es el

área total de la membrana, ρ es la densidad media y l es el espesor medio de la membrana.
Cada una de estas variables puede ser f́ısicamente medidas con facilidad.

Las variables γ y β son cantidades no fáciles de medir. γ representa al factor de amorti-
guamiento y es el responsable de que el movimiento de la membrana tenga una amplitud
máxima. Una forma de medir esta variable es mediante un análisis de vibraciones para de-
terminar la máxima amplitud y, aśı, establecer un rango aceptable de valores. La variable
β representa la tensión por unidad de longitud a la cual está sujeta la membrana. Esta
variable es de especial interés para este trabajo debido a que sufre una variación cuando
se expone la piel a la radiación UV (en el rango del UV cercano). En este estudio, esta
variable se determinó con base holograf́ıa digital de promedio temporal y simulaciones
numéricas, como se describe en el caṕıtulo 5.

En cuanto a la variable ξ, ésta viene definida por las variables ρs y β, mencionadas arriba.
Esta variable tiene unidades inversas a la velocidad, es decir, el producto ξωR es adimen-
sional. Conforme este producto se aproxima a un valor, µn, tal que J0(µn) = 0, la amplitud
del campo de desplazamientos uz (r, t) incrementa. Si el factor de amortiguamiento fuera
igual a cero, la función uz (r, t) se volveŕıa indeterminada en aquellos valores para los cua-
les ξωR = µn. Es por tanto necesaria la inclusión del factor de amortiguamiento en esta
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teoŕıa, puesto que en la práctica nunca se alcanza esa indeterminación.
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Caṕıtulo 3

Holograf́ıa digital interferométrica y
holograf́ıa digital interferométrica de
tiempo promedio

3.1. Holograf́ıa digital interferométrica

Como se menciona en la introducción, la holograf́ıa digital interferométrica es una técnica
óptica no destructiva bien documentada que se ha utilizado con éxito en el estudio de
deformaciones mecánicas y en una amplia variedad de aplicaciones. En esta sección se
desarrolla el principio matemático de la holograf́ıa digital interferométrica usando doble
exposición.

3.1.1. Principio matemático

Supóngase un objeto que es iluminado como se muestra en la Figura 3.1. La luz esparcida
por el objeto pasa por una lente para formar una imagen del mismo en el sensor CCD,
y suele llamarse haz objeto. El otro haz suele llamarse haz de referencia y se coloca a un
pequeño ángulo con respecto al haz objeto para introducir una frecuencia portadora.
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Figura 3.1: Esquema de un sistema DHI básico.

Para el caso de una onda monocromática considerando que se propaga en un medio
isotrópico, homogéneo, lineal, no dispersivo y no magnético, matemáticamente, el haz
de referencia puede ser convenientemente expresado como

Er (x, y) = Ar (x, y) e−2πi(fxx+fyy) (3.1)

en donde Ar es su amplitud compleja y (fx, fy) es la frecuencia portadora. Por otro lado,
el haz objeto puede ser expresado como

Eo (x, y, t) = Ao (x, y) eiϕ(x,y) (3.2)

en donde Ao es su amplitud compleja y ϕ es la fase óptica. La superposición de los dos
haces, ET , y la intensidad en el plano del sensor de la CCD, I, pueden expresarse como

ET (x, y, t) = Aoe
iϕ(x,y) + Are

−2πi(fxx+fyy) (3.3)

I (x, y) = A2
o + A2

r + Ao
∗Are

−2πi(fxx+fyy)−iϕ(x,y) + AoAr
∗e2πi(fxx+fyy)+iϕ(x,y) (3.4)

en donde * denota el complejo conjugado de Ao y Ar. Por simplicidad, es posible reescribir
la última ecuación de la forma

I (x, y, t) = a(x, y) + c∗(x, y)e−2πi(fxx+fyy) + c(x, y)e2πi(fxx+fyy) (3.5)

en donde los términos a y c están dados por
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a (x, y) = A2
o + A2

r (3.6)

c (x, y) = AoAr
∗eiϕ(x,y) (3.7)

Teniendo en cuenta que la transformada integral de Fourier en dos dimensiones está defi-
nida por

H(k, w) =

∫∫ ∞
−∞

h(x, y)e−2πi(kx+wy)dxdy (3.8)

cuando se aplica esta transformada a la ecuación (3.5), se obtiene

F{I (x, y)} = A (f0x, f0y) + C∗ (f0x − fx, f0y − fy) + C (f0x + fx, f0y + fy) (3.9)

en donde A y C son las transformadas de Fourier de a (x, y) y c (x, y), respectivamente.
Los términos a la derecha de la ecuación (3.9) están representados gráficamente en dos
dimensiones en la Figura 3.2 a). La Figura 3.2 b) representa un perfil diagonal de la Figura
3.2 a), justo por el centro de los lóbulos. La Figura 3.2 c) es una imagen real del valor
absoluto de la ecuación (3.9). El primer término a la derecha de la ecuación (3.9), A, es el
denominado orden cero de difracción. El tercer término, C, contiene toda la información
del haz objeto y es de especial interés en el uso de esta técnica. El segundo término,
C∗, contiene la información del complejo conjugado del haz objeto. Los términos C y C∗

contienen la misma información de fase, pero con signo contrario.

Figura 3.2: a) Representación esquemática en dos dimensiones del valor absoluto de la
ecuación (3.9). b) Representación esquemática de un perfil diagonal por el centro de los
lóbulos de la figura a). c) Imagen real del valor absoluto de la ecuación (3.9).

17



Con la intención de obtener la información de fase del haz objeto, es necesario realizar una
operación para extraer la función C y centrarla en el espectro de frecuencias. Matemáti-
camente, esto se puede expresar de la siguiente forma

B(fx, fy)⊗ F{I (x, y)} = C (f0x, f0y) (3.10)

en donde la función B (fx, fy) actúa como un filtro en dos dimensiones y el śımbolo ⊗
representa una multiplicación directa. Un ejemplo gráfico se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Representación: a) esquemática y real b) de la extracción y filtrado de la
función C. Lo que se observa en la imagen b) es el valor absoluto de la ecuación (3.10).

El paso siguiente consiste en aplicar la transformada inversa de Fourier a la ecuación
(3.10), obteniendo como resultado

F−1{B(fx, fy)⊗ F{I (x, y)}} = c (x, y) (3.11)

Como se puede observar, el resultado contiene toda la información deseada del haz objeto.
La fase, ϕ, puede extraerse a partir de la función c por medio de la operación

ϕ (x, y) = arctan

(
Im [c (x, y)]

Re [c (x, y)]

)
(3.12)

Tomando en cuenta que c es una función compleja.
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3.1.2. Relación entre diferencia de fase y campo de desplaza-
mientos

El proceso de obtención de fase puede realizarse en dos estados del objeto: un estado inicial
o de referencia, con el objeto sin ningún tipo de perturbación, y un estado con el objeto
deformado. Las fases pueden definirse como ϕ0 y ϕd para los estados inicial y deformado,
respectivamente. La diferencia entre estas fases está directamente relacionado al campo
de desplazamientos, ~U , por medio de la ecuación

∆ϕ (x, y) = ϕd (x, y)− ϕ0 (x, y) = ~k · ~U (3.13)

en donde ~k = (kx, ky, kz) es el vector de sensitividad [37] que depende de la longitud de
onda utilizada y de la localización de algunos componentes del arreglo como: el objeto, el
sensor CCD y los haces que se usan para la iluminación. La última ecuación puede tomar
valores en el intervalo [−π, π] conformando un mapa de fase módulo 2π. Debido a esto, la
fase se encuentra indefinida en los múltiplos aditivos de 2π y por tanto es necesario llevar
un proceso llamado “desenvolvimiento” (phase unwrapping) para que el mapa de fase
sea continuo. Para este proceso se conocen diferentes algoritmos disponibles en paquetes
comerciales como MATLAB R©.

Manualmente, la diferencia de fase entre el objeto deformado y el objeto no deformado se
calcula de la siguiente forma:

∆ϕ =

{
ϕd − ϕ0 si ϕd ≥ ϕ0

ϕd − ϕ0 + 2π si ϕd < ϕ0

, (3.14)

La ecuación (3.13) es muy importante cuando se trabaja con objetos que sufren pequeñas
deformaciones, a partir de esta relación es posible determinar un campo de deformaciones
y relacionarlo con fracturas o esfuerzos.

3.1.3. Separación de las componentes del campo de desplaza-
mientos

Si se ilumina el objeto desde tres posiciones distintas, se puede obtener una diferencia de
fases para cada posición del haz. Alternativamente, un solo haz puede dividirse en tres
partes y colocarlas en distintas posiciones o se pueden utilizar tres distintas fuentes de
iluminación en diferentes posiciones. La información de los desplazamientos será la misma
para cada diferencia de fase obtenida desde diferentes posiciones de la iluminación, como se
muestra en la Figura 3.4. La única diferencia estará contenida en el vector de sensitividad,
debido a que depende de la posición de los haces objeto y referencia.
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Figura 3.4: Iluminación en DHI: a) utilizando tres longitudes de onda distintas y b) utili-
zando una sola longitud de onda.

Suponiendo que los vectores de sensitividad para tres posiciones de iluminación distintas
son ~k1, ~k2 y ~k3, las respectivas diferencias de fase estaŕıan dadas por

∆ϕi = ~ki · ~U para i = 1, 2, 3 (3.15)

Esta ecuación se puede expresar de forma matricial de la forma

∆ϕ1

∆ϕ2

∆ϕ3

 =

k1x k1y k1z
k2x k2y k2z
k3x k3y k3z

uxuy
uz

 (3.16)

Dada esta relación, es posible separar las componentes del campo de desplazamientos al
invertir la matriz de los vectores de sensitividad de tal forma que

uxuy
uz

 =

k1x k1y k1z
k2x k2y k2z
k3x k3y k3z

−1∆ϕ1

∆ϕ2

∆ϕ3

 (3.17)

Este método es usualmente conocido como 3D-DHI [38] y se ha usado en distintos trabajos
de investigación, por ejemplo, léase las referencias [39, 40].
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3.2. Holograf́ıa digital interferométrica de tiempo pro-

medio

A diferencia de la holograf́ıa digital interferométrica, en la holograf́ıa digital interferométri-
ca de tiempo promedio se graban hologramas con una exposición de iluminación prolon-
gada mientras que el objeto se encuentra en un proceso dinámico. Con esta técnica no se
obtiene la fase directamente, lo que se obtiene es un patrón de franjas, el cual depende
fuertemente de la dinámica de los desplazamientos. Esta caracteŕıstica ha sido de utilidad
en diversos trabajos de investigación que se centran en la determinación de patrones vi-
bratorios en diferentes materiales, por ejemplo, en las referencias [41–49]. En la siguiente
sección se desarrolla el principio matemático en el cual esta técnica está basada.

3.2.1. Principio matemático

De la misma forma que en la holograf́ıa digital interferométrica, en esta técnica se co-
mienza con la definición del haz de referencia. Para el caso de una onda monocromática
considerando que se propaga en un medio isotrópico, homogéneo, lineal, no dispersivo y
no magnético, el haz de referencia está dado por la ecuación

Er (x, y) = Ar (x, y) e−2πi(fxx+fyy) (3.18)

mientras que el haz objeto estaŕıa dada por

Eo (x, y, t) = Ao (x, y) ei
~k·~U(x,y,t) (3.19)

A diferencia de la definición de la sección anterior, en esta última ecuación los desplaza-
mientos dependen del tiempo, t. Para cualquier instante de tiempo, la superposición de
los dos haces vendŕıa dada por

ET (x, y, t) = Aoe
i~k·~U(x,y,t) + Are

−2πi(fxx+fyy) (3.20)

mientras que la intensidad, de igual manera en cada instante de tiempo, pude escribirse
matemáticamente como

I (x, y, t) = A2
o + A2

r + Ao
∗Are

−2πi(fxx+fyy)−i~k·~U(x,y,t) + AoAr
∗e2πi(fxx+fyy)+i

~k·~U(x,y,t) (3.21)

Sin embargo, el proceso de grabado en esta técnica se lleva a cabo con un tiempo de expo-
sición, τ , prolongado por ejemplo en comparación con la duración del ciclo de vibración.
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De esta forma, la intensidad grabada en el sensor será el promedio en el tiempo de la
ecuación (3.21). Esta intensidad puede ser escrita matemáticamente como

IT (x, y) =
1

τ

∫ τ

0

I (x, y, t) dt

= a (x, y) + c (x, y) e2πi(fxx+fyy) + c∗ (x, y) e−2πi(fxx+fyy)
(3.22)

en donde las funciones a (x, y) y c (x, y) estarán dadas por

a (x, y) = A2
o + A2

r (3.23)

c (x, y) = AoAr
1

τ

∫ τ

0

ei
~k·~U(x,y,t)dt (3.24)

La ecuación (3.22) representa a un holograma digital de tiempo promedio: si se le aplica
una transformada de Fourier se obtendrá el mismo resultado de la Figura 3.2 que consiste
en tres lóbulos separados de acuerdo con la ecuación

F{IT (x, y)} = A (f0x, f0y) + C (f0x + fx, f0y + fy) + C∗ (f0x − fx, f0y − fy) (3.25)

La información deseada en la última ecuación está contenida en la función C, es por tanto
necesario realizar una operación para extraerla y centrarla en el espectro de frecuencias.
Para esto se aplica un filtro, B (fx, fy), de tal forma que

B(fx, fy)⊗ F{IT (x, y)} = C (f0x, f0y) (3.26)

y aplicando una transformada inversa de Fourier el resultado será

F−1{B(fx, fy)⊗ F{IT (x, y)}} = c (x, y) (3.27)

Como se puede observar en la ecuación (3.24), la función c (x, y) está compuesta por dos
partes: las amplitudes, A0 y Ar, de los haces utilizados para la iluminación del objeto y el
haz de referencia, y por una función que suele definirse como

M (x, y) =
1

τ

∫ τ

0

ei
~k·~U(x,y,t)dt (3.28)

Las amplitudes de los haces objeto y referencia le dan un cambio de contraste a la función
M (x, y) y normalmente se suele tomar un holograma de referencia para eliminar estos
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términos. Esta última ecuación es conocida como función caracteŕıstica y representa el
patrón de franjas obtenido como una matriz de ṕıxeles.

3.2.2. Función caracteŕıstica

Como se mencionó al inicio de la sección, el patrón de franjas representado por la función
caracteŕıstica depende fuertemente de la dinámica de los desplazamientos. En algunos ca-
sos, tanto el vector de sensitividad como el campo de desplazamientos pueden aproximarse
por ~k ≈ (0, 0, kz) y ~U = (0, 0, uz). En estos casos, la función caracteŕıstica se reduce a

M (x, y) =
1

τ

∫ τ

0

eikzuz(x,y,t)dt (3.29)

Si los desplazamientos dependientes del tiempo describen un movimiento sinusoidal, o si
fuese posible aproximarlos por uz (x, y, t) ≈ uz (x, y) sin (ω0t), la función M(x, y) podŕıa
reescribirse como

M (x, y) =
1

τ

∫ τ

0

eikzuz(x,y)sin(ω0t)dt (3.30)

en donde los desplazamientos uz (x, y) serán independientes del tiempo, mientras que ω0

seŕıa la frecuencia angular del movimiento.

Por otra parte, es necesario tomar en cuenta que el tiempo de exposición puede expresarse
como

τ = NT + t0 (3.31)

en donde NT representa un número entero, N , de periodos cubiertos por el tiempo de
exposición mientras que t0 es la duración del último periodo incompleto, también cubierto
por el tiempo de exposición. Entonces, la ecuación (3.30) se puede reescribir como

M (x, y) =
1

NT + t0

∫ NT+t0

0

eikzuz(x,y,)sin(ω0t)dt

=
NT

NT + t0

1

2π

∫ 2π

0

eikzuz(x,y,)sin(θ)dθ +
T

NT + t0

1

2π

∫ ω0t0

0

eikzuz(x,y,)sin(θ)dθ

(3.32)

en donde θ = ω0t. De esta última ecuación, se puede deducir que cuando ω0τ � 1, la
función M(x, y) podrá aproximarse como
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M (x, y) ≈ 1

2π

∫ 2π

0

eikzuz(x,y,)sin(θ)dθ = J0 (|kzuz|) (3.33)

en donde J0 es la función de Bessel de orden cero. En este punto, se puede afirmar que la
función caracteŕıstica converge a J0 cuando sea posible expresar el desplazamiento depen-
diente del tiempo como uz (x, y, t) = uz (x, y) sin (ω0t) y cuando ω0τ � 1. Sin embargo,
en la siguiente sección se verá que, en el caso de una vibración forzada de membranas
circulares, estas condiciones no siempre se cumplen. Por este motivo, en este trabajo de
Tesis se trabajó directamente con la ecuación (3.29) en vez de la función de Bessel de
orden cero.

3.2.3. Simulación de patrones TADHI

La función caracteŕıstica definida en la ecuación (3.29) se puede aproximar idealmente a
una función de Bessel de orden cero, como se muestra en la sección 3.2.2. Sin embargo,
para esta aproximación es necesario que uz (r, t) ≈ uz (r) sin (ω0t), siendo ω0 la frecuencia
angular de la vibración o desplazamiento de la membrana. Como se puede ver en la sección
2.2.2, en el caso de una vibración forzada, la función uz (r, t) no representa un movimiento
puramente sinusoidal y no seŕıa conveniente usar la aproximación anterior para simular
patrones de vibración obtenidos experimentalmente con TADHI en donde la vibración es
inducida por medio de una onda acústica sinusoidal.

En este trabajo de Tesis, la simulación se realizó mediante la aproximación numérica de la
integral definida en la ecuación (3.29) y usando la definición de uz (r, t) dada por la ecua-
ción (2.36). Esta representación numérica, define con exactitud a los patrones de franjas
obtenidos experimentalmente, en contraste con las simulaciones en donde se aproxima la
función de Bessel de orden cero. La diferencia entre ambos enfoques está tanto en la po-
sición como en el contraste de las franjas obscuras y brillantes. Además, el enfoque de la
aproximación numérica tiene la ventaja de contar con variables que son medibles y que
ayudan a determinar una amplitud de desplazamientos uz (r, t) para cada instante, a di-
ferencia del otro enfoque para el cual seŕıa necesario proponer una amplitud aproximada
para uz (r, t).
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Caṕıtulo 4

Estudios sobre cambios de la rigidez
de piel porcina al ser expuesta a
radiación UV

4.1. Procedimiento experimental

Una vez comprendidos los principios matemáticos que se definen para una membrana
en la teoŕıa general de la elasticidad, este estudio bien puede extenderse para objetos
biológicos sujetos a vibraciones como es el caso de la piel, que es el objetivo de esta tesis.
A continuación describiremos el procedimiento experimental y demás secciones relativas
al arreglo experimental utilizado y preparación de las muestras

4.1.1. Arreglo experimental y adquisición de hologramas

El arreglo experimental se muestra esquemáticamente en la Figura 4.1. Se utilizó un haz
láser con una longitud de onda de 532 nm y una potencia máxima de salida de 1.5 W . Este
láser fue dividido en dos haces, objeto y referencia, por medio de un divisor (D) y cada haz
fue acoplado a una fibra óptica monomodo (FO1 y FO2). La fibra óptica, FO1, se colocó a
un pequeño ángulo α con respecto al eje z con la finalidad de iluminar la muestra. El haz
de la fibra óptica, FO2, se dirigió hacia un divisor de haz que reflejó el 50 % de la intensidad
hacia una cámara CCD (pco.pixelfly qe @ 1392x1024 pixels, the Cooke Corporation). Se
utilizó una lente (L) con una distancia focal de 4.5 cm y una apertura (A) frente a esta
lente para recoger la luz esparcida por la superficie de la muestra. Se utilizó un generador
de funciones, AFG 3102 Tektronix, para controlar el voltaje suministrado a un altavoz que
transmite el sonido a la muestra. La señal estimuladora fue configurada como una onda
sinusoidal con 1.3 kHz de frecuencia espacial que presentó una presión de sonido de 93
dB SPL (0.893 Pa). Esta presión fue suficiente para inducir desplazamientos sobre el eje
z (desplazamientos normales a la superficie de la muestra).
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Figura 4.1: Visualización esquematizada del arreglo experimental DHI.

El resultado de la superposición de los haces, objeto y referencia, en el sensor CCD es
un patrón de franjas descrito matemáticamente por la ecuación (3.5) a partir del cual,
utilizando el procedimiento descrito en la sección 3.1, se obtiene la información del mapa
de fase. En la Figura 4.2 se muestra un ejemplo de los hologramas registrados para una
muestra de piel de cerdo y su respectivo mapa de fase.

Figura 4.2: Holograma después a) y antes b) de la presión del sonido; c) Mapa de fase
obtenido mediante el procedimiento descrito en la sección 3.1.

La adquisición de hologramas se realizó mediante sincronización entre el sensor CCD y el
generador de funciones. Primero, se analizó el comportamiento vibratorio de cada muestra
registrando una serie de hologramas consecutivos. A continuación, se configuró el genera-
dor de funciones para que se enviara una señal de disparo (paralela a la señal enviada al
altavoz) a la cámara CCD, mientras que la cámara CCD se acondicionó para grabar un
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holograma después de cada señal de disparo. Para cada muestra, se registraron diferentes
hologramas utilizando la señal de activación y el proceso se repitió en condiciones expe-
rimentales idénticas con el fin de analizar estad́ısticamente los resultados. Las derivadas
parciales en la ecuación (2.19) se obtuvieron mediante la diferenciación numérica del cam-
po de desplazamiento resultante dado por la ecuación (3.13). Las derivadas con respecto al
tiempo se calcularon utilizando diferencias en los desplazamientos entre la adquisición de
hologramas consecutivos y los peŕıodos de tiempo. La manipulación de los datos se realizó
mediante métodos numéricos convencionales y procesamiento digital de imágenes.

4.1.2. Preparación de las muestras de piel

Se prepararon seis muestras de piel porcina con las mismas dimensiones geométricas:
25 mm × 25 mm × 1 mm, extrayendo la mayor parte de la hipodermis utilizando un
bistuŕı quirúrgico. La piel de cerdo utilizada en este estudio se obtuvo de un mayorista
local dentro de las cuatro horas posteriores al sacrificio del animal. El peso del cerdo era
de 70± 10 kg y las muestras de piel se extrajeron de su región dorsal.

En un estudio llevado a cabo por Ranamukhaarachchi et al. [50], se establece que la
piel porcina fresca a una alta humedad relativa (HR) tiene propiedades mecánicas más
comparables a la piel humana fresca. Las medidas de rigidez se realizaron a 20◦C (80 %
de HR) y dos horas después de que se obtuvo la piel porcina. Las muestras de piel se
sujetaron a un soporte con un orificio rectangular de 2 cm×2 cm, con un altavoz colocado
detrás de éste, pero sin contacto. Utilizando DHI, se midieron los coeficientes de rigidez
de la piel de las muestras antes y después de envejecer en el compartimiento de radiación
8 mW/cm2 UVA, 8 mW/cm2 UVB y 10 mW/cm2 UVC durante peŕıodos de 3 minutos.
La cantidad de radiación UV que reciben las muestras es mucho mayor que la cantidad
recomendada que recibe una persona del sol en un d́ıa promedio (entre 10 y 60 minutos
según el tipo de piel y el ı́ndice UV).

4.2. Resultados experimentales y análisis de datos

4.2.1. Resultados experimentales

La evolución de los campos de desplazamiento de la normal a la superficie obtenidos para
diferentes peŕıodos de tiempo de exposición a la irradiación UV se muestra en la Figura 4.3.
Como se puede observar en esta imagen, hubo errores en los desplazamientos cerca de los
bordes de la muestra causados por las sombras del soporte. Por tal motivo, las derivadas
parciales numéricas se calcularon en la misma región de 20 mm × 20 mm, sobre todos
los campos de desplazamiento (excluyendo los errores de los bordes durante el análisis de
datos).
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Figura 4.3: Campo de desplazamiento obtenido a: a) 0, b) 3, c) 6, d) 9 and e)12 minutos
de exposición a la irradiación UV.

4.2.2. Análisis de resultados

Los coeficientes de rigidez, czxxz, czyyz y czxyz, se calcularon y analizaron estad́ısticamente
para cada peŕıodo de exposición a la irradiación UV. Los resultados se muestran en la
tabla 1 en donde los valores correspondientes se expresan como la media ± desviación
estándar para todas las muestras. Cero minutos significa que los coeficientes de rigidez se
midieron antes de que la muestra fuera expuesta a la radiación UV.

Time (min) czxxz (MPa) czyyz (MPa) czxyz (MPa)
0 0,89± 0,08 0,53± 0,08 0,50± 0,04
3 0,94± 0,07 0,65± 0,09 0,57± 0,06
6 1,28± 0,22 0,86± 0,24 0,75± 0,20
9 1,89± 0,25 0,91± 0,07 1,15± 0,07
12 2,32± 0,16 1,12± 0,20 1,49± 0,16

Cuadro 4.1: Variación media de los coeficientes de rigidez debido a la exposición a la
irradiación UV en varios peŕıodos de tiempo.
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En la Figura 4.4, se muestran los coeficientes de rigidez medios, czxxz, czyyz y czxyz frente
al tiempo de exposición a la irradiación UV. El valor de incremento de los coeficientes de
rigidez significa que la elasticidad del tejido se redujo después de cada peŕıodo de radiación
UV. Se puede ver un pequeño incremento de rigidez durante los primeros seis minutos,
mientras que se observa un incremento mayor después de seis minutos. Como se mencionó
anteriormente, después de peŕıodos más prolongados de exposición UV, la piel sufre una
microdestrucción en las fibras elásticas dando como resultado una estructura más com-
pacta con menor elasticidad. Esto podŕıa explicar los incrementos en la rigidez después
de exposiciones prolongadas al UV. Aunque las muestras de piel teńıan coeficientes de
rigidez ligeramente diferentes, se mostró un comportamiento similar: la rigidez aumenta-
ba de forma no lineal después del peŕıodo de exposición a la irradiación UV. Entonces,
aunque la piel presente diferencias de grosor y diferentes coeficientes de rigidez según la
región analizada (región dorsal, región abdominal, etc.), se puede esperar el mismo com-
portamiento de la rigidez tras largos periodos de exposición al UV. Con base en los datos
experimentales resultantes y en el gráfico de la Figura 4.4, se puede afirmar que la rigidez
en la piel porcina aumenta de manera no lineal con el tiempo de radiación UV, sin em-
bargo, es posible que se puedan influir incrementos mayores de rigidez por deshidratación
de las muestras de piel.

Figura 4.4: Cambios en la rigidez de la piel de cerdo después de la irradiación UV.

Según las observaciones y los resultados aqúı presentados, la relación entre el incremento
de la rigidez y el tiempo de exposición a los rayos UV presenta un comportamiento que
podŕıa modelarse como una curva cuadrática. El ajuste polinomial de segundo orden, que
se muestra en la Figura 4.4, son las curvas que mejor se ajustan a los datos con un valor
de R2

adj = 98 %. Este modelo nos dice que el daño causado por la radiación ultravioleta
puede aumentar considerablemente después de cada peŕıodo de exposición. La cantidad
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de radiación ultravioleta que recibieron las muestras fue lo suficientemente alta como para
causar quemaduras y daños internos. Esto podŕıa ser la causa del crecimiento acelerado
de la rigidez, aunque también la deshidratación a largo plazo.
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Caṕıtulo 5

Estudio de los efectos de la radiación
UV sobre la piel

5.1. Materiales y métodos

A diferencia del estudio descrito en el caṕıtulo 4, en este estudio se utilizó radiación UVA
proveniente de un láser y los hologramas se obtuvieron directamente con este tipo de
iluminación. En el estudio anterior, la piel fue irradiada con UV en un compartimiento
para después ser montada en el arreglo holográfico y poder medir sus cambios elásticos.
A continuación se describen los materiales y el procedimiento utilizado en este estudio.

5.1.1. Muestras de piel

Las muestras de piel que se utilizaron para este estudio fueron donadas por el Hospital
Regional de Alta Especialidad del Baj́ıo localizado en la ciudad de León, Guanajuato,
México, por lo que aqúı el autor de esta Tesis agradece esta contribución. En total se
donaron cinco muestras con dimensiones aproximadas de 3× 3 cm2 y fueron extráıdas de
ratones hembra de la cepa NIH(n=2). Los ratones se mantuvieron en jaulas metabólicas
autoventiladas en un ambiente de ciclos de 12 horas de luz/obscuridad, humedad al 50-
60 %, temperatura constante a 21◦C, dieta estándar y agua a libre demanda. La escisión
de piel se realizó bajo el procedimiento del modelo murino de escisión de piel [51]. Los
animales no fueron sacrificados. El espesor promedio de las muestras fue de 0,7±0,18 mm.
Las muestras se almacenaron en Formaldeh́ıdo y fueron refrigeradas hasta el momento de
su uso.

Las muestras de piel se colocaron en un soporte circular de 1 cm de diámetro. Para fijar
la muestra se diseñaron dos tipos de anillos con radios internos de 1 cm de diámetro y
fueron impresos en 3D. Un esquema del diseño de estos anillos se muestra en la Figura
5.1 a). Los espećımenes fueron ligeramente estirados y colocados entre anillos de diferente
tipo. Finalmente, cada espécimen fue fijado a una montura para lentes con rosca interna y
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asegurado con anillos retenedores. En la Figura 5.1 b) se muestra el soporte con los anillos
impresos en 3D y en la Figura 5.1 c) se presenta la imagen de una muestra de piel.

Figura 5.1: Diagrama de anillos impresos en 3D, b) imagen del soporte circular y c) imagen
de una muestra de piel.

5.1.2. Inducción de vibración e iluminación de la piel

Para inducir la vibración a la muestra se utilizó un generador de funciones capaz de
generar una señal sinusoidal a un altavoz colocado detrás del soporte circular en donde se
fijó la muestra. La señal contó con una amplitud pico a pico de 1,5 V pp y una frecuencia
espacial de ν = 728,468 Hz. Se mantuvieron estos parámetros desde el inicio hasta el final
del experimento, es decir, la señal se mantuvo constante durante todo el experimento.
Es importante mantener la señal constante para asegurar que los efectos observados sean
debidos solamente a los cambios en las propiedades f́ısicas de la piel que a su vez son
inducidos por la irradiación UV. Por otra parte, se midió la presión del sonido en la
posición de la muestra usando un sonómetro. El valor de esta presión fue de 0,4 Pa: fue
medida en dB y después convertido a Pa.

Para la iluminación, se utilizó un láser en el rango del ultravioleta cercano con longitud
de onda de λ = 355 nm y con una potencia de salida de 20 mW . La iluminación se
dividió en dos haces (objeto y referencia) con el uso de un divisor UV 50 : 50 por lo
que la potencia que recibió la muestra de piel fue mucho menor a los 20 mW . Se utilizó
esta longitud de onda para inducir envejecimiento en la piel de tal forma que se presenten
cambios en las propiedades f́ısicas de la piel y que fuese posible observar un cambio en los
patrones de franjas obtenidos. Aqúı debe notarse que la longitud de onda se encuentra en
el rango del UVA y que este tipo de radiación no es tan destructiva como la radiación en
el rango del UVB, por tal motivo, se espera que el envejecimiento de la piel sea más lento
en comparación con el envejecimiento inducido con una longitud de onda en el rango del
UVB.

Como se mencionó en la sección 3.2, el tiempo de exposición debe ser mucho más grande
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que el periodo de vibración de la muestra, pero al mismo tiempo debe ser suficientemente
pequeño para no obtener una sobreexposición de intensidad en proceso de grabado. Me-
diante la realización de pruebas experimentales en estos experimentos se determinó un
tiempo de exposición óptimo de 10 ms.

Debido a la relativamente poca cantidad de irradiación UV, se estimaron cambios lentos en
las propiedades f́ısicas de la piel y, por tanto, el experimento arrojaŕıa una gran cantidad
de hologramas en el caso de que el sensor obtuviera una grabación cada 10 ms. Para
evitar la falta de espacio de almacenamiento, se configuró el sensor UV de tal forma que
se obtuviera una grabación cada 1,35 segundos.

Finalmente, el proceso de grabado se discretizó en dosis de irradiación cuantificadas como

D = E · t
(
W ·m−2 · s

)
(5.1)

en donde D es la dosis de irradiación, E =
potencia del láser

área irradiada
es la irradiancia y t es el

tiempo de irradiación. Esto significa que las muestras de piel fueron irradiadas continua-
mente, pero se grabó cada holograma después de completar una dosis de irradiación. Se
completa una dosis de irradiación cada 1,35 segundos. La potencia del láser medida en la
posición de la muestra fue de 3,41 ± 0,19 mW . Consecuentemente, entre un holograma
y otro hay una diferencia de una dosis de irradiación de D = 5,865 (W · m−2 · s). Esta
discretización es utilizada para presentar los resultados.

5.1.3. Arreglo experimental

El arreglo experimental se muestra en la Figura 5.2 a), y esquemáticamente en la Figura
5.2 b). En esta última se muestra como el láser UV fue dividido en haz objeto y haz de
referencia por medio de un divisor (D1). El haz de referencia fue acoplado a una fibra
óptica y llevado hacia un segundo divisor (D2) que refleja el 50 % de la intensidad del haz
hacia la cámara CCD (sensor UV). Esta cámara es sensible a la radiación UV. Después
se expandió el haz objeto usando lentes especiales para UV (L1 y L2) y se dirigió hacia la
muestra de piel. Parte de la luz UV reflejada por la piel es recibida por la cámara CCD a
un ángulo de α = 14◦ con respecto al eje óptico. Para obtener la imagen de la muestra de
piel sobre el sensor y para reducir el ruido se utilizó una lente UV (L3) con una distancia
focal de 7,5 cm y un diafragma (A) frente al sensor. Como se menciona en las secciones
anteriores, se fijaron las muestras de piel a un soporte circular de 1 cm de diámetro y se
estimularon con una onda acústica proveniente de un altavoz colocado atrás del soporte
sin llegar a tocarlo. Se utilizó un generador de funciones para establecer los parámetros
de la onda acústica y para controlar el voltaje suministrado al altavoz.

El haz objeto no fue colimado debido a que hab́ıa una pérdida considerable de intensidad
que afectaba el contraste de los hologramas y el procesamiento digital de éstos. Sin em-
bargo, el hecho de que el haz no haya sido colimado solo tiene efecto en el contraste de las
franjas circulares y no en su posición, de esta forma, los resultados no se ven afectados. Por
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otra parte, se midió un perfil de intensidades sobre el área de la muestra para comprobar
que la luz incidente sobre el área de la muestra fuese aproximadamente uniforme.

Figura 5.2: a) Imagen del arreglo experimental, b) Esquematización del arreglo experi-
mental.

5.2. Resultados experimentales y análisis de datos

5.2.1. Resultados experimentales

El comportamiento mecánico de una muestra de piel bajo la irradiación continua del
láser UV se presenta en la Figura 5.3. En esta imagen se aprecia un aumento y luego
una disminución del número de franjas conforme se acumulan las dosis de irradiación. El
número de franjas que se muestra en cada patrón está directamente relacionado con la
amplitud de desplazamiento, o amplitud de vibración de la muestra, de tal manera que un
mayor número de franjas representa una mayor amplitud. Entonces, el comportamiento
mecánico de la muestra se puede visualizar como una vibración en la cual se empieza con
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una amplitud baja que aumenta con las dosis de irradiación hasta llegar a una amplitud
máxima, aproximadamente a la dosis 5500, en donde su amplitud comienza a disminuir.
Este comportamiento puede predecirse con la ecuación (2.36). Nótese que las franjas se
vuelven más simétricas después de que se alcanza la amplitud máxima. A medida que la
muestra de piel recibe dosis de irradiación, la tensión no sólo aumenta, sino que también
se distribuye de forma más uniforme.

Figura 5.3: Evolución del patrón de franjas en una muestra de piel. Los números que
aparecen bajo cada patrón de franjas representan las dosis de irradiación que recibieron
(Una dosis = 5,865Wm−2s).

En la gráfica de la Figura 5.4, se presenta una normalización de las amplitudes del despla-
zamiento de la muestra durante todo el experimento. Dicho de otra manera, cada punto en
la gráfica de la Figura 5.4 representa la amplitud normalizada de la muestra al momento
de la captura de cada holograma.
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Figura 5.4: Variación de la amplitud normalizada en función del incremento en las dosis de
irradiación. Las diferencias de amplitud entre dosis de irradiación consecutivas se deben al
ruido de speckle y debido al hecho de que no se trata de un movimiento sinusoidal puro.

Las amplitudes de los desplazamientos fueron normalizadas mediante la definición de la
normaN dada por la ecuación (5.2), en donde el śımbolo || ||, denota la norma de Frobenius
definida para cualquier matriz, M , como

||M || =
√
traza(M ·MT )

en donde MT es la matriz transpuesta de M y · denota la multiplicación conocida entre
matrices.

N = 1− ||abs(M(x, y))||
# elementos de la imágen

(5.2)

N incrementa a medida que el número de franjas incrementa y viceversa. Por tanto, la
variación de las amplitudes de los desplazamientos queda bien representada con el uso de
esta norma.

5.2.2. Resultados numéricos y análisis de datos

En la Figura 5.5 se presenta una simulación de los patrones de franjas obtenidos expe-
rimentalmente que se muestran en la Figura 5.3. Estas simulaciones fueron realizadas
mediante la aproximación de la integral que aparece en la ecuación (3.29) y el uso de la
función de la ecuación (2.36). Los patrones de franjas experimentales fueron replicados
mediante la variación de los parámetros ρs, β y γ, que aparecen en esta última ecuación

36



y los valores aproximados de estas variables fueron usados para interpolar los resultados
experimentales completos. El procedimiento que se llevó a cabo para las simulaciones se
describe en el Apéndice A.

Figura 5.5: Simulación de los patrones de franjas de la Figura 5.3. Los números que
aparecen bajo cada patrón de franjas representan las dosis de irradiación que recibieron
(Una dosis = 5,865Wm−2s).

En las gráficas de las Figuras 5.6 y 5.7 se muestran los valores aproximados de ρs y
β que fueron determinados mediante su variación hasta obtener los patrones de franjas
más similares a los obtenidos experimentalmente. El coeficiente de amortiguamiento, γ,
es un valor que determina la máxima amplitud de desplazamiento y su determinación se
detalla en el Apéndice A. Los parámetros restantes que aparecen en la ecuación (2.36) se
establecieron de acuerdo con los valores reales del experimento.
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Figura 5.6: Densidad de área ρs vs. dosis de irradiación. De esta gráfica se puede obser-
var que la densidad de área comienza a decrecer rápidamente después de las 2000 dosis.
Después de la dosis 6000, la pérdida de densidad de área se vuelve significativamente más
lenta. El procedimiento que se utilizó para obtener estos valores se describe en el Apéndice
A.

Figura 5.7: Tensión β vs. dosis de irradiación. De esta gráfica se puede observar que la ten-
sión comienza a incrementar significativamente después de la dosis 2000. El procedimiento
que se utilizó para obtener estos valores se describe en el Apéndice A.

Las ĺıneas azules que se muestran en las gráficas de las Figuras 5.6 y 5.7 son funciones
que se ajustan a los datos obtenidos experimentalmente. Estas funciones representan el
inició y la finalización de la tensión y la densidad de área. Las barras de error fueron
calculadas usando un método Montecarlo en donde se incluyeron todas las fuentes de
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error, incluyendo el ruido de speckle que afecta la localización de las franjas. El método
Montecarlo consistió en identificar las fuentes de error, establecer su rango de variación
y realizar un gran número de simulaciones del experimento tomando valores aleatorios
dentro del rango de variación de las fuentes de error. Se realizó un análisis estad́ıstico de
los resultados para obtener su varianza y ésta se utilizó para establecer las barras de error.

La gráfica de la Figura 5.8 muestra una simulación de las amplitudes de desplazamiento
normalizadas. Para esta simulación se utilizaron los datos de las funciones mencionadas
anteriormente (ĺıneas azules en las gráficas de las Figuras 5.6 y 5.7).

Figura 5.8: Simulación de las amplitudes normalizadas.

Note que la gráfica de la Figura 5.8 es muy similar a la que se obtuvo experimentalmente
(Figura 5.4). Las diferencias en las amplitudes entre ambas gráficas surgen del ruido de
speckle presente en los patrones de franjas obtenidos experimentalmente. Este ruido afecta
levemente en la normalización.

Las ecuaciones (5.3) y (5.5) representan las funciones para la densidad de área y la tensión
por unidad de longitud que se utilizaron para la simulación de la Figura 5.8.

ρs (x) = a0

(
1

1 + eb0(x−χ0)

)
+ d0 (5.3)

a0 = 0,04826 , b0 = 0,0013 , χ0 = 4550 , d0 = 0,472 (5.4)

β (x) = p1x
4 + p2x

3 + p3x
2 + p4x+ p5 (5.5)

p1 = −6,273× 10−15 , p2 = 9,162× 10−11 , (5.6)

p3 = 1,845× 10−7 , p4 = 4,758× 10−4 , p5 = 25,98
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x representa el número de dosis de irradiación y los coeficientes a0, b0, χ0, d0, p1, p2,
p3, p4 y p5 pueden variar para cada muestra de piel. En estas ecuaciones se puede notar
que la densidad de área tiende a decrecer de forma más rápida en las primeras dosis
de irradiación, mientras que la tensión tiene un incremento más significativo a medida
que se acumulan las dosis de irradiación. Después de varias dosis de irradiación, la piel
podŕıa contraerse tanto que podŕıa sufrir daño permanente, desencadenando la aparición
de arrugas como las que se observaron en la referencia [52]. La predicción, formación y
evolución de arrugas en varios materiales es un tema de investigación abierto. Se han
publicado varios art́ıculos interesantes, por ejemplo, los trabajos en las referencias [53–55].
Por otra parte, la asimetŕıa en los patrones de franjas obtenidos experimentalmente puede
estar relacionada a la inhomogeneidad de la densidad, de acuerdo con el trabajo en la
referencia [56]. La pérdida de densidad y el aumento de la tensión podŕıan causar que se
reduzca la inhomogeneidad.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En trabajos anteriores se ha mencionado una diferencia significativa entre la elasticidad
de la piel humana sana y la elasticidad de la piel no saludable, por tal motivo, el enfoque
para estudiar la rigidez en tejidos biológicos tiene un alto potencial para ser aplicado al
estudio de enfermedades de la piel, como el cáncer de piel, midiendo cambios en la rigidez
entre pieles sanas y no saludables. Las diferencias de rigidez podŕıan dar caracteŕısticas
importantes que pueden ayudar en la detección temprana del cáncer de piel. En este
sentido, el uso de pruebas DHI podŕıa ser importante en la evaluación del nivel de rigidez
en materiales biológicos por sus caracteŕısticas no destructivas y gran precisión en la
medición de desplazamientos.

Según las observaciones y resultados del primer trabajo de investigación, la relación entre
el incremento de la rigidez y el tiempo de exposición a los rayos UV parece ser no lineal, un
comportamiento que podŕıa modelarse como una curva cuadrática. El ajuste polinomial de
segundo orden, que se muestra en la Figura 4.4, son las curvas que mejor se ajustan a los
datos con un valor de R2

adj = 98 %. Antes de la exposición a los rayos UV las mediciones
de los módulos de rigidez de la piel de cerdo se calcularon en czxxz = 0,89 ± 0,08 MPa,
czyyz = 0,53 ± 0,08 MPa y czxyz = 0,50 ± 0,04 MPa. Después de una larga exposición
ultravioleta (12 min) estos coeficientes aumentaron a 2,32± 0,16 MPa, 1,12± 0,20 MPa
y 1,49 ± 0,16 MPa. Estos resultados nos dicen que el daño causado por la radiación
ultravioleta puede aumentar considerablemente después de cada peŕıodo de exposición. La
cantidad de radiación ultravioleta que recibieron las muestras fue lo suficientemente alta
como para causar quemaduras y daños internos. Esto podŕıa ser la causa del crecimiento
acelerado de la rigidez, aunque también la deshidratación a largo plazo podŕıa influir en
el aumento de la rigidez. Los coeficientes de rigidez se calcularon con un nuevo esquema
matemático que tiene en cuenta la naturaleza anisotrópica y heterogénea de la piel; una
caracteŕıstica no tratada en trabajos de investigación previamente reportados. Este nuevo
esquema se puede utilizar con otros tipos de material ya que se puede relacionar con
variables como la razón de Poisson y el módulo de Young.

Las similitudes entre los resultados experimentales y de las simulaciones, en el segundo
trabajo de investigación, demuestran que las amplitudes de desplazamiento de una mem-
brana circular bajo una vibración forzada dependen en gran medida de parámetros f́ısicos
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como su densidad de área, su tensión, su radio y la frecuencia de excitación. Tomando
esto en cuenta, este trabajo muestra que cuando solo se permite variar la tensión y la
densidad de área, manteniendo fijos los demás parámetros, es posible realizar un análisis
de estas propiedades, reproduciendo con precisión los resultados experimentales mediante
simulaciones.

Los resultados obtenidos en este último trabajo indican que la tensión de las muestras de
piel aumenta mientras que la densidad de área disminuye debido al daño o envejecimiento
causado por la irradiación UV. El comportamiento notable es que la tensión crece a un
mayor ritmo cuando la densidad del área alcanza su menor valor. Este comportamiento
puede deberse a la deshidratación y el daño que sufre la piel debido a la radiación UV,
en este caso, se pierde densidad a medida que la piel se deshidrata y sufre daño interno
haciendo que las muestras de piel traten de encogerse, pero al estar sujetas por sus bordes,
la tensión aumenta considerablemente. Este fenómeno podŕıa desencadenar la aparición
de arrugas en la piel, debido al estiramiento y la contracción que se sufre después del
aumento de tensión.

El análisis de este trabajo resultó en dos ecuaciones que describen el comportamiento de
estas propiedades. Es importante resaltar aqúı que los coeficientes de estas ecuaciones
pueden variar de una muestra de piel a otra, debido a la inhomogeneidad de la piel; sin
embargo, todas las muestras analizadas presentaron el mismo comportamiento descrito
por estas ecuaciones. Estos coeficientes podŕıan ser útiles para determinar diferencias de
homogeneidad entre muestras de piel. El modelo utilizado en las simulaciones y las ecua-
ciones obtenidas del ajuste de datos de la densidad y la tensión de área muestran una
buena concordancia con los resultados experimentales, por lo que se puede utilizar con
seguridad para trabajos futuros relacionados con el envejecimiento de la piel. El modelo
también se puede utilizar para otros fines, como la evaluación de la eficacia del protec-
tor solar, para analizar diferentes tipos de materiales y para determinar la amplitud de
desplazamiento de una membrana bajo la técnica de holograf́ıa digital interferométrica de
tiempo promedio.
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Trabajos a futuro

En el proyecto del cual se desprende este trabajo de tesis, se contempla desarrollar un
método para determinar las diferencias de elasticidad entre un tumor canceŕıgeno y sus
alrededores o entre un tumor maligno y uno benigno. Teóricamente, estas diferencias de
elasticidad tendŕıan un efecto sobre los patrones de vibración de la piel y este efecto podŕıa
ser observado y analizado mediante holograf́ıa digital de tiempo promedio. La diferencia de
elasticidad entre un tumor y sus alrededores se reflejaŕıa en forma de patrones de franjas
irregulares que podŕıan analizarse mediante los modelos que se presentan en este trabajo
de tesis. De la misma forma, se podŕıan analizar muestras de piel con distintos tipos de
enfermedades con el objetivo de encontrar diferencias y diagnosticar dichas enfermeda-
des mediante sus propiedades elásticas. El único inconveniente, tal vez, seŕıa conseguir
muestras con enfermedades, ya que son dif́ıciles de conseguir.

Por otra parte, el uso de dos distintas fuentes de irradiación dejó en evidencia que el UVA
induce un menor envejecimiento en la piel, comparado con el envejecimiento con UVA,
UVB y UVC en conjunto. De aqúı se deprende la idea de analizar analizar los efectos
inducidos por UVA, UVB y UVC por separado con el objetivo de cuantificar o diferenciar
el daño que causa cada uno de estos tipos de radiación.

Finalmente, desde mi punto de vista, se pueden realizar aún muchos trabajos de investiga-
ción con el uso del láser ultravioleta en conjunto con técnicas holográficas. La ventaja con
este láser es que todos los efectos inducidos se observan y se registran en vivo, por lo cual se
puede realizar un análisis de todo lo ocurrido durante el experimento. Esta ventaja podŕıa
usarse para analizar los efectos de envejecimiento en distintos tipos de biomateriales.
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te and pixel-wise measurements of vibration amplitudes using time-averaged digital
holography,” Optics and Lasers in Engineering, vol. 121, pp. 236 – 245 (2019).

[26] Deepan, B., Quan, C., and Tay, C. J., “Quantitative vibration analysis using a single
fringe pattern in time-average speckle interferometry,” Appl. Opt., vol. 55, pp. 5876–
5883 (2016).

[27] Demoli, N. and Vukicevic, D., “Detection of hidden stationary deformations of vibra-
ting surfaces by use of time-averaged digital holographic interferometry,” Opt. Lett.,
vol. 29, pp. 2423–2425 (2004).

[28] Furlong, C., Rosowski, J. J., Hulli, N., and Ravicz, M. E., “Preliminary analyses of
tympanic-membrane motion from holographic measurements,” Strain, vol. 45, no. 3,
pp. 301–309 (2009).

[29] Kang, J.-H., “Closed form exact solutions of viscously damped free and forced vibra-
tions of rectangular membranes,” Journal of Vibration and Control, vol. 24, no. 10,
pp. 2096–2106 (2018).

[30] Liu, C.-j., Zheng, Z.-L., Jun, L., Guo, J.-J., and Wu, K., “Dynamic analysis for
nonlinear vibration of prestressed orthotropic membranes with viscous damping,”
International Journal of Structural Stability and Dynamics, vol. 13, no. 02, p. 1350018
(2013).

[31] Timoshenko, S. and Goodier, J. N., Theory of elasticity. Engineering societies mono-
graphs, McGraw-Hill (2001).

[32] Landau, L. D., Landau, L. D., and Lifshits, E., Teoŕıa de la elasticidad, vol. 7. Re-
verté (1969).

[33] Sokolnikoff, I. S., Mathematical theory of elasticity. McGraw-Hill book company
(1956).

[34] Downs, B., “The generation of dynamically corrected flat plate finite elements and
their application to the transverse vibration of flat plates,” Journal of Sound and
Vibration, vol. 122, no. 1, pp. 43 – 68 (1988).
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Apéndice A

Procedimiento para la obtención de
valores de tensión y densidad de área

El proceso de simulación para la obtención de los valores de la densidad de área y la
tensión por unidad de longitud se realizó mediante los siguientes pasos:

Primero, se determinó la frecuencia más baja para la que fue posible observar patrones de
franjas.

En segundo lugar, se midió la densidad de área en 4 momentos diferentes del experimento,
tratando de tomar una medida lo más cercana posible al momento de máxima amplitud
(mayor número de franjas). Se pueden tomar medidas más de 4 veces.

En tercer lugar, los patrones de franjas se procesaron digitalmente de manera que se
ubicaron las franjas oscuras y brillantes. Este paso se realizó con el objetivo de localizar
las posiciones de las franjas para obtener mejores resultados en las simulaciones de los
resultados experimentales.

Cuarto, considerando que el patrón de franjas con mayor número de franjas se obtiene
aproximadamente cuando β = ρsω2R2

µ21
, una aproximación de β se determinó para el patrón

de franjas más cercano al patrón de franjas de máxima amplitud.

Quinto, con los valores de β y ρs, se simuló el patrón de franjas anterior para aproximar
el valor de γ mediante su variación en las ecuaciones (3.29) y (2.36).

En sexto lugar, comprendiendo una pequeña variación de γ, los patrones de franjas para
los que se midió la densidad se simularon utilizando la variación de β en las ecuaciones
(3.29) y (2.36).

Séptimo, se generaron muchos patrones de franjas simulados variando β y ρs en los rangos
de las aproximaciones anteriores, utilizando las ecuaciones (3.29) y (2.36).

Finalmente, los patrones de franjas experimentales se compararon con los patrones de
franjas simulados y se eligieron los patrones de franjas simulados más similares. Luego, la
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tensión y la densidad de área utilizadas para generar estos patrones de franjas simulados se
consideraron como la tensión y la densidad de áreas de los patrones de franjas experimen-
tales. En este trabajo, se midió la similitud entre los patrones de franjas experimentales
y simulados mediante coeficientes de correlación y se eligieron las simulaciones con mayor
coincidencia.
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